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Vorrede. 


Das  vorliegende  Buch  enthält  die  algebraisclien  Grundlagen 
der  analytischen  Geometrie.  Nur  gelegentlich  werden  die  Infini- 
tesimalbelrachtungen  berührt,  aus  denen  ein  ergänzender  Theil 
analytischer  Geometrie  entspringt,  welcher  als  Diflferentialgeo- 
metrie  bezeichnet  werden  kann.  Da  die  analytische  Geometrie 
auf  der  Einftlhrung  von  1,  2,  3  Coordinaten  eines  Punctes  im 
Raum  von  1 ,  2,  3  Dimensionen  beruht,  und  da  ein  Puncl  durch 
ebensoviel  Gleichungen  für  seine  Coordinaten  bestimmt  wird, 
so  kann  ein  bestimmter  Punct  [und  ein  bestimmender)  auch 
nicht  real  sein.  Den  nicht  realen  Puncten  war  daher  wie  den 
nicht  realen  Wurzeln  einer  Gleichung  ohne  Weiteres  die  Wirk- 
lichkeit (Wirksamkeil)  einzuräumen.  Dasselbe  gilt  von  andern 
räumlichen  Elementen,  deren  Coordinaten  durch  Gleichungen 
bestimmt  werden.  Namentlich  sind  es  die  Coordinaten  einer 
Strecke  und  einer  Richtung,  einer  Planfigur  (area)  und  einer 
Stellung,  welche  sich  als  nützlieh  erweisen,  ebenso  wie  die 
Coordinaten  der  Gleichungen  und  der  Systeme  von  Gleichungen, 
welche  als  Coordinaten  von  Linien  und  Flächen  seit  längerer 
Zeit  gebraucht  werden. 

Die  unendliche  Mannigfaltigkeit,  welcher  ein  Ifach,  2faeh, 
Sfach,  ..  unbestimmtes  Element  angehört,  habe  ich  um  der 
Kürze  willen  eine  Serie,  Doppelserie,  Tripelserie,  .  .  von  Ele- 
menten genannt.  Auch  habe  ich  mir  erlaubt,  den  Puncten  einer 
Linie,  den  Linien  einer  Fläche  sprachlich  gegenüberzustellen  die 
Linien  eines  Punctes,  die  Flächen  einer  Linie,  welche  den  Punct, 
die  Linie  enthalten.  Den  Ausdruck  Singularität  einer  Linie  be- 
schränke ich  auf  die  Eigenschaften,  in  welchen  die  Linie  von 
andern  Linien  derselben  Ordnung  Abweichungen  zeigt;  die  Linien 
einer  Ordnung  haben  demgemäss  verschiedene  Grade  von  Sin- 
gularität. Bei  Feststellung  der  Terminologie  wurde  den  inter- 
nationalen Ausdrücken  der  Vorzug  gegeben. 
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üebei'  die  behandelten  Materien  giebt  das  ausführliche  In- 
halts Verzeichnis  s  Nachi'ichl.  T  heilnehmen  der  Beachtung  empfehle 
ich  die  Anordnung  des  gesamniten  Materials  und  dessen  Grup- 
pirung  im  liinzelnen ;  insbesondere  die  Anwendungen  des  New- 
tonsehen Parallelogramms,  die  Bestimmung  der  gern  eins  chaft- 
hchen  Puncte  von  zwei  Linien,  den  Weg,  auf  welchem  die 
Species  der  Linien  und  Flächen  zweiler  Ordnung  bestimmt 
werden. 

Mit  der  Darlegung  des  Inhalts,  welchen  die  analytische 
Geomelrie  bisher  gewonnen  hat,  habe  ich  zugleich  eine  Ge- 
schichte dieser  Wissenschaft  verbunden  durch  Anführung  der 
Autoren ,  welchen  man  die  einzelnen  Sülze ,  Methoden ,  Aus- 
drücke verdankt,  oder  durch  Anführung  von  Quellen,  welche 
hierüber  Auskunft  geben.  Es  ist  mir  aufgefallen,  dass  das 
ruhmreiche  17te  Jahrhundert  genauer  an  die  griechische  Mathe- 
matik anknüpft,  als  die  Berichte  unsrer  Historiker  erkennen 
lassen.  Der  Gebrauch  der  Coordinalen  ist  eine  Erfindung  der 
allen  Zeit;  der  neuern  Zeit  war  es  vorbehalten,  die  von  den 
Griechen  gebrauchten  Gleichungen  der  Kegelschnitte  und  andrer 
Linien  übersichtlicher  zu  schreiben  unter  Anwendung  der  Bueh- 
Aabenrechnung ,  welche  seit  dem  löten  Jahrhundert  entwickelt 
wurde,  und  erst  nach  Einführung  der  arabisch -indischen  Zah- 
lenrechnung entwickelt  werden  konnte.  Ich  verweise  hierüber 
auf  §§.  19  und  25  _dieses  Buches,  sowie  auf  meine  vorläufige 
Miltheilung,  welche  in  Hultsch's  Ausgabe  der  Pappusschen 
Sammlung  1878  p.  1231   enthalten  ist. 


y  Google 


Inhalt. 


Geometrie  des  Baumes  von  einer  SimenBion. 
Gay.  I.    Die  Puncte  einer  Geraden. 

g,  1.  Abseissen  der  Punole  einer  Geraden.  PosiÜ*«  RicMung  der  r.uradüii. 
g.  2.  Beziehung  eines  l^inoles  der  Geraden  auf  2  Puncle  derseldtn.  Athnliche 
Figuren,  Schwcrpuncl  »on  Punolen  §.  3.  Doppelverliäilniss  von  4  Punelen.  Har- 
monie. Tripelverlialtaiss.  g.  4.  ColÜDCdrc  Figuren  einer  Geraden.  §.  5.  Involulian 
von  Patiren.  g.  6.  GleidiungGD  liarmuuischer  Paare,  g,  7.  Involutionen,  collineare 
liöhern  Grades.     8.  8.  Harmonische  Cenlren  und  Pglareii. 


Geometrie  des  Baumes  von  zwei  Dimensionen. 
Cap.  II.    Winkel,  Fktheii,  Projeitionen 

§  9  Wmkcl  vou  2  Geraden  Posiliiei  Sinn  der  Lbeiiu  §  10  Mache  einer 
Planfigur  Oidmäre  und  singulare  Pulygonc  §  11  NormaiprtjLLlunen  §  12  Polj- 
gonomfliie  g  13  Cenlralpiojettionen  Dnppeherhllliiisbe  Cullineantat  der  Puncle 
von  2  Geraden,  der  Gerid'n  lou  2  Punelen     PiujttUntal 


Cap.  III.   Coordinaten  eines  Pnnctes  der  Ebene. 

g.  14.  Parallele  und  polsre  Coordinaten  eines  Pnncles.  Gleichung  einer  Linie, 
g.  15.  Die  Coordinaten  einer  Strecke,  einer  Richtung.  §.  16.  Drei  Punete  einer 
Geraden.  Sdiwerpunct  von  Puncten  der  Ebene.  Barycentrische  Coordinaten  eines 
PuBcles.  Mslanzen  einer  Geraden  von  8  Puncten.  §.  17,  Producl  von  2  Strecken. 
Cosiaus-Producl,   Sinus-Product.     Strecke n-Helationeü.     §.   18.    Ändere   Cooiilinaten 


y  Google 


vOD  PiinUeD,  LiucD    Fläi-heu      Serie  luu  L  n  Ln  uilci  Fla<.h 
RecipruLe  Figureo     Die  geoniGlnschen  Disciphnen 


Cap.  rv.    Gleichimgen  yoii  Linien. 

§  20  Orlu  ne  uner  Luc  DwmeUi  UMium  A\c  §  21  (.liiiIp  uiil 
Krei»«  alb  üiHer  §  22  Die  kegelschmtte  g  28  Linien  2ter  Uidnun^  ih  Oerler 
§  24  Aebpliche  altlne  Lonfocale  hegelschnitlp  Ellipbsclie  Cuordianten  ein^  Punc 
les  liorys  Th«orem  §  25  Graphi  che  Lfenng  nibischer  und  biq  ladr^liioher 
Probleme  Das  De1iM,he  Prohlera  fiibisthe  Gleichung  mit  3  realen  Wurzeln  Tn 
spcuon  eines  Winkels      §   26    Linien  höherer   (Irdunng™      ^   27     Tran   coiidenlo 


€ap.  V.  Die  Gerade. 

§  28  Die  Geidd  n  der  Ebene  tuordindlcn  der  Geradeo  Linie  mter  lla-«e 
g  29  Wiukcl  und  DisUn/en  Distani  VechallnuBP  §  SO  Tnlmcarc  rooidinaloii 
des  Punctes  Collioeare  Planfigoron  Aufgaben  an  dem  llreieck  dei  Fundamenlallmie« 
g  31  TriBonale  Coordinnlen  dei  Gpraden  Aurgaben  an  dem  tundamenlaldreieck 
Reciproke  Figuren     §   32   Giufpen  von  Geroden  eines  P  nctp-     Harminiscbp  Paarp 


( ai>  VI    Die  Liiiien  2t«  ürdiium; 

§  33  ttnnotion  ler  Gleicbuuo  hingulsr«  und  oidiuarp  Linien  C.uiijuyrlB 
Dianieler  Asymplolen  §  8i.  Polaren  und  lole  Haimouisphe  Pnntle  harmmiisebc 
Gerade  hinnonische  Dreieek  Tangenltn  eines  PunclCh  Umiiigiiti,  Dumeler 
g  35  \eränderung  der  Coordinslen  Transfonnalion  der  GleiiJiung  duieb  Erafuhnini, 
der  A\en  der  Asjmptolen  Brennpancl  und  Du^etlnx  P  laie  Cooidinalen  Kegel 
schliilt  von  3  PimelPn  oder  3  TangLnlen  g  86  Punele  und  Tangenten  eine«  Ke^i-I 
sthnilfen  Kegelschnitt  lou  i  Punilen  odur  Tantenleii  Gleicbseitige  Hyperbeln 
b  Puncle  oder  Tantenten  eines  KegelschniUca  g  37  Zmli  HegelsohnniP  Gleichimi, 
4ten  Gradeh  und  ihre  cubische  Resoliente     Kegel  chnilt«  der  4  Puucte 


Cap  MI    Die  Imifii  ntfiT  Ordnung 

§  38  Uie  mehrfathcn  PuiicIp  singulalci  Linien  Endlicbfenii.  iiud  iiiiendliLh 
ferne  mehrrathe  Puncle  imgulSre  Serien  ^on  Geraden  §  39  Zweige  einer  Linie 
Polygon   einer  Function,     Polen^ieihen   der  Znei(,e  lon  einem  eudlichfernen  Panel 


y  Google 


Inhalt. 


YII 


Tdch  pincm  iiendlichfprnpfi  I^incl  (h^p^rtolii  b)  nach  der  unei  diichfLraeü  Geraden 
(furalioliscli)  §  40  Die  (fernem  duniiLhep  Puncle  >on  Luiieu  §  41  KflaUon 
1011  Pqnclen  einpr  Lmir  Etforderli  he  hinreichend«  Puncte  zur  B«stimninng  einer 
Urne  RelalioD  geDK'invbaltliüier  Piincle  von  Linien  §  42  Linien  lon  verschiede 
ner  Singularität  Die  ingularsten  barjcenlnschen  Linien  §  rö  Die  Linie  nnd. 
die  Geraden  eines  Puncles  Der  Newlonache  nad  der  Csmolsche  Sali  Ihe  Polaren 
einei   Linie    hezilglich    eines   Piinetea      Tangenten    der  Linie     nelehe   durch    einen 


Geometrie  des  Baumes  von  drei  DimeuBioneu. 
Oa]).  VIII.   Pnnete,  Strecken,  Polygone,  Tetraeder. 

!?  44  I  oord  nnlen  e  nes  P  ncle  m  Bai  m  GIp  eb  g  e  npr  Fliehe  Gle 
ehiiiigLii  pinel  linip  g  45  Tou  d  naien  enpr  Strpcke  homogene  p  er  Ri  hlnng 
Die  Ku^el  ^  41)  (.  rl  a<en  e  er  Pl»n<lgur  nd  da«  Tplrapdei  ^  47  A  derp 
Coordinalen    piiip-    P  n  I  iipa  p    S  I      I  t  nu      Polare   I    o  d  nite       cyl  udr     h 

sphärische 


(ai    1      Die  C 


h   E  §  5     W 

G  rad  m 


Cap.  X.   Flächen  und  Linien. 

g  53  Kcgp)  Lylindei  RutilionelldLhe  sphaioide  (^nuidu  unebene  Linien 
Gle  chting  e  nts  hegels  Tangenlenebene  schembarer  Conluur  einer  Flache  D  e 
RegetllBche  t;  54  Die  Fischen  »ter  Ordnung  BarjcenlnM^e  Flachen  Mehifacher 
Flachenpunct  Do[pelliuie  einer  ingularen  Flache  Elliplhche  hyperbolische  Fl&ehcn 
puncle  DemarcDtionslinie  Enveloppe  einer  Doppelsene  und  einer  bcrie  Ebenen 
§  55  Belabon  der  Puncle  von  Flachen  und  Linien  Polaren  der  Fiäebe  be/u^l  ch 
eines  Punctes  Der  scheinbare  Contour  der  Flache  der  umges  hnebene  Kegel 
§  56  Die  unebenen  Linien.  Der  projiLiiinde  Kegel  »<  heinbare  Dnppelpiiete  Die 
baricenlnschen   Linici      Die  Linien  8lei  und  4ter  Orlniing 


y  Google 


Cap.  XI.  Die  Pläehen  2ter  Ordnung. 

§  5"  De  Spar  e  ä  esLT  riaehpn  Redn  ble  ngulare  ord  ore  Flachen 
N  cht  reale  ellplsh  hyperhol  sehe  Fhch  n  Elhps  ie  Hyperbol  de  Piralolnde 
§  68  Polaren  und  Pole  HarmoD  hp  P  are  Quadrupel  Flach  welche  e  e 
Lin  e  gen  e  u  hahe  k,  59  I.  slrum  D  ameler  A  en  D  dme  er  u  d  die  conj  r  rie 
Diame  erebene  Dre  conjugir  e  1  ame  er  Äsen  de  Ell  p*o  de  Hyperbolo  de  Fora 
bolo  de  §  60  Gerade  kre  e  Focall  en  Zne  Senea  van  Ge  aden  on  pa 
allelen  Kreien  De  Fo  all  nie  e  ner  Lin  2t«  Hrdn  ng  e  ner  Flriebe  2lcr  Ord 
nung  Tonfo  ale  Flächen  2  er  Ordnung  bene  derselben  «11  p  che  Lnord  nslen  enes 
P  n    e       AfTne  co  fo  al    Fla  i  n 
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Capitel  I. 
Die  Puncte  einer  Groraden. 

Geometrie  des  Raumes  von  einer  Dimension. 

§.  1.    Absclssen  der  Punete  einer  Geraden. 

1.  Die  Gerade  wird  durch  einen  auf  ihr  gegebenen  Puncl 
0  in  2  Schenkel  (Strahlen)  ^elheiit  Der  Punct  A  eines  Schen- 
kels wird  durch  die  btret,ke  OÄ  bestimmt,  d.  h.  nach  mathe- 
matischem Gebrauch  duich  die  Zahl  x,  welche  das  Verhältniss 
von  OA  Kur  Lansjeneinheit  ausdrückt.  Die  Strecke  OA  ^:  x 
wird  die  Abscisse  des  Punttes  Ä  m  Bezug  auf  den  Anfang  0 
(origo,  Nullpunct)  genmnt  Die  Abstisse  des  Anfangs  ist  null. 
Wenn  A  rückwärts  über  den  Anfing  auf  den  entgegengesetzten 
Schenkel  geht,  so  geht  die  \bscisse  x  abnehmend  aus  dem 
Positiven  ins  Negative.  Zwischen  2  Puncten  von  contrüren 
Abscissen  x  und  — x  liegt  der  NuUpunct  in  der  Mitte. 

Die  Richtung  der  Geraden  vom  Nullpunct  nach  einem 
Punct  mit  positiver  Abseisse  heisst  die  positive  Richtung 
der  Geraden,  und  wird  angezeigt  durch  eine  der  Geraden 
angesetzte  Pfeilspitze  oder  dadurch,  dass  man  auf  einer  Fläche, 
welche  die  Gerade  enthalt,  das  eine  (linke)  Ufer  eines  in  der 
Geraden  fliessenden  Stromes  bezeichnet.     Planim.  §.  9,   10. 

2,  Wenn  die  Gerade  mit  ihrem  Nullpunct  0  und  der  posi- 
tiven Richtung  gegeben  ist,  so  wird  der  Punct  Ä  durch  seine 
Abscisse  x  eindeutig  bestimmt.  Nicht-realen  Abscissen  ent- 
sprechen nicht-reale  (imaginäre)  Punete  (von  algebraischer, 
nicht  geometrischer  Existenz).  Allen  Abscissen  entspricht  eine 
Serie  (Schaar,  einfach-unendliche  Mannigfaltigkeit)  realer  Puncto 
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2  Cap.  I.     Die  Puncte  einer  Geraden. 

der  Geraden;  zu  jedem  realen  Puücl  gehört  eine  Serie  imagi- 
närer Punete  der  Geraden. 

Durch  eine  Gleichung  nten  Grades  für  x  ist  ein  Puncl  der 
Geraden  ndeulig  bestimmt.  Die  entsprechenden  w  Puncle  bil- 
den eine  Gruppe  von  w  conjugirten  Punclen;  die  Gleichung, 
welche  durch  die  Proportion  der  Coefficienten  gegeben  wird, 
heisst  die  Gleichung  der  Gruppe.  Wenn  die  Discriminante 
der  Gleichung  null  ist,  so  sind  die  Puncte  der  Gruppe  nicht  alle 
von  einander  verschieden.  Wenn  die  Coefficienten  der  Gleichung 
von  einer  Variablen  (Parameter)  abhängen,  so  ist  eine  Serie  von 
Gleichungen  und  von  Gruppen  gegeben. 

Wenn  die  Gleichung  ax'^  -i-  2/(a;  +  y  =  0  die  Wurzeln 
Oä^,   OA^  hat,  so  sind 

OJ,  +  OAi  ^'^1^  OA,  .OAi  =  ^ 

(OA,^OA,)^^^^(ß^~ay) 

real,  auch  in  dem  FaU,  dass  die  conjugirten  Abscissen  OÄj ,  OA^ 
und  die  conjugirten  Puncte  A^,  A^  des  Paares  nicht  real  sind. 
Unter  der  Bedingung  ß'^  —  oy  =  0  fallen  die  Puncte  des  Paares 
auf  den  Punct  «cc  -»-  /3  =  0,  von  welchem  der  Punct  ßx  -{■  y 
=  0  nicht  verschieden  ist. 

3.  Die  Strecke  [Chorde)  AB,  die  Distanz  des  Puncles 
B  von  A,  ist  die  Diflerenn  der  Abscissen  OB  —  OA  des  zweiten 
Punctes  B  und  des  ersten  Punctes  A,  positiv  oder  negativ,  je 
nachdem  die  Riehtung  von  A  nach  B  mit  der  positiven  Rich- 
tung der  Geraden  übereinstimmt  oder  nicht,  unabhängig  von 
der  Lage  des  Nullpunctes.  Diess  ergiebt  sich,  wenn  O  diesseit 
AB,  jenseit  AB,  zwischen  AB  liegt.  Wenn  die  Puncte  A,  B 
nicht  real  sind,  aber  conjugirl  complexe  Abscissen  haben,  so  ist 
die  Strecke  AB  imaginär. 

Wenn  A,  B,  C,  . .  auf  der  Geraden  in  beliebiger  Folge  liegen, 
so    folgt    aus  AB  =  OB  —  OA,    BA  ^  OA  —  OB, 

AB  +  BA  =  ü.        BA AB 

AB  +  BC  +  CA  ^  D 
BÜ  =  AÜ  ~  AB  ===  BA  —  CA  =  BA  +  AC 
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Die  eindeutige  Definition  disr  Strecke  AB  ist  zuerst  von  Möbius 
barycenlr.  Calcnl  1827  festgeslelU  worden.    Vergl.  Planim.  |.  14. 

4.     Beispiele.     AB   .  CD  +  BC  .   AD   +    CA  .  BD  =^ 

[AD  —  BD)  CO  +   ..  =  0 

Wenn  M  die  Mitte  von  AB  d.  h.  AM  ^  MB,  so  ist 
OM  —  0A  =  OB  —  OM,        20M  ^  OA  +  OB 

Zwei  conjugirte  nicht  reale  Puncte  haben  eine  reale  Mitte. 

Wenn   ON   normal   zu  Aß,    so   ist  AO'^  +  OA'^  =  AN'^. 
Aus  AO  ^  AC  +  CO,  BO  ^  BC-t-  CO  folgt 

Am  =  AC^  +  CN^  +  2AC.  CO 
Bm  —  BC3  +  cm  +  2BC.  CO 

und  durch  Subtraction 

Am  —Bm  =  ÄC^  -  BCi  +  2C0{AC  —  BC) 
=  AC'  ~  BCi+  2AB.C0 
Wenn  für  C  die  Mitte  M  von  AB  gesetzt  wird,  so  bleibt 

Am  —  Bm  =  2AB.M0 
Wenn  A,  B  und  AIV'^  —  BN"^   gegeben   sind,   so  ist  MO  be- 
stimmt, und  die  Puncte  N  liegen  auf  der  Geraden,  welche  AB 
in  0  normal  schneidet.     Ebenso  findet  man 

Am  +  k.Bm  =  AC^  +  k.BCi  +  (1  +  k)Cm 

unter  der  Bedingung  AC  +  k  .  BC  =  0.-  Wenn  A,  B,  fc  und 
AN''  +  k  .  BN^  gegeben  sind,  so  ist  C  und  CN'^  bestimmt, 
und  die  Puncte  N  liegen  auf  dem  Kreis,  dessen  Centrum  C, 
1  CN  ist.     Dabei  ist 


BO  '         BC  ~        BC     '        '  "*■  " 

AG^  +  k.BC^  ^  ACi  +   CA.BC  =  {BC  +  CA)  CA  ^  BA.  CA 

folglich 

Bc.Am  +  cA.sm  +  AB .  cm  +  bü.ca.ab  =  o 

für  3  Puncte  A,  B,  C  einer  Geraden  und  den  beliebigen  Punct 
iV.     Planim.  §.  1i,  22. 
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4  Cap.  I.    Die  Puncte  eiöer  Geraden, 

§.  3.    Beziehnng  eines  Pnnctes  der  Geraden 
auf  zwei  Puncte  derselben. 

1.  Die  Slret-ke  Aß  wird  in  C  nach  dem  Verhültniss  ^ 
getheilt,  wenn  AC  :  BC  =  l.  Man  zieht  durch  Ä  eine  belie- 
bige Gerade,  macht  auf  ihr  nach  Festsetzung  der  positiven 
Richtung  AC'  =  i.,  B'C  =  1,  und  zieht  mit  B'B  parallel  die 
Gerade  durch  C',  welche  ^ß  in  C  schneidet.  Wenn  A,  B,  C 
die  Abscissen  x^,  tcji  ^  haben,  so  ist 

_  3^1  —  J^i 


In  BeKUg  auf  das  Paar  A,  B  entspricht  jedem  l  ein  C.  Wenn 
A  positiv,  so  ist  C  von  AB  ausgeschlossen  und  liegt  einerseits 
oder  andrerseits  von  AB^  je  nachdem  l  über  oder  unter  1. 
Wenn  X  negativ,  so  liegt  C  zwischen  A  imd  B,  bei  ^  =  —  1 
in  der  Mitte.  Wenn  A  =  0,  so  fallt  "C  auf  A\  wenn  A  = 
+  00 ,  so  fällt  C  auf  B. 

Wenn  A  =  1 ,  so  ist  C  sowohl  in  der  Richtung  AB,  als 
auch  in  der  contrüren  Richtung  BA  unerreichbar,  der  unend- 
lichferne Punct  der  Geraden,  welchen  sie  mit  einer  par- 
allelen Geraden  gemein  hat.  Es  werden  nicht  zwei  unendlich- 
ferne  Puncle  der  Geraden  unterschieden  zufolge  der  Hypothese 
der  Euclidischen  Geometrie.     Planim.  §.  2. 

3.    Aus  den  gegebenen  Werthen 

AC  :  BC  ^  y,        AD  :  BD  ^  S ,        AE  :  BE  ^  e 
findet  man 

BC-^^       m--^        BE--^^ 
folgUeh  das  VerhHltniss,    nach  welchem  AC  in  D  getheilt  wird, 

AD  :  CD  ^ 
und  das  Verhältniss,  nach  welchem   CD  in  E  getheilt  wird, 
CE  :  DE  - 


BE—BC         y  —  e 
'  BE^BD        y  -  ] 
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S-  3.     Beziehung  eines  Punctes  der  Geraden  etc.  ö 

3.  Wenn  den  Puncten  A,  B,  C,  , .  die  Puncte  A\  B',  C,  . . 
so  entsprechen,  dass  AB  in  C,  D,  . .  und  A'B'  in  C,  D',  . .  je 
nach  denselben  Verhältnissen  getheilt  werden ,  so  sind  die 
Figuren  [Punctreihen)  ABC..,  A'B'C  ..  ähnlich.  Zwei  ent- 
sprechende Strecken  derselben  werden  in  entsprechenden  (ho- 
mologen) Puncten  nach  demselben  Verhältniss  getheilt. 

Es  giebt  einen  tautologen  d.  h.  sich  selbst  entsprechen- 
den Puncl  S  (centrum  similitudinis ,  point  double)  der  beiden 
Figuren,  so  dass  AS  :  BS  =  A'S  :  B'S.  Derselbe  theilL  alle 
Chorden  AA',  BB',  ..  nach  demselben  Verhältniss,  weil  auch 
AS  :  A'S  =  BS  :  B'S.  Man  findet  den  Punct  S  als  gemein- 
schaftlichen Puncl  der  Geraden  AB  und  MM'  bei  beliebigem 
M',  nachdem  man  AM  mit  A'M'  und  BM  mit  B'M'  parallel 
gezogen  hat.  Ausserdem  ist  der  unendlich  ferne  Punct  der  Ge- 
raden tautolog,  weil  in  ihm  AB  und  A'B'  beide  nach  dem  Ver- 
hältniss 1   getheilt  werden.     Planim.  §.   12. 

4.  Die  Bedingung  der  Aehnlichkeit  von  ABC  und  A'B'C 

AC.B'C—  A'C.  ßC  —  0 

giebt  zu  erkennen,  dass  die  Abscisscn^a^,  a;'  eines  Paares  durch 
eine  Gleichung  ersten  Grades 

X  -t-  /t'x  —  i^x'  ^=  0 

verbunden  sind,    deren   Coefflcienten   2.,  /.i',  — /t  aus  den  Ab- 
scissen  von  2  Paaren  gebildet  werden.     Die  Gleichungen 

l  +  /t'a  ~  (la'  =  0 ,       l  +  fi'b  —  f^'  ^  i),       X  +  ft'o  —  ;Mc'  =  Ü 
ergeben  die  Gleichung  der  Aehnlichkeit 

1    b    &'      =0    d.i.    ^c-a)f.c'--b')-(c'-a'){c-b)  =  0 


5.  Wenn  die  Puncte  S,  A,  B,  . .  die  Abscissen  x,  x^ ,  x^,  ■  ■ 
haben,  und  p,  ß,  ..  gegebene  Zahlen  sind,  so  heissl  S  der 
Schwerpunct  von  a  .  A,  ß  .  B,  .  .  unter  der  Bedingung 
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unabhängig  von  dem  Nullpunct,  weil 

a{Xi—x)  +  ß[a!2  —  x)  +  ..  =  0    d.  i.    a.SA  +  ß.SB  +  ..^Q 

Der  Schwerpunct  fallt  auf  den  unendlichfernen  Punct,  wenn 
der  Nenner  des  Bruches  «  -i-  /5  +  . .  =  0.  Er  ist  unbe- 
stimmt, wenn  auch  der  Zähler  null  ist,  d,  h.  wenn  einer  der 
gegebenen  Puncte   der  Schwerpunct   der  tlbrigen   ist  z.  B.  A 

\on  ß  .  B,  y  .  C,  .  .  . 

Der  Schwerpunct  M  von   a  .  A  und   ß  .  B  theilt  AB  nach 
dem  Verhältniss  — ß  :  r,  weil 


tl^  ■_ 


Der   Schwerpunct  von  a  .  A,  ß  .  B^  y  .  C  isi  der  Schwerpunct 
von  [a  -\-  ß)  M  und  y .  C,  und  theilt  MC  nach  dem  Verhältniss 


ax,  +  ßX'i  +  yx% 


u.  s.  w.  Auch  die  Schwerpuncte  von  Linien,  Flächen,  Räu- 
men werden  zu  geometrischen  Zwecken  bestimmt.  Vergl. 
Stereom.  §.11. 

Jeder  Punct  der  Geraden  AB  k-inn  als  Schwerpunct  von 
«  .  Ä  und  ß  .  B  betrachtet  werden;  jedem  Verhältniss  a  :  ß 
entspricht  ein  bestimmter  Punct  der  Geraden.  Die  Goeflicienten 
a,  ß  sind  homogene  Coordinaten  des  Punctes  in  Bezug 
auf  A  und  B,  und  heissen  seine  barycenlrischen  Coordi- 
naten (barj'cen Irischer  Galeul).     S.  unten  g.  14,  5. 

6,  Wenn  u  =  p[x  —  f]  ^  p  .  FX  und  v  =  q[x  —  g) 
^  q  .  QX  gegebene  Functionen  ersten  Grades  sind,  so  sind 
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g,  3,    Doppelverhäüniss  vod  vier  Puncten. 
die  Gleichui^en  der  Puncte  F,   G,  Ä,  B,  , ,  d,  h, 

p.FA  +  uq.GA  ^  0,        p{FG  +  GA)  +  aq  .  GA  '^  0 


Wie  oben  (2)   findet  man 
FB  __   FG  +  GB  _        ß 


%.  3.    BoppelTerhältniss  von  vier  Pnncten. 

1,  Der  Quotient  der  Verhältnisse,  nach  denen  AB  in  C 
und  in  D  getheilt  wird,  heisst  das  Doppelverhältniss  der 
Paare  A,  B  und  0,  D,  und  wird  durch 

bezeichnet.  Mösits  barjc.  Cale.  §.  180  ff.  Grelle  J.  i  p.  101. 
Vergl.  Trigon.  g.  7,  8.  Durch  3  Puncte  und  das  IJoppelver- 
hciltniss  ist  der  4te  Punct  eindeutig  bestimmt;  wenn  X  = 
00,  0,  4,  so  fällt  D  auf  A,  B,    C. 

Bei  i.  =  —  \  sind  AB  und  CD  in  Harmonie,  A,  B  und 
C,  D  harmonische  Paare,  AB  das  harmonische  Mittel  von  AC 
und  AD  (Algebra  §.   1,  9),  weil 

BC  _       BD^  BA       ,  _  _  ^  _  .  2 I  1 

Aß  AD"  JC  "*"  AD  '         AB  ~  AC  '*'  AD 

Um  AB  harmonisch  zu  theilen,  macht  man  auf  einer  durch  A 
beliebig  gezogenen  Geraden  OM  =  MN,  und  zieht  MC,  MD 
parallel  mit  NB,  OB.    Dann  ist  AC  :  BC  =  AM  :  NM,  AD  :  BD 

=  AM  :  OM,  folglich  {AC  :  BC]  :  [AD  :  BD) 1 .      Wahrend 

C  von  A{B)  bis  zur  Mitte  von  AB  geht,  gehl  der  entsprechende 
Punct  D  von  A  (B)  bis  zu  dem  unendlichfernen  Punct  der 
Geraden. 
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8  Cap,  I,     Die  Puncte  einer  Geraden, 

3.     Den    24   Permuta tioiien    der   4    Puncte 
verschiedene  Wertho  des  Doppeiverhältnisses,  nämlich 

(ABCD)  =  X  [ACDB)  =  j-|-^  {ADBC)  =  1  -  i 

und   die  Reciproken  derselben.     (Möbius  a.  a.  O.)     Denn  man 
findet  zunächst 

{ÄBCD)  =  [BÄDC)  =  (GDÄB)  =  {DCBA)  ^  X 

AC      AD        BD      BC     ,       CA      CB 


{ABGD){ABDC)  =  1,        [ABDC)  _  ^ 

Endlich  ist  CA.BD  +  AB  .CD  ^  CB  .  AD  (§.  1,  4],  folglich 

{ABCB)  +   [ACBD)  =  1  ,        (ACBD)  =  1  _  A 

(ACDB)  ^  —^i '       [ADBC)  =  1  —  i 

U.  s.  w.     Unter  der  Bedingung  k  =   j  ist 

A2-A  +  i=o,        ;.  =  1- 


1         ^^  +  ^ 
■  A'         A  +  1 


d.  h.  X  eine  eigentliche  Cubikwurzel  von  —  1 ,  Vier  Puncte  von 
diesem  Doppel -Verhältniss  {ABCD)  =  [ACDB]  =  [ADBC], 
die  nicht  alle  real  sein  können,  sind  äqui-anharmonisch 
genannt  worden.  Cremona  1862  Curve  piane  27.  Schröter 
math.  Ann.  10  p.  420. 

3.     Das  Doppelverhällniss    [ABCD]    ist   das   Product   der 
Verhältnisse,  nach  denen  AB  in  C,  BA  in  D  getheilt  wird: 

AC  BD 

'  BC  AD' 

Ebenso  ist  das  Tripelvcrhältniss  (Dreieek-Schnitlsverhaltniss, 
Möbius  a.  a.  O.)  der  Tripel  (Dreiecke)  ABC,  DBF  das  Product 
der  Verhältnisse ,  nach  denen  AB  in  P,  BO  in  E,  CA  in  F 
getheilt  wird.     U.  a.  w. 
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g.  3.     Doppelverhaltniss  v 


4.  Wenn  die  Puncle  A,  B,  C,  D  der  Geraden  die  Ab- 
seissen  n,  b,  c,  d  haben,  so  ist 

(ABCD)  _  ^  :  1^1  _  (.»,.) 

Daher  entspringt  die  Definition  des  Doppel  Verhältnisses  [abcd] 
von  4  realen  oder  nicht  realen  Zahlen,  welches  die  angegebe- 
nen Eigenschaften  besitzt.  Wenn  nun  durch  A',  B',  C,  D'  die 
Puncte  der  Zahlen  a,  b,  c,  d  auf  der  Zahlenebene  bezeichnet 
werden,  so  ist 

das  Doppelverhaltniss  von  4  Puncten  einer  Ebene.  Allg, 
Arithni.  §.  31,  12.  Aus  dieser  Quelle  fliessen  die  Bemerkungen 
über  Doppel-  und  Tripelverhältnisse  von  Puncten  einer  Ebene, 
welche  Möbius  Kreisverwandtschaft  '1855  §.11  ff,,  auf  Grund 
geometrischer  Betrachtung  gemacht  hat. 

5.  Wenn  in  Bezug  auf  die  gegebenen  Puncte  F,  6,  U 
der  Geraden  die  Puncte  A,  B,  C,  D  derselben  durch  die  Doppel- 
verhältnisse 

{FGBA)  =  a,      (FGHB)  =  ß,       {FGHC)  =  y,      {FQHD)  =  S 

bestimmt  werden,  so  ist 

FA  _  FB  _        _  FS  _ 

"ga  ~  ^GB  —  ■■  —  GH~ 
folglich 

1.  [FGAB]  =  ^ 
Femer  erhalt  man 

FG  FA  —  GA          h  —  u 


FB  _  FB      FB  —  FA 
AB  ~  FG  '    "     FG 


\h-ß        h-a) 
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Cap.  I.     Die  Puocte  einer  Geraden. 


=  {"ßyi) 


(FGAB)   -  jjQ^2)  (i'^BC)   -  -(FA-GB)   ^   T^iFGÄB) 

^  J  {FACD) 

Wenn  «  =  00,  so  fällt  A  auf  F,  n.  s.  \v.  Die  Doppelver- 
haltnisse von  je  4  unter  «  Puncten  der  Geraden  werden  dem- 
nach bestimmt  durch  w  —  3  dieser  Doppel  Verhältnisse,  welche 
von  einander  unabhängig  sind.     Möbius,  baryc,  Calc,  §,  185  ff. 


§.  4.    Collineare  Figuren  einer  Geraden. 

1.  Wenn  den  Puncten  A,  B,  C,  D,  . .  der  Geraden  die 
Puncte  A',  B',  C',  D',  ..  derselben  so  entsprechen,  dass  niil 
ABC  und  4'B'C'  diePuncle  D  und  D',  E  und  E\  .  .  je  gleiche 
Doppelverhältnisse  bilden ,  so  sind  die  Figuren  A  B  CD  . .  und 
ä'B'C'D'  . .  colli  near.  Das  Doppelverhältniss  von  je  iPunclen 
der  einen  Figur  ist  dem  Doppelverhältniss  der  entsprechenden 
Puncte  der  andern  Figur  gleich  (§.  3,  5).  Möbius,  baryc,  Calc. 
§.  226.  Collineare  Figuren  einer  Geraden  (Punctreihen)  werden 
projeclivische  Gerade  genannt.  Steiser  1832  syst.  Entw.  9. 
Der  Ausdruck  collinear  ist  von  Chasles  1837  durch  homo- 
graphisch tlberselzt  worden.     Vergl.  Stereom.  §.   b,  8. 

3.  Dem  unendlich  fernen  Punct  Q  der  Figur  AB  . .  ent- 
spricht der  Punct  Q'  der  Figur  A'B'  . .  ,  dem  unendlichfernen 
Punct  B'  der  Figur  A'B' . .   entspricht  der  Punct  Ä  der  Figur 
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g.  (.      Collineare  Figure 

n  einer  Geraden. 

{ABC^}  -  (A'B'C'Q') 

"  -''   ■  Wq' 

(ÄBCR)  -  {A'B'C'^) 

AR 

AR.  A'Q'  =  BB. 

.  B'Q'  =  .  . 

Steiner  a.  a.  0.  Die  Puncte  R,  Q'  sind  die  Gegenpuncte 
der  collinearen  Figuren  genannt  worden  Magnus  Aufgaben  1833 
p.  45,  oder  auch  die  Brennpuncle  derselben  Möbius  Leipz. 
Berichte  1855  p.  U  und  123. 

Wenn  die  Figuren  ahnlich  sind  (c'  =  c) ,  so  füllt  Q'  mit 
B  auf  den  unendlichfernen  Punct  der  Geraden,  Wenn  G'  mit 
R  auf  einen  endlichfernen  Punct  fillll,  so  sind  die  Figuren  in- 
Yolutorisch   (§.  6). 

3.  Wenn  S  ein  taulologer  Punct  (§.  2,  3)  der  collinearen 
Figuren,  und  M  die  Mitle  der  Q'R  ist,  so  hat 

SB  .  SQ'  =-  SS3  —  2MB  .  SR 

den  gegebenen  Werth  AR  .  A'Q,' 

=  (AM  +  MB)[A'M  —  ME)  =  AM.A'M—  JA' .  MB  --  MB^ 

folglich  ist 

SJH3  =  [SB  —  MB)^  =  AM.A'M^AA'.MR 

positiv  oder  negativ  oder  null,  SM  ädeutig  bestimmt.  Daher 
giebl  es  zwei  tautologe  Puncte  S,  T  der  collinearen 
Figuren,  welche  real  oder  conjugirt  imaginär  oder  vereint 
sind.'  Die  Gleichungen  SR  +  TR  =  ^MR,  SM  +  TM  =  0 
zeigen  beide  an,  dass  Q'R  und  ST  concentrisch  sind,  ihre  ge- 
meinschaftliche Mitle  ist  M.  Steiner,  syst.  Entw.  16.  Die  tau- 
lologen  Puncte  sind  Collineationscentren  (Magnus)  ,  Doppelpunclc 
bei  Chasles,  auch  Brennpuncte  genannt  worden. 

Nun\st(ABST)^{A'B'ST],  folglich  (4^ '5  f)  =  [BB'ST), 
d.  h.  alle  Chorden  AA',  BB',  .  .  der  entsprechenden  Puncte 
werden  in  den  tautologen  Puncten  S,  T  nach  demselben  Doppel- 
verhällniss  [RacST]  =  SR  .  TR  getheilt.  Chasles,  G6om. 
sup.  153. 
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4.    Uliler  der  Voraussetzung  [ÄBCD]  =  [ä'B'C'D']  isi 

AD  .  B'D'  __  AC.B'C 
BD.A'D'  ~  BC'.Ä'C' 

Wenn  daher  2  Figuren   der  Geradun  collinear  sind,  so  werden 
die  Äbscissen  x,  x'  entsprechender  Puncle  durch  eine  Gleichung 


verbunden,  weleho  sowohl  fUr  x,  als  für  x'  ersten  Grades  isl, 
und  deren  Coefficienten  /,  }i\  /i  aus  den  Äbscissen  von  3 
Paaren  gebildet  sind,  Möbius  1829  Grelle  J.  4  p.  105.  Aus 
den  Worthen 


■.,  folglich 


[ÄBCD)  ^  (A'B'C'D'] 


Dieselbe  Gleichung   wird   durch    die   Gleichling  der   CoUi- 
nearitat 


ausgedrückt,  die  aus  den  Gleichungen  folgt,  durch  welche  a, 
e,  d  an  a,  b',  c',  d'  gebunden  waren.    Vergl.  Determ.  1875  p.  l 


§.  5.    InTOlutiou  von  Paaren. 

1.  Wenn  [ABCA']  =  IA'B'C'A)  ,  so  sind  die  Paaru  Ä 
und  ^',  B  und  B',  C  und  C  in  Involution,  d.h.  die  Figu- 
ren ABCA'B'C'  und  A'B'C'ABC  sind  collinear.  Der  Inhalt 
dieses  Satzes   nebsl  dem  Namen   Involution  ist  von   Desasgves 

1639   (Oeuvres  I  p.  119)  gegeben  worden.     Trigon.  §.  7,  19. 
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Beweis.     Aus  der  Voraussetzuüg 

I  A  Df  j'\  I  i'n'r.'  ,\       1     .      -^C         ■^-^'  -l'C         A'A 

{ABCA  )^[ABCA)     .1.  ,.    ^,    :    -^,  =   -g,^,   :   ^^ 

folf,t 

^C   _    BB-  _   A'C   ,   B'B  lAnCR-^  lA'n'm^ 

BC    ■    BÄ'   ^   WC'   •   B^     ^-  '■     C-i^Cß)   =   (^BCß) 

Daher  ist  auch  (BCAB']  =  (S'C'^'B),  aus  welcher  Gleichung, 
indem  man  SB'  durch  CC  ersetzt,  die  Gleichung  [BCAC']  = 
[B'C'A'C)  oder  [ABCC)  =  f^'B'C'O)  abgeleitet  wird.  Zu- 
folge der  Gleichungen 

{ABCA')   =   {A'B'C'A),         {ABCB')   ^{A'B'C'B), 
[ABCC)   =   {A'B'C'C) 

sind  die  Figuren  ^-BC^'ß'C  und  A'ß'C'ABC  collinear  (§.  i,  1). 

2.     Wenn   mit  2  Paaren  A    und  ^',    5    und  B'  jedes  der 

Paare  C  und  C,  Z>  und  D',  ..  in  Involution  ist,  so  sind  die 
Figuren 

AB  CD  ..  A'B'C'D' ..  und     A'B'C'D'  .  .  ABCD  .  . 

collinear,  und  je  3  Paare  in  Involution, 

Wenn  mit  dem  unendlichfemen  Punct  der  Geraden  der 
Punct  Afein  Paar  bildet,  so  ist  [ÄB'M'Ji]  =  [A'BtaM)  d.  h. 
AM  .  A'M  =n  BM  .  B'M  =  .  .  .  Daher  ist  M  die  Mitte  (point 
central)  der  tautologen  Puncle  5,  T,  in  welchen  alle  Chor- 
den ÄA',  BB',  ..  nach  dem  Doppel verhsltniss  [M'XiST]  = 
SM  :  TM  =  —  1  d.  i.  harmonisch  getheilt  werden  [§.  4,  3). 
Desargues  a.  a.  0,  Chasles  Apercu  hist,  Note  X,  Geom,  sup. 
182  ff. 

Dabei  ist  ST  sowohl  mit  AB  und  A'B  ',  als  auch  mit  AB' 
und  A'B  in  Involution.  Denn  aus  den  Gleichungen  [STAA') 
=  —  1,  [STBB')  =  —  1  folgen  die  Gleichungen  [STAB]  = 
[STA'B'),  [STAB')^  (STA'B).  Werden  .4B,  ^'iJ' beide  har- 
monisch getheilt  in  den  Puuclen  U,  V,  so  sind  U,  V  sowohl 
mit  AA'  und  EB' ,  als  auch  mit  AB'  und  A'B  in  Involution, 
Also  wird  mit  AA'  und  BB'  auch  UV  in  den  Puneten  S,  T 
harmonisch  getheilt.  U.  s.  w.  Hesse,  Vorlesungen  aus  der  anal. 
Geom.  der  Geraden  1865  p.  Tfi. 
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U  Cap.  I.    Die  Puncte  einer  Geraden. 

Wenn  durch  M  die  Gerade  MIK  beliebig  gezogen  worden 
ist,  und  wenn  mit  der  Geraden  ABC  die  Kreise  JKA,  1KB, 
IKG  die  Punele  A',  B',  C  gemein  haben,  so  sind  die  Paare 
AA',  BB',  CG'  in  Involution,  weil  Ml .  MK  =  MA  .  MA'  = 
MB  .  MB'.     U.  s.  w. 

3.  Die  Bedingung  der  Involution  [BCd^')  =  [B'C'A'A], 
mit  welcher  die  Gleichungen 

{CABB')   =   {C'A'B'B)    und    {ABCC)  =   {A'B'C'C] 

eongruiren  (1),  ist  nach  der  Definition  eines  Doppel  Verhältnisses 
congruent  mit  {BC'AA']   ^    (B'CA'A),  also  auch  mit 

{CA'BB')  =  (C'AB'B)     und     (AB'CC)   =   {A'BC'C) 

Mit  derselben  Bedingung  eongruiren  nach  g.  3  die  Glei- 
chungen 

{BCAB')   =   {B'C'A'B)  A.  i.    {BCA',   AB'C)  ==   1 

{C4BC']  =   {C'A'B'C)  d.  i.    {CAB',  BC'a')   =   1 

{ABCA')  =   (A'B'Ü'A)  d.  i.    (ABC,   CA'B')   =   1 

sowie  die  Gleichung 

{ABC'A')  =.  {A'B'ÜA)    <\.  i.    {ABC,  C'A'B')  =  1 

oder  auch 

BA.  OB'  .A'C  +  B'A' .  C'B  .  AC  =  li 
OB  .  AC  .  B'A'  +  C'B' .  A'C  ,BA  =  {\ 
AC  .  BA' .  C'B'  +  A'C  .  B'A  .  CB  =  il 
AB'.  BC  .  CA'  +  A'B  .  B'C  .  CA  =  0 

Die  letzten  i  und  die  ersten  3  (oder  die  folgenden  3)  Gleichungen, 
deren  jede  die  übrigen  bedingt,  sind  von  Desahcues  a.  a.  0. 
aufgestellt  worden. 


4.     Die  Bediuf^ung  der  Involution  von  t!  Paaren  z.  B. 

dABC'A')  =  {A'B'CA)     d.  i.     AB' .  BC' .  CA'  +  A'B  .  B'C  .  CA  =  ü 

giebt  zu  erkennen,  dass  die  Abscissen  x,  x'-  eines  Paares  durch 
eine  Gleichung 
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Involution  von  Paaren. 


i.     X^/^^x-i 


=')-! 


verbunden  sind,  deren  Coefficienlen  A,  n  aus  den  Abseissen 
von  2  Paaren  gebildet  werden.  Vergl.  §.  4 ,  4.  Aus  den 
Wertben 

A  —  /Ax '  _^   X  —  /Aa  ,   A  —  /ib' 

/t  —  x'  IX  — a'  ix  —  V''' 

findet  man 


,  folglich,  z 


d.  i.     (-ißC'^')  =  {^'B'C.4) 


II.     (»-fc')(6-c')(<'-«')   +  («'-6)(i.'-c)(c'-a)   =   0 
Dieselben  Gleichungen  enthalt  die  Gleichung  der  Involution 


die  aus  den  Gleichungen  (1)  folgt,  durch  welche  a,  6,  c  iin 
«',  h' ,  c'  gebunden  waren,  und  die  von  der  Gleichung  der  Colti- 
nearitai 


nicht  verschieden  ist.     Denn 
(o'—  o)  i  1        b  +  b'       bb'      = 


1  +  «  «Ol  j    l         a        a  aa 

i   +   b'        bb'    \  I   I         b         b'         bb' 


y  Google 


,lß  Cap.  I.    Die  Puncte  einer  Geraden. 

Insbesondere  sind  die  Paare  A^ ^  BB',  CC  in  Involution  (III), 
wenn  aa'  =  hb'  ^  cc',  oder  wenn  a  +  a'  =  J  +  J'  =  c  +  c' 
d.  h,  wenn  die  Chorden  AÄ,  B^,  CC  coneentriseh  sind. 
Vergl.  Deterin.  a.  a.  O. 


§.  6.    (ülelcliuiigen  harmonischer  Paare. 

1.    Die  Pfiare  AA\  PP'  sind  in  Harmonie,  wenn 
{AA'PP')  =  —  1,        AP.A'P'  +■  AP'.A'P  =  0 
oder  in  den  Abscissen  der  Puncte 

{p-a){p'-a')  +  {p'^a]{p-a')  =  0 
PP'  -  i(^ +/)(«  +  »')  +  BU'  =  0 
Wenn  die  Gleichungen  der  beiden  Paare 


gegeben  sind,  a  +  a    =  —  2«   :  a, 
so  ist  die  Bedingung  ihrer  Harmonie 


durch  Composition  der  a,  2«',  a"  mit  n",  — n',  n  gebildet. 
Z.  B.  die  Paare  a^^  +  1  =  0  und  a^^  -i-  "i-^x  —  1=0  sind 
harmonisch. 

3.     Setzt  man  n"  =  Att,  so  ist  (1) 

2.'  =  ?^% 

folglich  sind  in  Harmonie  die  Paare 

ux'i  +  la'x  +  a"  -=  0,        a^ä   +   ?_j!;_?3-  +  A   =   0 

bei  jedem  X.  Insbesondere  [X  ^  —  11  ist  mit  dem  Paar 
ax''  -\-  .,  in  Harmonie  das  reale  Paar 
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§.6.   Gleichungen  harmonischer  Paare.  17 

sowie  bei  jedem  fi  das  Paar 

(a  +  ii)x^  +  2a'x  +  a"  +  //  =   0 
d,  i.  aa:2  +  2a'3T  +  a"  +  ß{x^  +  i )    =.  0 

3.    Es  giebt  ein  bestimmtes  Paar  -P,  P',  welches  mit  den 
Paaren  A,  A'  und  B,  B'  in  Harmonie  ist.    Ans  den  Gleichungen 

pp' —Up  +  p'){a-Va')  + aa'  ^  1}  11      o  +  a'     aa'  \ 

pp' —  ^[p +p'){^b +  b')  +  bb'  ^  0       folgt  1      6  +  6'     66'      =  0 

i'J!^'-(i>+i>')a'  +  a;i^  =  Ü  I  I      23;  i^M 


die  Gleichung  des  Piiares  p,  p'. 

4,  Um  das  Paar  p,  p'  zw  berechnen,  kann  man  p  -f-p' 
_=  3^j   p  — p'  =^  2g'j  pp'  :^  q"^  —  q"^  Heizen,  und  findet 

(g_„)(3_„')-3'ä    =  0,        (9_-6)(3-6')-9'3   ^  0 

aa'-frö'  '    ,,  _    (0--6)(a-6')(o;-6)(a'-O 

9   -   a  +  a'-b-b'  9      -  («  +  </ _  6  —  b')^ 

Wenn  a,  o',  6,  b'  die  Wurzeln  einer  gegebenen  Gleichung 
4 ten  Grades  sind,  so  kann  a  entweder  mit  a',  oder  mit  6,  oder 
mit  b'  dergestalt  gepaart  werden,  dass  q"^  positiv  wird,  und 
dass  mit  den  beiden  Paaren  der  4  Wurzeln  em  reales  Paar  p,  p' 
in  Harmonie  ist.  Hierauf  grtlndet  sich  Legesdre's  Transformation 
der  elliptischen  Integrale.     Transe.  ellipl.    1793  n"  .■). 

5.  Um  das  Doppelvcrhültniss  der  Paare  ra^  +  . . 
und  ßs::^  +  . . 

k    -    (AAJIJf  }    -    ^^  _  ^'Jfjr^  ^-j 

durch  die  Coefficienten   ihrer  Gleichungen   auszudrücken,   bil- 
det man 
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18  Gap.  I.    Die  Puncte  einer  Geraden. 

I  +  k    _    {a  +  a'){b  +  b')  —  -laa-  266' 

ßnisprechend   den    Werlhcn  0-  und    — &  dieser   Formel   fmdel. 
mnn  für  k  die  reciproiien  Werihe  (§.  3,  2) 


In  der  Tliiil.  werden  Ä  niid  ^',  B  und  ß'  durch  die  gegebonen 
Gleichungen  nicht  untei-schiedon.  Bei  0  =^  0  sind  die  Paare 
in  Harmonie  (1).  Vcrgl.  S*lsh.\  Conics  ISÖll  ii°  343,  1873 
n°  335. 

6.     Wenn    die   Gleichungen   eine  Wurzel,   die  Paare  einen 

Punet  gemein  haben,  so  ist  k  null  oder  unendlich,  9^  =  I, 
milhin  die  Resultante  der  Gleichungen  ax"^  4-  . .  und  ßs:'^  +  . . 

4[Rß"_„'3)(^^"_^'.)_(„^"-2ar +  «'W  -   0 

BooLE  1815  Crellu  ,1.  3i  p.  3S.  Dieselbe  Gleichung  ist  in  der 
Gestalt 


bekannt.    Determ.  §.  H,   14.    Für  den  gemeinschaft liehen  Puncl 
findet  man  nach  Eliminalion  von  a;*  die  Gleichung 


\  ß  2ß'  \      \ß  r  \ 

Anmerkang.  Eine  Gldchung  4len  Grades  für  x  beslimml 
ein  Quadrupel  von  Puncicn,  die  auf  3  verschiedene  Arten 
in  Paare  verlheilt  werden  können.  Daher  ist  das  Doppelver- 
hültniss  des  Quadrupel  6 deutig  bestimmt,  die  Wurzel  einer 
reciproken  Gleichung  6ten  Grades  mit  einer  Resolvenle  3ten 
Grades  (§.  3,  2). 
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g.  7.    Involutionen.  19 

§.  7.    Involntlouen. 
1.     Die  Paare  AA',  BB',   CC  sind  in  Involution,  wenn 

1      b  +  b'    66'      =  0    d,  i.     \  ß     ß'    ^"     =  0 
\\      e  +  c'     cc'  \  \y     y'    y"  \ 

Dieser     Bedingung     genügen     j-^k  +  A/?,     y'  ^  a'  +  Iß', 
y"  =  a"  +  Xß".     Also  sind  in  Involution  die  P.uire 

V  =  ßx'^  +  2ß'x  +  ^"  =   0,         M  +  Jtw   =  0 
bei  beliebigem  X.     In  der  That  ist 

a(^c^a)(c-a')-i-}.ß{c-b)ic~b'}   =  i, 

folglich 

u.  s.  w.   {§.  ö,  1).     CiiASLEs  Göom.  sup.   220.     Salmon   Conics 


3.     Wenn   ein  Punct  des  Paares  u  -i-  Iv  =^  (i  der  unend- 
lichferno  Punet  ist  d.  h.  ß  +  Iß  =  0,   so  erhall  man  für  das 
i  Centrum  jtf 


]  ß    2ß'  \  Iß    ß    ■ 

welches   auf   den  gemeinschaftlichen  Fund   der  Paare  r;  ^  0, 
t)  ^  0  fällt,  wenn  ein  solcher  existirt  [§.  6,  6). 

Wenn   die   Puncte   des  Paares  u  +  kv    =0   zusammen- 
fallen, so  erhalt  man  für  den  tautolo^en  Punct 

ax  +  a'  +  >.{ßx  +  ß')    =    0      und      «':<:  +  a"  +  X(ß'x  +  ß")    =    (I 

folglich 
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Cap.  I.     Die  Puncte  e 


Demnach   giebt  es  2   taulologe  Piinele,    in  welchen   die  Paari? 
u  =  0,  »  =  0  beide  harmonisch  getheilt  werden  {§,  6,  2). 

Wenn  der  Nullpunct  auf  die  Mitte  M  der  lautologen  Puncte 
fälll,  so  hat  in  der  Gleichung  der  tautologen  Puncle  3^  den 
Coefficienten  0  d.  h. 


\ß    ß"  \' 


MA  .  MA'  -- 


.MB' 


Wenn  die  Paare  ?<  =  0,  i-  ^=  0  einen  Punct  gemein  haben, 
so  fallen  die  tautologen   Puncte  zusammen   und  zwar  auf  den 

gemeinschaftlichen    Punct    der  Paare ,    wie    dessen     Gleichnng 
anzeigt. 

3.  Es  giebt  ein  bestimmtes  Paar  PI'',  welches  sowohl  mit 
den  Paaren  AA'  und  BB',  als  auch  mit  den  Paaren  CC,  DD' 
in  Involution  ist.     Aus  den  Gleichungen 


Xpp'  +  ).'{p  +  p')  +  X"  ^  (i  I  A       l'      X"  I 

fm'  +  f'iP  +■  p')  +  f"  =  "     f"'st     i  f      li'      (""  I  =  I' 
pp' ~  x(p  +  p')  +  x'^  ^  a  |j     ~x      ^•'  \ 

die  Gleichung  des  gesuchten  Paares,  welches  mit  i  bestimmten 
Paaren  LL'  und  MM'  in  Harmonie  ist  (§,  6,  2). 


4. 

Paare 


Die  Ahseisse  eines    tautologen  Punctes   der  dui'ch  die 
<  :=  0,    u  =  0   gegebenen   involulorischen  Figur   macht 
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g.  7.   InYoKitioneii.  21 

die  Diaeriminante  der  Function  u  +  kv  null.  Versieht  man 
unter  u,  v  die  (homogenen)  Formeo  desselben  Grades  von  Xft, 
welche  bei  i  =  4  mit  den  gegebenen  Functionen  von  x  Ubei- 
eiiistimmen,  so  wird  das  System  für  X,  x 

disür(M  +  Ap)   =   (I,        u  +  >.p   =  1} 

ei-selzt  durch  das  Sjslem 

()«  öl-  _  ö«        .  öc 

a"i  '*'  ^ix  ^  **'       dl  +  ^>>-*' 

[nil  der  resiülirenden  Gleichung 


a«     bv 


öt     a*  I 


b(«,_^  , 


Diese  Fluxionen- Determinante  heisst  nach  Svlvbster  Philos. 
Trans.  1853  t.  1*3  p.  476  die  « jACOBi'sche  Covarianlen  der 
Formen  u,  v,  ein  durch  diese  Gleichung  bestimmter  taiitologer 
Punct  ist  ein  « Jacobi'scher  Puncto   der  Paare  u  =  0,   v  =  Q, 

Vergl.  Determ.  §.  H,  19.  §.  12,  1. 

5.  Wenn  durch  ;;,  v  gegebene  Functionen  nUen  Grades 
von  X  heneiehnct  werden,  so  sind  die  Gruppen  von  je  m  con- 
jugirten  Puncten  w  =  0,  u  =  0,  w  H-  Aw  ^^  0  in  Involution 
weiteren  Sinnes.  Sturh  hatte  1826  Gerg.  Ann.  t.  17  p.  173 
gefunden,  dass  auf  einer  Geraden  durch  die  Linien  und  Flächen 
2ter  Ordnung  w  =  0,  f  ^  0,  u  -h  Xv  =  0  Paare  von  Puncten 
bestimmt  werden,  die  in  Involution  sind.  Dieser  Salz  ist  von 
PoNCELET  1843  C.  R.  t.  16  p.  983  zu  der  Delinition  verwendet 
worden,  dass  auf  einer  Geraden  durch  die  Linien  oder  Fläeheu 
mter  Ordnung  m  ='  0,  d  =  0,  u  +  Au  =  0  Gruppen  von  je 
wi  Puncten  bestimmt  werden ,  die  in  Involution  mten  Grades 
sind.  Vergl.  Jo.vquiEres  1859  Ann.  di  Mat.  l.  2.  p.  86.  Crkmo.na 
Curve  piane  n"  21.  Salmon  Conics  1873  n"  3i4,  Eggers  Gru- 
nert  Archiv  äo  p.  337.  Durch  einen  gegebenen  Punct  wird  l 
eindeutig,  mithin  eine  Gruppe  C  bestimmt,  welche  mit  den 
Gruppen  Ä  und  B  in  Involution  ist  dergestalt,  dass 
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Cap.  I.     Die  Puncte  einer  Geraden. 
b(c,-«,).,  (c,  '»,„)  + A^(.,- 6,)..  (c,-ö^)   ^   0 


folglieh 

( 

,-.,)..(.,-«.) 

( 

l-».)  ■■  ("t-K) 

d.  i 

.     {Ä,BtC.C\){A.,B^C.G^) 

■  ■  ^A,.K^i^k)    = 

Die  Gruppe  a  +  Kß  =  0  enlhalt  m  conjugirle  Punele,  doreu 
einer  unendlichfeni  isl.  Jede  Gruppe  discr(a  +  Iv)  =  0  enl- 
hält  unter  m  eonjugirlen  Punclen  einen  taulologen  (Jacobi'schen^ 
Punct,  der  auf  einen  der  eonjugirten  Punete  fallt.  Die  Äbscisse 
dieses  Punctes  ist  durch  eine  Gleichung  2  [m  —  1)ten  Grades 
bestimmt  (4),  d.  h.  es  exisliren  Sw  —  2  tautologe  Puncte  C. 

6.  Unabhängig  von  den  vorstehenden  Betrachtungen  (5. 
ist  die  Involutiun  hohem  Grades  von  Möbius  Leipz,  Be- 
richte 1855  p.  S3  und  123,  1856  p.  i  U  auf  folgende  Art  defi- 
nirt  worden. 

Wenn  aus  den  Gruppen  Ay^i  ■■  ^1^,  ^i^t  •■  f^m- 
C^C2  ■  ■  C^,  ■  ■  von  je  m  eonjugirlen  Punclen  2  Figuren  so  ge- 
bildet werden  können,  dass  dem  llen,  2ten,  ,.,  rnten  Punct 
einer  Gruppe  als  Puncten  der  ersten  Figur  der  Reihe  nach  der 
2te,  3te,  ..,  1  te  Punet  derselben  Gruppe  als  Puncte  der 
zweiten  Figur  mit  derselben  bestimmten  Gorrelation  (Verwandt- 
schaft) entsprechen,  so  sind  die  Gruppen  A,  B,  C,  . .  in  Invo- 
lution niten  Grades.     Wenn  z.  B.   [m  =^  3)  die  Figuren 

^.-liXaBiBiüjCiCiCj  .  .     und    A-43-^iÖ2^9-BiC2C,C,  .. 

gleich  und  ahnlich  sind,  oder  eoUinear,  oder  in  einer  andern 
bestimmten  Correlation,  so  sind  die  Gruppen  A,  B,  C,  . .  in 
Involution  3ten  Grades  (ternar). 

Eine  Figur  ist  symmetrisch,  wenn  sie  sich  selbst  auf  mehr 
als  eine  Art  gleich  und  ühnlich  ist  (Möbius  Leipz.  Berichte  1851 
p.  19.  Vergl.  Planim.  §.  6,  7);  involutorisch,  wenn  sie  zu 
sich  selbst  auf  2  oder  mehr  Arten  dieselbe  Correlation  hat. 
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7.  Wenn  die  Figuren  XX^X^  ..  und  -^,^2^3  ..  colHnear 
sind,  und  dem  unendlichfernen  Punct  der  zweiten  Figur  der 
Punct  R  der  ersten  Figur,  dorn  unendlichfernen  Punct  der 
ersten  Figur  der  Punct  Q  der  zweilen  Figur  entspricht,  so  ist 

[%.  4,  %  ^ 

RX  .  QX^  ^  ÄXi  .  gXi  =  KX^ .  QX3  =  .  . 
d.  h.     w(_x,  —  a)  ^  X,{X2  —  ")  ^  ^i{^-^  —  f')  ^  ■  ■  ^   &>     folgticb 


X2  a  +   a  +    X 

u.  s.  w.     Die  Kettenbrüche  x^,  x^,  ..  sind   Quolienlen   ganzer 
Functionen  ersten  Grades  von  x. 

Die  Gruppen  X  sind  in  collineaver  Involution  uftcn 
Grades,  wenn  Z^  auf  X  fällt,  also  unter  der  Bedingung,  dass 
für  alle  w 


u.  s.  w.     Diese   Gleichungen   sind   2teu   Grades  für  x.     Allen 
diesen  Gleichungen  genügt  ein  Werth  x  der  Art,  dass 


Daher  ist  jede  der  Functionen  2ten  Grades  von  x,  welche  null 
sein  sollen  für  alle  sc,  von  x^  —  ax  —  b  nur  durch  einen  von 
X  unabhängigen  Factor  verschieden,  nämlich 

m  =   2,        c^{3)'' —  cix  —  b) 

u.  s.  w.  Diese  Functionen  sind  nur  dann  null  für  alle  a:, 
wenn  Cj  ^=  0,  cj  =  0,  . . .  Indem  man  in  den  obigen  Glei- 
chungen a;  ^  0  setKt,  erhält  man  statt  cj  ^  ">  "'s  =^  "1  ■  ■ 
die  Gleichungen 
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Cap.  1.    Die 

:  Pimcte  cir 

m  ^  2, 

ü  ^  a 

m  ^  S, 

0  =  « 

doren  weitere  Entwickehuis!  und  Vei-wenduiig  Möbius  a.  a.  0. 
gegeben  hat. 

§.  8.    Harmonlsclie  Ceiitreii  und  Polaren. 

1.  Eine  Form  (homogene  FTinction)  mtcn  Gradus  der  Ver- 
hältnisse QiJ|  :  PR^,  .  .  ,  Qi?„  :  PIi„,  nach  welchen  die  Strecke 
QP  in  n  durch  die  Gleichung  u  =  0  conjugirten  Puneten  B 
getheiit  ist,  werde  durch  <p  bezeichnet,  und  Q  an  P  in  Bezug 
auf  die  Punete  m  ^  0  durch  die  Gleichung  (p  ^  0  gebunden. 
Die  Gleichung  qo  =  0  ist  niten  Grades  für  die  Äbscisse  des 
Punctes  G,  und  [n  —  «!)ten  Grades  für  die  Äbscisse  des  P;  sie 
bestimmt  daher  einem  gegebenen  Punct  P  entsprechend  m  eou- 
jugirte  Puncto  Q,  und  einem  gegebenen  Punct  Q,  entsprechend 
n  —  m  conjugirte  Punete  P. 

Die  Gleichung  qn  =  0  und  die  zugehörige  Correlalion  der 
Pnncte  P,  Q,  Ä  ist  projeeliv  [§.  13,  10),  weil  nach  Division 
durch  die  mle  Potenz  eines  der  n  Verhältnisse  stall  f/i  ^=  0 
eine  Gleichung  bleibt,  welche  n  —  \  Doppcl  Verhaltnisse  ver- 
bindet ■£.  B. 

[QPB,BJ,      {QPHiliJ,  ..  ,      iQPB,,_jIl„) 
3,     Vei'möge  der  Gleichung  fyi  =  0 


ist  PQ,  das  harmonische  Mittel  der  PÄ, ,  PÄ^,  ..,  und  Q  heissl 
das  dem  Punct  P  entsprechende  harmonische  Genirum  der 
Punete  H.     PoscELET  1838  Grelle  J.  3  p.  232. 
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Bezeichnet  man  durch  {QR  :  -P-ß)^  die  Summe  der  Pro- 
ducte  von  je  m  verschiedenen  Verhaltnissen  QRj  :  PBi,  ■•, 
CIR„  :  PR„,  so  heisst  der  durch  die  Gleichung  {ÜB  :  PR]^  =  0 
m  deutig  bestimmte  Punct  Q  ein  dem  Puncl  P  entsprechendes 
harmonisches  Gentrum  mten  Grades  der  Puncte  R, 
Grassbann  1842  Grelle  J.  24  p.  271.  Vergl.  Salmok  Plane  curves 
1852  n»  57.  JoHQuitaES  Liouv.  J.  1857  p.  249.  CREBONa  Curvc 
piane  1862  art,  3,  Briot - Bouquet  Gompl.  de  la  geom.  anal. 
1864  p.  184. 

Durch  Multiplieation  mit  dem  Product  aller  PJi  :  QR  geht 
jede  Combination  mten  Grades  der  QR  :  FR  über  in  eine  Gom- 
bination  (n  —  m)ten  Grades  der  PR  :  QM,  also  geht  die  Ghn- 
chung  (ÜB  :PiS)m=  0  über  in  dieGleichung  (PÄ:QÄ)„_^  =  0, 
d.  h.  wenn  Q  ein  dem  P  entsprechendes  harmonisches  Centrum 
mten  Grades  der  Puncte  R  ist,  so  ist  P  ein  dem  Q  entsprechen- 
des harmonigches  Centrum  [n  —  ni)ten  Grades  der  Puncte  Ä. 

Anmerkung.  Durch  Multiplieation  mit  PÄj*"  geht  die  Glei- 
chung [QR  :  PR}^  =  0  über  in 

Wenn  nun  P  mt  den  unendlichfornen  Punct  fallt,  so  bleibt 

(Öfi,,  QS,,  ..)™  -  0 

eine  nicht  pfojective  Gleichung,  vermöge  deren  Q  ein  dem  un- 
endlichfernen  Punct  entsprechendes  harmonisches  Centrum  ™ten 
Grades  der  Puncte  R  ist,  und  ein  Centrum  mten  Grades 
der  Puncte  B  heissl.  Das  Gentrum  1  ten  Grades  der  Puncte 
B  ist  ihr  Schwerpunct,  Punct  mittlerer  Distanz. 

3.  Durch  Absonderung  der  Combinationen ,  welche  eines 
der  Verhältnisse  QB  :  PR  enihalten,  findet  nuin 


.PR,'  ■■)m-i       {PB,'  ■  V™ 


Also  kann  die  Gleichung  [QR  :  PB]^  =  0    nach  Multiplieation 
mit  PR.   ersetzt  werden  durch 
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Wenn  Q.R,  =  ü,  so  isl  {^pp-  ■  ■)  =0,  d.  h.  ein  G  fällt 
auf  einen  der  Puncto  ß;  wenn  dieser  selbst  ein  harmonisches 
Ccnlriim  desselben  Grades  der  übrigen  Puncle  B  ist. 

Wenn  Pfi,  =  0,  so  isl  ÖÄi(^,  ■■),„-,  ^  ^'  ^-  ^■ 
ein  dem  Ä,  entspi echendes  harmonisches  Centrum  wlen  Grades 
der  M  fällt  luf  Ä, ,  die  übrigen  sind  die  dem  Äj  entsprechen- 
den haimomschen  Gontren  [m  —  i)ten  Grades  der  Äj,  B^,  . . . 
Z  B  \on  den  dem  Äj  entspreohendcn  harmonischen  Centren 
2ten  Grades  der  Jl^,  R.^,  E^  fällt  eines  auf  ü, ,  das  andre  auf 
Q,  10  das'. 

4.  Um  aus  der  Gleichuna:  für  R  die  Gleichung  für  G  zu 
formiren,  setzt  man,  wenn  u  =  0  die  Wnrzeln  a:^,  x^,  .., 
»„  hat, 

und  findet  (Qß  :  PR),„ 

=  ('--fi=(:)-(:i;)m-(:-D(^).-^ 

Denn  die  vorliegende  Formel  umfasst  (  J  Glieder,  deren  jedes 
das  Product  von  m  Binomien  ist;  die  Entwickelung  eines  jeden 
Products  beginnt  mit  1,     Die  Formel  enthält  ferner 

ein  Glied,  welches  durch  eine  der  Grössen  -  -  k.  B.  durch 
— ä  iheilbar  ist,  sovielmal  als  es  Gombinalionen  [m —  Ijten 
Grades  der  Binomien  1  —  — ,    1  —  —  ,  . .  giebt  d.  i.  i     _  .  mal; 

ein  Glied,  welches  durch  zwei  der  Grössen  — ^  z.  B.  durch 
^^  ^^  theilbar  ist,  sovielmal  als  es  Gombinalionen  [m  —  2j  ten 
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Grades  der  Binomien  I  —  -  ,  . .   eiebl  d.  i.  (_      „  |mal; 
u.  8.  w.     Dabei  isl 


Ferner  isl  (         )    ^  '"{^n-l 

während 

wie  die  Goefficienten  sich  verhalten ,  welche  in  der  durch  Po- 
tenzen von  X — p  ausgedrüeklen  Function  u  die  Ote,  Ite, 
2te,  . .  Potenz  haben. 

5.    Die  Gleichungen  [QM :  -PÄ)„  =  0,   [QR  :  PE]„  _  i  =  0, 

{Q,R  :  PR)„-i  =  0,  . .  sind  nach  (4)  eongruenl  mit 

oder  nach  Division  durch  if^ ,  i/"~'i  5""^,  ..  congruent  mit 
Es  entspringen  aber  aus  der  Identität 

durch  fortgesetzte  Differentiation  nach  —  die  Idenlitaton 

a-9:,  =  a-iL. 
a-9:  =  -ü-a-. 
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2S  Cap,  I.     Die  l'uncte  einer  Geraden. 

n.  s,  w.  Denn  das  Product  von  n  —  2,  n  —  3,  . .  besUmmten 
Binomien  entsteht  durch  Differentiation  von  je  2,3,  . .  be- 
stimmten Gliedern  der  Uen,  2ten,  ..  Fluxion  (Differentialquo- 
tient, Derivation). 

Also    sind   die   obigen    Gleirhungon    der   Reihe   nach   con- 
i^ruent  mit. 


6.  Wenn  Q  die  Altscisse  x  hat,  d.  h.  g  =  x  —  p,  so 
wird  die  durch  Potenzen  von  q  ausgo drückte  Function  m  null 
hei   3  =  r,,    T-j,   ,,,    gleichwie  (1  — —  I  .     Also  hat  man 

so  dass  C  von  q  unabhängig  ist. 

Unter  it  werde  nun  die  Form  der  a^,  t  verstanden,  welche 
bei  t  =  \  mit  der  gegebenen  Function  von  x  Übereinstimmt, 
Dann  wird  die  Form  u  durch  g«  dividirl ,  indem  man  die 
Variablen  ar,  t  durch  q  dividirt,  und  nach  der  von  Cauchy 
Hesumö  1823    p.  5i  eingeführten   symbolischen   Bezeichnung  ist 


■  il."  *  s"')"'    ■""  -  {5"  *  s"')'" 


indem  man  in  den  Fhisionen  ,— ,  -,-  und  in  den  Differentialen 
für  x,  t  die  Wcrthc  ^— ^ ,  i,  also  dx  =  pd-,  dt  =  Id^ 
setzt,  so  dass   die  (lleichung  für  q 
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g.  S.    Harmonische  Centren  und  Polaren.  29 

durch  die  Gleichung  für  die  Abscisse  x  des  Q 

bei  t  =  1  vertreten  wird.     Khenso  wird  die  Gloichuni^  für  '; 

durch  die  Gleichung  für  x 

('6-1)'-  =  « 

ersetzt.     U.  s.  w. 


Die  Form  i 


'  ( ^^ iT  "*" '" iW  )  " '^*"' ^!  '  ^*'™  ("  —  wjteii 
Grad,  welche  man  aus  d'^u  dadurch  ableitet,  dass  man  dx,  dt 
durch  37(1,  tf,  ersetzt,  wird  die  mte  Polare  (Emanante)  der 
Form  u  in  Bezug  auf  die  Werthe  xg,  t^  der  Variablen  genannt. 
Demnach  heisst  die  Gruppe  Q,{v  =  0)  die  mte  Polare  der 
Gruppe  Ä(u  =  0)  ttlr  den  Puncl  P  oder  die  mte  Polare  des 
Punetes  F  in  Bezug  auf  die  Gruppe  R.  Die  sueeessiven  Polaren 
des  Punetes  P  in  Bezug  auf  gegebene  Linien  und  Flächen  sind 
von  BoBiLLiEH  1827  Gerg.  Ann.  18  p.  157,  19  p.  110  und  302 
der  Polare  eines  Punetes  in  Bezug  auf  eine  Linie  iind  Flüclio 
2ter  Ordnung  nachgebildet,  von  Joachimsthal  1846  Crelle  J.  -VA 
p.  373  aus  einem  neuen  Gesichtspunct  gezeigt  worden,  Vergl. 
Pluckeh  1830  Crelle  J.  5  p.  34.  Steiner  1848  Crelle  J.  47  p.  1. 
Salmon  Lessons  1859  n"  78.  Clebsch  binäre  Formen  1872  p.  12. 
Vorlesungen  über  Geometrie  (ed.  Lindemann)  p.  203,  Die 
Gruppe  der  einem  gegebenen  Punct  entsprechenden  harmoni- 
schen Centren  [n  —  »n)ten  Grades  der  Puncte  R  ist  nach  dem 
Obigen  nicht  verschieden  von  der  mfen  Polare  des  P  in  Bezug 
auf  die  Puncte  R. 

Die  letzte  der  congruenlen  Gleichungen 

m-.m.-.-«.  (i~i)._.,  =  ».  0.^-4)"«  =  » 
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welche  für  P  die  mte  Polare  der  R  definiren,  zeigt  die  ntte 
Polare  der  R  als  die  Ue  Polare  der  [m  —  1)ten  Polare  der  R, 
als  die   2te  Polare   der  (m  —  2)len  Polare  der  R,  u.  s.  w. 

Wenn  Q  ein  Punct  der  mten  Polare  der  R  für  P,  so  ist 
nach  (2)  P  ein  Punct  der  (n  — m)ten  Polare  der  R  für  Q, 
d.  h.  mit  der  Gleichung 

eonfiruirl  die  Gleichung 

rs^  +  'ätj      "  =  " 

welche  man  aus  jener  ableitet,  indem  man  p,  x^  m  durch  a:, 
p^  n  —  m  ersetzt.  Die  Congruenz  dieser  Gleichungen  kommt  in 
Joachimsthal's  Satz  zur  Anschauung. 

Hiernach  bestimmt  man  für  P  die  [n  — Ijte,  («  —  2]le 
Polare  der  R  durch  die  Gleichungen 

welche  u  voraussetzen,  wie  es  bei  a^  =  p  sich  ergielit. 
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Capitel  IJ. 
Winkel,  Flächen,   Projectionen. 


§.  9.    Winkel  von  zwei  Öeraden. 

1.  Wenn  die  Punete  Ä,  B  auf  einem  Kreis  liegen,  so  ist 
der  Bogen  AB  unendlichdeutig  auf  2  Arten,  denn  ein  Punct 
kann  den  Kreis  von  A  bis  B  in  dem  einen  Sinn  und  in  dem 
confrären  Sinn  so  durchlaufen,  dass  er  den  Eiidpunct  B  kein- 
mal oder  einmal  oder  zweimal  u,  s.  w.  überschreitet.  Um 
über  den  Sinn  der  Fortschreitung  auf  dem  Kreis  zu  urtheilen, 
muss  man  die  zu  beiden  Seilen  der  Ebene  des  Kreises  liegen- 
den [durch  die  Ebene  getrennten)  Rüume  unlersciieiden.  Man 
stellt  sich  ins  Centrum  des  Kreises ,  den  Köpf  auf  die  eine 
Seite,  und  hat  sieh,  indem  man  den  den  Kreis  durchlaufenden 
Punet  mit  dem  Auge  verfolgt,  entweder  linksum  oder  rechtsum 
zu  drehen  (gegen  den  Uhrzeiger,  mit  dem  UhrKoiger).  Wenn 
der  Beurtheiler  sich  auf  die  andre  Seite  der  Ebene  stellt,  so 
erhalt  er  über  den  Sinn,  in  welchem  der  Kreis  durchlaufen 
wird,  das  conträre  Urlheil. 

Nachdem  der  positive  Sinn  der  El)ene  d.  h.  der  Sinn 
der  Drehung,  bei  welcher  positive  Bogen  beschrieben  werden, 
für  die  Ebene  willkürlich  festgesetzt  worden  ist,  hat  der  Bogen 
AB  einen  eindeutig  bestimmten  Werth,  welchem  eine  beliebige 
(ganze)  Anzahl  Peripherien  addirt  oder  subtrahirt  werden  kann. 

3.  Der  Winkel  ah  der  Geraden  a ,  6  der  Ebene  wird 
durch  ASB  ausgedrückt,  wenn  die  Geraden  den  Punct  S  ge- 
mein haben,  und  SA,  SB  positive  Strecken  der  Geraden  a,  b 
sind  (§.  1).     Zu  seiner  Bestimmung  ist  es  erforderlich,  dass  die 
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positiven  Richtungen  der  beiden  Gernden  und  der  positive  Sinn 
der  Ebene  festgesetzt  worden  sind. 

Unter  der  Grilsse  des  Winkels  wird  sein  Arcus  verstün- 
den, d.  h.  das  Verhältniss  eines  dem  Winkel  eingeschriebenen 
Kreisbogens,  dessen  Centrum  der  Seheitel  ist,  zu  dem  Radius 
des  Kreises;  also  auch  der  Kreisbogen  unter  der  Hedinf[ung, 
dass  der  Radius  die  Längeneinheit  ist.  Wegen  der  Aehnlichkeit 
der  Figoren  haben  gleiche  Winkel  denselben  Arcus,  und  Winkel, 
welche  denselben  Arcus  haben,  sind  einander  gleich  {Planim. 
8.  13,  8).     Es  ist 


und  a:  der  Arcus  des  Winkels  von  — x  Grad.  Dem  Arcus 
kann  St/r  addirt  oder  subtrahirt  werden,  wenn  k  eine  ganze 
Zahl  ist  (1).     Der  mte  Theil  eines  Winkels  ist  mdeutig. 

Die  Geraden  der  Ebene,  welche  einen  Punet  gemein  haben, 
sind  durch  die  Winkel  (Anomalien)  bestimmt,  welche  sie  mit 
einer  unter  diesen  Geraden  bilden.  Die  Winkel,  welche  hori- 
zontale Richtungen  mit  der  Südrichlung  bilden,  heissen  Azi- 
mulhe,  Declinationen.  Winkel  von  Geraden  mit  einer  Ver- 
ticalen  gebildet  heissen  Elongalionen.  Winkel  von  Geraden 
mjl  einer  horizontalen  Ebene  gebildet  heissen  Höhen,  Ele- 
vationen,  Depressionen,  Inclinationen. 

Die  scheinbaren  Oerter  des  Punctes  C  für  die  Stand- 
puncle  A,  B  sind  die  Richtungen  AC,  BG;  wenn  man  von  A 
nach  B  geht,  so  verändert  sieh  der  scheinbare  Ort  des  C,  die 
Richtung  AC  und  der  Winkel  ACB.  Der  Winkel  ACB  heisst 
die  Parallaxe  des  C  für  die  Standpuncle  A,  B,  und  ist  die 
scheinbare  Liinge  der  Strecke  AB  für  den  Standpunct  C. 

3.  Wenn  die  Geraden  a,  i,  c,  . .  der  Ebene  einen  Punct 
gemein  haben,  so  ist  unter  den  Voraussetzungen  (2) 

ab  +  ha   ^  0,        ba   ^  ~  ah   ^   2fcj(  —  ab     (fc  =0,   +1,    +2,   .  .) 

ab  +  }ic  +  ca   ^  {> ,      bc  ^   ba  +  ac  ^  ac  — ab     (  VerRl.  g.  I.  3) 

ASB  +  BSA  =  11,      A8B  +  BSC  +  CSÄ  =  0 
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Wenn  6  und  b'  eonträre  RichUingen  haben,  so  ist 
ab'  =   a6  +  bb'  ^   ab  +  n 

d.  h.  der  Winkel  wird  um  /c  verändert,  wenn  eine  der  Geraden 
die  conträre  positive  Richtung  erhält.  Die  Winkel  ab  und  b'a 
sind  Nebenwinkel.  Wenn  die  Puucte  A,  B,  C  auf  einer  Geraden 
liegen,  so  ist  der  Winkel  ABC  entweder  0  oder  n,  also  in 
jedem  Fall  2ABC  =  0. 

Wenn  a',  b'  die  Normalen  der  o,  h  sind,  welche  mit  a,  i  je 
einen  rechten  Winkel  bilden,  so  ist 


Wenn   die    Neben 
werden,  so  ist 


ta'  +  a'b'  +  h'b  = 
inkel   ab   und    ba' 


und  c.   halbirt 


und  für  eine  beliebige  Gerade  x 
ax  +  xc  =  ex  +  xb , 


a  +  xb 


4.  In  dem  Euelidischon  Raum  [|,  2,  1)  ist  ab  -i-  bc  +  ca 
=  0  auch  dann,  wenn  die  Geraden  der  Ebene  einen  Punct 
nicht  gemein  haben.  Wenn  man  durch  einen  Punct  der  Ebene 
die  Geraden  a' ,  6',  c'  zieht,  welche  mit  a,  b,  e  der  Reihe  nach 
parallel  und  gleicher  positiver  Richtung  sind,  so  ist  ab  =  a'b 
^  a'b',  bc  =  b'c',  ca  =  c'a'    folglich 


Wenn   die  Winkel  ; 
werden    (rm  i=  mr',   sn 


w'  von  den  Geraden  in, 

(«'),  so  ist 


Wenn  der  Lichlsirahl  r  von  der  Geradon  s  refleclirl  die 
Fortsetzung  r',  und  wenn  r'  von  s'  refleclirt  die  Fortselzung 
r"  hat,  so  ist  rs  ^  sr\  r's'  =  sV",  die  Winkel  rr',  r'r" 
werden  von  s,  s'  halbirt.     Folglieh  ist 
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Hierauf  beruht  der  Gebrauch  des  Spiegelsextanten ,  des  Re- 
flexionsgoniometer, und  die  Beobachtung  kleiner  Schwingungen. 
Wenn  in  dem  Dreieck  ABC  die  Suilen  BC,  CA,  AB  posi- 
tive Slrecken  der  Geraden  a,  b,  c  sind,  so  ist  der  Winkel 
BAC-i-bc  =^  rr,   u.  s.  w.,   folglich 

BAC  +  ACB  +  CBA   =   n 
F.ltenso  ist  für  einen  andern  l'unet  ü  der  Ti;i)ene 

CAD  +  ADC  +  DCA  =  n 
folglieh  durch  Addition  für  di.s  Viereck  ABCD 
BAD  +  AVC+  DCB  +  CBA  =  0,     BAD-  BCD  =   ABC  —  ADC 

Wenn  die  Puncte  Ä,  B,  C,  D  auf  einem  Kreis  liegen, 
dessen  Cenlrum  0,  so  ist  OAC  =  ACO,  'iACO  +  COA  =  n. 
Wenn  C  und  C,  Gegenpuncte  des  Kreises  sind ,  so  ist  ACO 
=  ACC^,   COA  +  AOG^   =  n,  folglieh 

-lACC^   =  AOC^,        -IC^CB  =    V,ÜB 

und  durch  Addition 

2ACB  =  AOB,        2ADB  =  AOB,        ^{ACB  —  ADB)  =  0 

d.  h.  ACB  —  ADB  ist  n.  oder  0,  je  nachdem  C  und  D  durch 

die  Gerade  AB  {getrennt  sind  oder  nicht  fPInnini.  §,  k). 


§.  10.    Fläche  einer  Plaiifignr. 

1,  Die  El>ene  wird  durch  eine  ihrer  Geraden  in  zwei 
Felder  getheill.  Puncle  eines  Feldes  C,  C  haben  von  der 
Geraden  Distanzen  eines  Zeichens  und  bilden  mit  Strecken  eines 
Zeichens  AB,  A'B'  der  Geraden  Dreiecke  eines  Sinnes  ABC, 
ABC',  A'B'C,  A'B'C  und  von  Flüchen  eines  Zeichens,  der 
Art  dass  die  Umdrehungen,  welche  man  macht,  indem  man  die 
Perimeter  ABC,  ABC',  ..  von  A  Über  B  nach  G  und  A,  von 
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A  über  B  nach  C  und  A,  u.  s.  w.  zurücklegL,  eines  Sinnes 
sind.  Wenn  der  Sinn  ABC  der  positive  Sinn  der  Ebene  ist, 
so  hat  das  Dreieck  eine  positive  Fläche,  die  sowohl  durch  ABC, 
als  auch  durch  BCA  und  CAB  ausgedrückt  wird.  Zwei  Drei- 
ecke einer  Ebene,  die  nicht  eines  Sinnes  sind,  haben  Flachen 
von  conlrüren  Zeichen.  Wenn  eine  Seite  des  Dreiecks  das 
Zeichen  wechselt,  oder  wenn  die  Distanz  einer  Spitze  von  der 
gegenüberliegenden  Seite  das  Zeichen  wechselt,  so  verändert 
sich  der  Sinn  des  Dreiecks  und  das  Zeichen  seiner  Flache. 
Daher  ist 

JBC  +  BAC  =   D,    DAC  =    ACH  =   CBA   =  —  ABC 

in  Uebereinstimn^ung  mit  AB  -\-  EÄ  ^=  fi  nach  Multip lieation 
mit  der  halben  Distanz  des  C  von  der  durch  A,  B  gehenden 
Geraden.     Ebenso  ist,  wenn  0  auf  der  Geraden  AB  liegt, 

AB   ^   AO  +  OB,        ABC   =  AOC -f.  OBC , 
AOC  :  OBC  ^   AO  :  OB 

bei  Beachtung  der  Zeichen  sowohl  der  Dreiecke ,  als  der 
Strecken . 

Wenn  die  Geraden  AB  und  QR  den  Punct  S  gemein  haben, 
so  haben  die  Dreiecke  AQ.R  und  ASB,  BQ.R  und  BSR  je 
gleiche  Höhen,  folglich  ist 

AQR  :  BQU   =   ASR  :  BSE  =   AS  :  BS 

3.  Wenn  O  ein  beliebiger  l'unct  der  Ebene  des  Dreiecks 
ist,  so  ist 

ABO  +  BCO  +  CAO  =  ABC 

Denn  von  einer  der  Geraden  AO,  BO,  CO  wird  eine  der  Seilen 
z.  B.  BC  von  AO  in  S  gelheill.     Nun  ist   (l) 

ABO   =  OAB  =   OSB  +  SAB, 
BCO   =  BSQ  +  SCO,         CAO  =   CAS  +  CSO 

folglich,  weil    OSB  -j-  BSO  =  0,  u.  s.  «. 

ABO  +  BCO  +  CAO   =  ABS  +  ASC   —  ABC 


y  Google 


36  Cap.  II.    Winkel,  Flachen,  Projectionen. 

Die  Flache  'iABC  wird  durch  jedes  der  Producte  BC .  A,, 
CA.h^,  ÄB.h^  ausgedrückt,  wenn  h^,  h^,  A-j  die  Höhen  des 
Dreiecks  sind  d.  h.  die  Distanzen  A  von  ßC,  B  von  CA,  C  von 
AB.  Unter  Voraussetzung  positiver  BC,  CA,  AB  liiibeu  die 
Höhen  das  Zeichen  der  Fläche. 

Wenn  O  von  BC,  CA,  AB  die  Distanzen  p,,  p^,  P-^  hat, 
so  ist  2/iCO  =  BC  .p^,  u.  s.  w.,  folglich 

BC  .p,  +  CA  .  p^  +  AB.p,   =   2  ABC 

A,         Aä         As 
die  Gleichung,    durch   welche   die  Distanzen  eines  Puncles 
von  3  Geraden  verbunden  sind. 

3,  Die  Gleichung  der  i  Puncto  besteht  in  derselben  Weise 
für  4  Gerade,  Das  Dreieck  der  Geraden  abc  hat  die  Ecken 
«6,  bc,  ca,  welche  durch  C,  A,  B  bezeichnet  werden;  die  Ge- 
rade d  enthält  die  Ecken  ad,  hd,  cd,  welche  durch  A',  B',  C' 
bezeichnet  werden;  daher  ist  die  Fläche  abc  =  CAB,  dbc 
=  B'AC,  u.  s.  w.  Auf  der  Geraden  AC'  liegt  der  Punet  B, 
u.  s.  w.,  folglich  ist 

B'AC'  =  B'AB  +  B'BC 
C'BA'  =  BA'B'  +  BB'C 
A'CB'   =  A'BB'  +  BCB' 

und  durch  Addition 

B'AC'  +  C'BA'  +  A'CB'  =  BCB'  +  BB'A   =  BCA 

d.  i.  bei  der  obigen  Bezeichnung 

dbc  -1-  dca  +  dab   =  bca   ^  cah  =  abc 

MöuiLs  Leipz.  Berichte  1865  p.  Ct. 

4.  Wenn  0,  P  beliebige  Puncto  der  Ehenc  des  l'oUgons 
ABC  . .  MNA  sind,  so  ist  (i) 
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PA£   =  OAB  +  OBP  +  OPA 
FBC  =  OBC  +  OCP  +  OPB 

PMN  ^ OMN+ ONP  +  OFM 
PNA  ^  ONA  +  OAP+  OPN 

Die  Summe  der  beiden  lelülen  Golonnen  ist  null,  folglich 
PÄB  +  FBC+  . .  +  PNA  =  OAB  +  OBC  +  . .  +  ONA 

5.  Die  von  der  Lage  des  Piinoles  0  unahhängige  Summe 
der  Dreiecke  OAB  ■+■  OBC  +  OCD  ■+-..,  für  welche  man  z.  B. 
ABC  -+■  AOD  +  . .  setzen  kann,  ist  die  Fläche  des  Polygons, 
wenn  dasselbe  ein  ordinäres  aus  einer  Zelle  bestehendes  ist. 
Dieselbe  Summe  definirt  die  Flüche  eines  singulären  Polygons, 
dessen  Perimeter  einen  oder  mehr  Doppelpunete  hat,  in  welchen 
er  sich  selbst  sehneidet,  so  dass  das  Polygon  mehrere  Zellen  mit 
einfachen  oder  mehrfachen  posiliven  oder  negativen  Flachen  hat. 

Die  Flächen  singuläver  Polygone  sind  von  Meister  1769, 
von  MÖBiL's  1827  und  1865  bestimmt  worden,     Planim.  §.  9,  7  ff. 


§.  11.    Kormalprojectionen. 

1.  Wenn  die  Puncte  A,  B,  C  der  Geraden  h  durch  Nor- 
malen der  Geraden  x  auf  die  Gerade  a:  nach  A^,  B, ,  C,  pro- 
jicirt  werden,  so  ist 


A^C,   ^  B|C, 
AC    ~    BÖ' 


d.  h.  die  Normalprojection  einer  Strecto  der  h  auf  x  hat  /u 
der  Strecke  ein  von  der  Länge  und  dem  Anfang  der  Strecke 
unabhängiges  durch  den  Winkel  xh  eindeutig  beslimiiites  Vcr- 
hältniss,  welches  der  Cosinus  des  Winkels  heisst.  Wenn 
xh  =  0,  so  haben  die  Geraden  x  und  h  dieselbe  positive  Rich- 
tung; AjB^  und  AB  sind  gleiche  Strecken  der  x  und  h  eines 
Zeichens,  ÄiB^  =  AB,  |eosO  =  1.  Wenn  xh  =  ^n,  so  ist 
j  R"=;;^0,  cos47(  =  0. 
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Weno  A  die  conlräre  positive  Richtung  crhHlt,  so  verilndort 
sich  xh  um  n  (§.  9,  3),  und  die  Strecke  AB  wechselt  das 
Zeichen,  folglich  ist 


Wenn  die  Ehene  den  eonträren  posili^ 
weclisell  xh  das  Zeichen,  aber  A^Ii^  :  AB  ^ 
verändert,  folglich  ist 

2.     Vermöge  der  Definitionen 


tn  Sinn   crhüll ,    so 
-  cosxh  bleibt  un- 


sin(_«}  =  co.(t^  +  «)  =  -  .os(- ;;»  +  «)  ^  -  cos(,; ;,--«)  =  -  sin 
si„(„  +  „)  ^  cofi(j7r  -  «_  ,1)  =  -  cos(ä-7t  -  «)  =  ~  sin« 

tan!i{— a)   =   —  tanga,       tang(c  +  n)   =   laiiga 

üOt«   ^   1  :  tanga 

lang(a  +  JJi)  =  tang(a  — iji)   =   —  uoto 

tanga  tang{«  i  s")  =  —  1 

Wenn  eine  Strecke  AB  der  Geraden  ^  durch  Normalen  ai 
die  Geraden  r  und  r'  jtrojieirt  wird,  so  sind  die  beiden  Noi 
malprojectionen 

A^B,  =  ASuom-s,      A^B^  =   AB  nossf' 

Unter  der  Voraussetzung  rr'  =  ^?r  ist  rs  +  sr'  =  -J/i,  cosä. 
=  sin»-«,   foldich  eolrs  =  A.B.   :   A..B.,. 


3.  Dem  \\  inkel  xb ,  dessen  Scheitel  0, 
sei  der  concentrische  Kreisbogen  AB  einge- 
schrieben; die  Normalen  der  ce  durch  B,  A 
werden  von  x,  b  in  C,  T  geschnitten;  die 
Gerade  BC  habe  mit  der  Geraden  i/,  auf 
welcher  ^4  7"  liegt,  dieselbe  positive  Richtung, 
so  dass  icj;  =  ^/r.     Dann  ist 
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.  Polysoiiometi'ie. 
Vß  =  OB  cos%  =^  OB  üi 


weil  a^i  +  iy  =  a:y  =  ^-ti.     Wenn  OA  =  1,  so  ist  ^ß  =  ^-ö 
(der  Arcus  dieses  Winkels  §.  9,  2) ,  mithin  auch  den  Zeichen  nach 

OC  =  cosÄB,      CB  =  sinAB,      AT  =  tang-4B 

entsprechend  den  geometrischen  Definitionen  der  gonionuitrischen 
Functionen  beliebiger  Winkel. 

Die  Chorde  AB  auf  dor  Geraden  s  wird  von  der  durch  0 
gehenden  Normale  in  D  halhirt.  Wenn  nun  OD  auf  der  Ge- 
raden t  liegt  und  st  =  |jr,  ho  ist  AB  =  ^AD  =  2.40  eoarcs, 
OD  ==  OA  cosa:(.     Nun  ist 

wsars  =  cos(a:y  +  ys)   =   -  sin.ws 
(^.is:e(   ^  <:os(jTy  +  ^s  +  s()   =   —  cosys 
folglich 

AB   =   aO^sinys,       OD   = 0,i  cosys 

daher   haben   die  Sireckcn  AB  auf  s,    OD   auf  (    wechselnde 
Zeichen  je  nach  der  ürosse  des  Winkels  ys.    Vergl.  Trigon.  §.  4. 


§.  13.    Polygonometrie. 

1.  Wenn  die  geschlossene  Linie  AB  CA  durch  parallele 
Gerade  auf  eine  Gerade  ihrer  Ebene  nach  A,B^C,A,  projicirl 
wird,  30  ist  (§.  1; 

AB, +  30+01-^0         1,C,  =    ^,ß,  +  B,a, 

d  h  die  gebrothem  Lmie  ABC  uni  die  Strecke  AC  (die 
gtomctrische  bumme  der  StrcLk  n  AB  BC  nach  Möuius 
Mechinik  des  Hmimels  184J)  hibt,n  auf  emer  beliebigen  Geraden 
dieselbe  Projection  wekhe  null  ist  wenn  die  Projicirenden  mit 
AC  parallel  sind 

Wenn  mit  den  gegebenen  blietken  d^  d^,,  ..  die  Strecken 
££,,  E|Ej  [pirallel  und  gleich  und  eines  Zeichens  d.  h. 
\on'akRher  Glosse  und  Riihlun^  sind    so  hiben  bei  parallelen 
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Projioirenden  d^  und  EE,  auf  einer  Geraden  gleiche  Projectio- 
nen eines  Zeichens.  Die  Summe  der  Projectionen  der  d, ,  d^ 
ist  die  Projection  der  EE^,  die  Summe  der  Projectionen  der 
rfj,  dj)  ^  ist'  die  Projection  der  EEg,  u.  s.  w. 

Wenn  die  Summe  der  Projectionen  der  dj,  d^,  . . ,  d^  null 
ist  bei  2  verschiedenen  Richtungen  der  parallelen  Projicirenden, 
so  ist  EE„  mit  den  beiden  Richtungen  parallel,  mithin  null, 
d,  h,  die  Strecken  d,,  dj,  ..  sind  mit  den  Seiten  eines  Poly- 
gons von  gleicher  Grösse  und  Richtung,  und  die  Summe  ihrer 
Projectionen  auf  eine  Gerade  ist  null  bei  jeder  Richtung  der 
parallelen  Projicirenden,    Möbius  Statik  47.   Vergl.  Stereom,  §.  H , 

3.  Wenn  die  Strecken  BC,  CA,  AB  der  Geraden/,  g,  h 
auf  die  Gerade  a;  ihrer  Ebene  durch  Normalen  der  x  projicirt 
werden,  so  erhält  man  (g.  M) 

B,C,  +  Ci-ä,  +  A^B,  =   tl,       BC<;iMxf+  CA  cufixg  +  AB  ca^xh   =-   0 

und  insbesondere 


BCcosff+C^. 

aosfy  +  AB  0. 

JShf    =    (t 

£C  cos  fg+  CA. 

=08^3  +  AB  c. 

^sgh  =   0 

BCcosJif+CA. 

30Sj7ft  +  AB  c> 

isM  =   0 

IgUch  für  3  und  4  Gerade 

der  Ebene 

cos  ff     c<,Bfg     coshf  1 

eos^ 

cos  xg    cos  xh 

cosfff     cosffg     cosjjÄ     =  i 

)            eosfff 

cosgg     cosgh 

ooshf     cossh     cosM 

COSÄf 

cosgh     cos  hh 

id  die  Lüsung  des  linearen 

Systems 

BC  :  CA  :  AB  =  adj  cosff  :  adj  cosf^  :  ödj  cosAf 

BC^  :  CA"  :  AB"  =  adj  cos/T  :  adj  co^gg  ■  adj  conhh 

=   sin^i^ft  :siiiSfif  :sinVP 

Vergl.    Ueterm.  §.   3,    8.      Indem    man    die    3    Gleichungen    mit 

BC,   CA,   — AB  compouirt,  findet  man 

BC^  +  CA^  +  2BC.  CA  cosfg  =   AB^ 

Analoge  llesullale  ergeben  sich  für  Polygone.    Vergl.  Trigon.  §.  4 
und  6. 
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Wenn  M  diu  Mitte  der  AB,  so  ist  (§.  1,  i) 

fi(72+  CAi  =   2JJtfä  +  2MC^,       AB^  =  4^ivra 
folglich 

BC.CAcosfg  =  ^3fa  _  jif Ca 

3.  Wenn    BC,   CA,  AB   durch  Parallelen    der    x   auf   die 

Normule  j/  der  a;  projicirt  werden,  und  xi/  ==  ^n  ist,  so  ist 
BCKo&fy  =  ßCsinx/,  also 

BCsinxf  +  CAti\nj:g  +  ^ß  sina^A  =   0 

und  insbesondere 

CÄsmfg  +  AB^mfh   =   0,      B C ünhf  +  C A  ^{u  hg   =  (I 
BC  :  CA  :  AB   ^  singh  :  sinhf  :  smfg 

eindeutig  unter  Voraussetzung  eines  bestimmten  positiven  Sinnes 
der  Ebene  {bei  welchem  a^  =  ^  ?i) , 

Durch  Substitution  in  den  obigen  Gleichungen  crhitlt  man 

siagh        xf  +  sin  V        xg  +  sirtfg        xh   =   0 

die  Grundlage  der  Goniometrie. 

4.  Wenn  hh'  =  ^rr,  so  wird  die  Distanz  des  C  von  AB 
durch  SC  cos///  d.  i.  BC  sinhf  ausgedrückt,  und  man  erhalt 
für  die  doppelte  Fläche  des  Dreiecks 

2ABC  ^   AB  .BC  sinhf  =  BC .  CA  ainfg  =   CA.  AB  singh 

oder  auch  AB  .  AC sinkg,  u.  s.  w.  Vergl.  (3).  Wenn  h  die 
conträre  positive  Richtung  erhält,  so  wechseln  AB  und  sinhf 
das  Zeichen,  und  die  Fläche  bleibt  unverändert.  Wenn  die 
Ebene  den  conträron  positiven  Sinn  erhält,  so  wechselt  mit 
sinhf  die  Fläche  das  Zeichen,     Vergl.  §.  H. 

5.  Die  von  dem  Punct  C  ausgehenden  Lichtstrahlen  wer- 
den von  einem  Kreis  gebrochen.     Der  leuchlende  Punct  C  und 


y  Google 


2  CHp.  11.     Winkel,  Fluehon,  Projeotinntn. 

er  RiidiuH  AB  liegen  auf  der  Geraden  x,  der  Radius  AM 
auf  der  Geraden  r,  der  nach  M  gehende 
Strahl  auf  der  Geraden  s,  seine  Fortsetzung 
auf  der  Geraden  t,  welche  mit  x  den 
Punet  D  gemein  hat.  Wenn  (  von  der 
—^  durch  C  mit  r  parallel  gezogenen  Geraden 
I  D'  geschnitten  wird,  so  ist  (3) 

MD'  :  MC  =   sinrs  :  ainrt   =  n 

der  Refractions- Index  für  diu  dur<'h  den  Kreis  j^clrennlen  Me- 
dien.    Zugleich  ist  MD'   :   MD  ^  ÄC  :  AD,  folsjUch 

„,,,      ,^„        AC       AU 
MD    :  MC  -c-M'-nM^" 

Bei  hinreichend  kleinem  BM  haben  CM  :  CB  und  DM  :  DB 
von  1   beliebig  kleine  Difforennen.     Daher  ist 


so  dass  die  gebrochnen  Strahlen  von  einem  beslimnilen  Punct 
D  divergiren.  Das  Object  O  (der  leuchtende  Punct)  und  sein 
Bild  D  theilen  die  optische  Axe  AB  nach  dem  Doppel ver- 
hältniss  n;  die  Objecto  der  Geraden  x  und  deren  Bilder  sind 
coUineare  Figuren  (§.  i)  mit  den  tautologen  Puneten  Ä,  B 
[MöBius  Leipz.  Berichte  1855  p.  10). 

Bei  der  angegebenen  Beschränkung  ist 

!S   —  n.,T,      xs       XI    —  n{xc       xr),      .MLa^s  ^^  ,    u.  s.  \v. 

folglich  cb^tb  =  ''{iIb-äb) 


-  —  1   tritt  Reflexion  an  die  Stelle  der  Kofraction. 


§.  13.    Centralprojectionen. 

1.    Aus  dem  Cenlnim  S  werden  die  Puncto  A,  B,  . .  durch 
die  Geraden  a,  6,   ..,    die    Strecken    AB,    AC,   ..    durch    die 
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Winkel  ab,  ae,   . .  projicirt.     Wenn   C,  D  auf  der  Geraden  AB 

liegen,  so   ist  AC  :  BC  =  ACS  :  BCS   [§.  10,   1),  2-4CÄ  = 
CS.SAsiaca  (§.  12,  4),  u.  s.  w.,  folglich 

AC-.BC^  1^21.!'»-'^  ^jj  :  ßZ)  =  1^  ^ 

SB  svvihc  SB  sinM 

I  ÄD^r,\  ^^       ^^         sinac       smad         ,    ,    ., 

{ABCB)   -    Dc    ■■    BB   -    ä^H    ■■    Mi   -   <"'"'' 

Das  Doppel verhällniss  der  i  Puncte  einer  Geraden  {%.  3,  1) 
ist  üuglüich  das  Doppeiverhäilniss  von  4  Geraden  der 
Ebene,  welche  einen  Punct  gemein  haben  und  aus  demselben 
jene  Punele  projiciren,  Poncelkt  propr.  proj.  9.  Steiner  syst. 
Enlw.  p.  7.  Einen  Fall  dieses  Salzes  hatte  Carnot  1806  Trans- 
vers. 7  bemerkt. 

Durch  das  Verhiiltniss  sin  ac  :  sin  6c  ist  die  den  Winkel  ab 
Iheüende  Gerade  c  [nicht  ihre  positive  Richtung)  eindeutig  be- 
slimml.  Denn  wenn  sinarf  :  sinfirf  ^=  sinac  :■  sinic,  so  ist 
[ABCD]  =  1,  D  füllt  auf  C,  mithin  d  auf  c.  Dasselbe  er- 
kennt man  aus 


i"(<-i'  +  '"') 


^    cotni  +  cutbc 


Wenn  sinad  :  sinid  =  sinne  :  sin6c,    so   ist  colirf  ^  col&c, 
also  cd  zweideutig,  0  oder  /f. 

3.  Das  Doppel  verhiiltniss  von  i  Geraden  eines  Pnncles 
(abcä)  hat  dieselben  Eigenschaften,  wie  das  Doppcl verhaltniss 
von  i  Puncten  einer  Geraden  [ÄBOD).  Wenn  {abcd)  =  —  I, 
so  sind  die  Paare  n,  6  und  c,  d  in  Harmonie  (§.  4),  ■/..  B,  die 
Schenkel  eines  Winkels  ab  und  die  Halbirenden  c,  d  des  Winkels 
und  des  Nebenwinkels  (ac  =  cb,    ad -t- bd  =  ?<). 

Wenn  fli  =  ^n,  so  ist  sinic  ^  sin(ac  —  ab)  =  ^cosac, 
u.  s.  \v.,  folglich 

{ahcd)  ^=  tangnc  ;  tungatZ  =  cotfic  :  tot  M 

Wenn  ausserdem  cd  =  ^n,  so  ist  tangod  =  —  cotac, 
folglie*- 

{abcd)   =   —  tungäflc 
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3.  Wenn  die  Punete  A,  B,  C,  D  einer  Geraden  aus  uinem 
beliebigen  Punct  Ä  durch  die  Geraden  a,  h,  c,  d  anf  eine  Ge- 
rade nach  A',  B',  C,  D'  projicirt  worden,  so  ist  (1) 

(ÄSCTJ)   =   (abcd)   =   (A'B'G'D') 

Und  wonn  dieselben  Puncto  aus  S'  durch  die  Geraden  «',  h'.  c',  d' 
projicirt  werden,  so  ist 

{abcd)   =   {ÄBCII)   =   (a'b'c'd') 

Uoberhaupt,  wonn  dio  Seiten  eines  (ebenen  oder  unebenon) 
Polygons  in  je  einem  Punct  gelheilt  sind,  z.  B.  AB,  BC,  CD, 
DA  in  J^,  i,  M,  N,  und  wenn  aus  S  die  Puncte  A,  B,  K 
durch  die  Geraden  a,  b,  le  auf  eine  Gerade  nach  A',  B\  K' , 
die  Puncte  B,  C,  L  durch  die  Geraden  6,  c,  I  auf  eine  Gerade 
nach  B',   C,  L',  u.  s.  w,  projicirt  werden,  so  ist 

AKBLCMDN   _  sin  ak  sinbl  sin  cm  sindn   _    A^K'  B'L'  C'M'  D'N' 
BKCL  DMÄN  ^  sinSifc  Sinei  sindmsinon   ~    B'K' C'L' i)'M' A'N' 

Und  wenn  die  Puncle  A,  B,  K,  . .  aus  &'  durch  die  Geraden 
a  ,  h',  k',  . .  projicirt  werden,  so  ist 

Sinai!  AK        _    sina'fc' 

sin6£  ■  ■  BS  "  sinFS'  "  " 

Vcrgl.  §.  4  und  Trigon.  §.  7, 


4.  Die  Seiten  BC  und  DA,  AB  und  CD,  und  die  Diago- 
nalen AC  und  BD  des  planen  Vierecks  ABCD  enthalten  3  Paare 
von  Puneten  einer  beliebigen  Geraden  der  Ebene  F  und  F', 
&  und  G',  H  und  ß',  welche  in  Involution  sind  (Desarodbs. 
Vergl.  Trigon.  §.  7,  19).  Denn  man  hat  bei  Projeclion  der  Ge- 
raden AC  aus  D  und  B 

(DA,  DC.  DB,  DH)   ==   {BA,  BC,  BD,  BH) 
also    auch     [F'G'H'H)    =    [FGIl'li]   =    [FGHil')   u.  s.  w. 
(§■5). 

Ebenso  ergiebt  sjt^h  bei  gegenseitiger  Vertauschung  von 
l'unclen  und  (Geraden  der  SatK: 
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Die  Sehnittpuiicte  be  und  Oa,  ab  und  cd,  ae  und  bd  des 
planen  Vierseils  ahcd  enthalten  3  Haare  von  Geraden  eines  be- 
liebigen Puncles  der  Kbene  /  und  /',  g  und  g\  h  und  h', 
welche  in  Involution  sind  d.  h.  [fgkk')  =  [f'g'h'k]  u.  s.  w. 

5.  Zwei  Figuren  ABC  . . ,  A'B'C'  . .  werden  perspecti- 
visch  (hei  Steiner,  homnlhfilisch  bei  Chasles)  genannt,  wenn 
die  Geraden  a,h,  , . ,  auf  welchen  die  Chorden  der  entsprechen- 
den Puncte  AA',  BB',  ..  liegen,  einen  Punct  gemein  haben, 
so  dass  die  beiden  Figuren  derselben  Figur  abe  , .  eingeschrieben 
sind.  Die  Figur  abc  . . ,  deren  Elemente  Gerade  sind,  gegen- 
über dem  Polygon  ABC  . . ,  dessen  Elemente  Punete  sind,  mag 
wo  es  nöthig  seheint  ein  Polygramra  (Vielseit)  genannt  wer- 
den, und  zwar  centrisch  (Büschel),  wenn  die  Geraden  einen 
Punct  gemein  haben.  Ebenso  werden  die  centrisehen  Figuren 
abc  .  .  ,  a'b'c'  .  .  ,  welche  beide  die  Figur  ABC  .  .  aus  5,  ä' 
projiciren,  perspeetiviseh  genannt. 

Wenn  zwei  collineare  gerade  Figuren  (§.  4)  die  eine  aus  S 
durch  die  Geraden  a,  b,  c,  . . ,  die  andre  aus  S'  durch  die 
Geraden  o',  b',  c,  . .  projieiri  werden,  so  heissen  auch  die 
Figuren  abc  . . ,  a'b'c  . ,  collinear  [projeelivisch  nach  Steiner, 
horaographisch  nach  Chasles)  ,  in  Betracht  dass  das  Doppelver- 
hältniss  von  je  4  Geraden  der  einen  Figur  dem  Doppel verhaltniss 
der  entsprechenden  Geraden  der  andern  Figur  gleich  ist. 

Wenn  demnach  zwei  gerade  Polygone  oder  zwei  plane  cen- 
trische  Polygramme  perspeetiviseh  sind,  so  sind  sie  collinear. 
Dabei  ist  in  dem  einen  Fall  der  Schnittpunct  der  beiden  Ge- 
raden, in  dem  andern  Fall  die  Gerade  der  beiden  Centren  tau- 
tolog  [sieh  selbst  entsprechend). 

6.  Wenn  in  den  coUinearen  geraden  Polygonen  ABC  .., 
A'B'C  . .  der  gemeinschaftliehe  Fund  R  ihrer  Geraden  tautolog 
ist  d.  h.  [AB  OB]  =  [A'B'C'B],  so  sind  die  Figuren  per- 
speetiviseh d.  h.  die  Gerade  CC  enthalt  den  Schnittpunct  S 
der  AA',  BB'.  Waren  SC  und  SC'  verschieden,  so  wiiren 
{SA,  SB,  SC,  SR]  und  [SA',  SB',  SC',  SR]  verschieden,  also 
auch  [ÄBCR]  und  {A'B'C'B)  verschieden. 
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Wenn  in  den  <.  Ihnearen  phnen  lentrischen  Poljpraiiuiit'n 
abc  ,,,  a'b'c'  .,  die  derdde  r  der  Cenlren  lautolog  ist  d.  h. 
[aber]  =  [a'b'c'r],  SO  Sind  die  Figuren  perspectivisch  d.  h.  der 
Schnillpunct  cc'  liegt  auf  der  Geraden  s  der  aa\  bb'.  Wdreii 
sc  und  sc  verschieden  so  wdren  [sa,  sb,  sc,  sr)  und 
[sa,  ab',  sc',  sr)  verschieden  n!bo  auch  [aber)  und  (a'b'c'r) 
verschieden. 

Zwei  collineare  Figuren  der  nngegehenen  Arl  werden  per- 
spectivisch, wenn  ein  Flemtnt  [Punct  Geiade]  der  einen  Figur 
mit  dem  entsprechenden  Element  der  andern  vereinigt  wird, 
wozu  in  dem  einen  Fall  eine  Trinslalion  in  dem  andern  Fall 
eine  Rotation  und  eine  Translation  der  einen  Figur  genügt. 

■4.  Die  eüllinenren  Puncle  TAB  .  .  ,  TA'B'  ..  von  t\\e\ 
Geraden  sind  perspectivisch  (6):  die  Chorden  AA' ,  BB',  .. 
haben  den  Punct  S  gemein,  den  unendlichfernen  Poncten  der 
beiden  Geraden  entsprechen  die  Puncte  Q.',  P,  so  dass  das 
Viereck  TPSQ.'  ein  Parallelogramm  ist.  Wenn  der  Winkel  der 
beiden  Geraden  verändert  wird  und  Q'  einen  Kreis  beschreibt, 
dessen  Centrum  T  und  dessen  Radius  TQ,',  so  beschreibt  S 
einen  gleichen  Kreis  um  das  Centmm  P.  Nach  der  Vereinigung 
der  beiden  Geraden  sind  S,  T  die  tautologen  Puncte  der  beiden 
collinearen  Figuren.     Siereom.  §.  5,  9. 

Die  collinearen  Geraden  («6  ,.,  ta'b'  . .  von  iswei  Puncten 
S,  S'  sind  perspectivisch:  die  Schnittpuncte  aa',  bb',  ..  liegen 
auf  der  Geraden  s,  der  Geraden  p,  welche  den  unendlichfernen 
Punct  der  a  enthält,  entspricht  die  parallele  Gerade  p'.  Wenn 
der  Punct  S'  auf  der  Geraden  (  fortschreitet,  wahrend  p'  mit 
p  parallel  bleibt,  so  bleibt  s  mit  ihnen  parallel.  Nach  der  Ver- 
einigung des  S'  mit  S  liegt  p'  mit  s  auf  p,  und  a,  t  sind  die 
tautologen  Geraden  der  beiden  collinearen  Figuren. 

8,  In  den  collinearen  Geraden  «6c  . . ,  a'b'c'  . .  der  Puncte 
S,  S'  giebt  es  einen  rechten  Winkel  ef  der  einen  Figur,  dem 
ein  rechter  Winkel  e'f  der  andern  Figur  entspricht  (Steiner 
syst.  Entw.  9) .  Wenn  die  zweite  Figur  so  bewegt  worden  ist, 
dass  die  beiden  Figuren  perspectivisch  sind,   und  die  Schnitt- 
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puncto  aa,  66',  cc' ,  ..  auf  der  Geraden  s  liegen  (6),  so  giebt 
es  einen  bestimmten  Kreis,  der  durch  die  Puncte  S,  S'  geht 
und  dessen  Centrum  auf  der  Geraden  «  liegt.  Dieser  Kreis 
schneidet  seinen  Diameter  s  in  E,  F  so,  dass  ESF,  ES'F  die 
entsprechenden  rechten  Winkel  sind.  In  dem  besondern  Fall, 
dass  die  Strecke  SS'  von  der  Geraden  s  normal  halbirt  wird, 
giebt  es  eine  Serie  von  Kreisen  der  geforderten  Art  und  eine 
Serie  von  entsprechenden  rechten  Winkeln, 

Wenn  dem  rechten  Winkel  ef  der  einen  Figur  der  lechli' 
Winkel  e'f'  der  andern  Figur  entspricht,  so  ist  (abef)  =  \a'b'e'f  ] 
d.  h.  (2) 

lang««  :  tangeft   ^   cQ\,f'a,'  -.  cnifh' 
tangea  lang/''»'  =-   tang«6  tangf  6    =^  .  .  . 

Wenn  ausserdem  dem  rechten  Winkel  gh  der  einen  Figur 
der  rechte  Winkel  g'h'  der  andern  Figur  entspricht,  so  ist 
[efg!i)  =  [e'f'g'h')  d.  h.  tjmg^ej  ^  tang^e'^'.  Daher  sind 
die  Figuren  efg  . . ,  e'f'g'  . . ,  also  auch  die  gegebenen  Figu- 
ren ahc  ..,  a'b'c  . .  gleich  und  ähnlich  eines  Sinnes  oder 
nicht  eines  Sinnes,  so  dass  jedem  rechten  Winkel  der  einen 
Figur  ein  rechter  Winkel  der  andern  entspricht. 

Die  Figuren  abo  . . ,  a'b'c'  . .  werden  von  einer  Geraden 
in  A,  B,  C,  . .,  A',  B',  C,  , .  so  geschnitten,  dass  die  Figuren 
ABC  . . ,  A'B'C  . .  coUinear  sind.  Die  tautologen  Puncle  5,  T 
der  letztern  [§.  5)  bestimmen  die  tautologen  Geraden  s,  t  der 
erstem,  so  dass   [aast)  =   [bh'st]. 

9,  Wenn  den  Geraden  a,  ö,  c,  , ,  eines  Puncles  O  die 
Geraden  a',  b',  c',  ,,  desselben  Puncles  so  entsprechen,  dass 
mit  2  Paaren  aa',  bb'  jedes  der  tlbrigen  Paare  cc',  ..  in  In- 
volution ist  (4),  so  sind  die  Figuren  abc  ..  a'b'c' . .  und 
a'b'i:' . .  abc  ..  coUinear,  und  je  3  Paare  der  entsprechenden 
Geraden  in  Involution  (§.  6).  Die  Paare  aa',  bb',  . ,  haben  auf 
einer  beliebigen  Geraden ,  die  den  Punct  0  nicht  enthält,  die 
Paare  von  Puncten  AA',  BB',  . . ,  von  welchen  je  3  in  Invo- 
lution sind. 

Die  Kreise  AA'O,  BB'O  haben  ausser  dem  Punct  O  einen 
Kweilen  Punct  P  gemein.  Die  Gerade  OP  hat  auf  der  Geraden 
AA'  den  Punct  M,  si>  dass 
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MO  .  MP  =   MA  .  MÄ'  -=   MB  .  MB' 

Daher  bildet  M  mit  dem  unendliehferncn  Puiicl  der  AA'  ein 
Paar  (§.6),  so  d^ss  MÄ.MÄ'  =  MB  .  MB'  =  MO.MO'  ^  ... 
Folglich  enthalten  auch  die  Kreise  CC'O,  . .  den  I'unct  P.  Der 
Kreis  OP,  dessen  Cenirum  auf  der  Geraden  AA'  liegt,  schneidet 
die  Gerade  AA'  in  E,  E',  so  dass  ME .  ME'  =  MO .  MF  und  das 
Paar  EE'  mit  den  Paaren  AA',  BB',  also  das  Paar  ee',  dessen 
Gerade  einen  rechten  Winkel  liildcn,  mit  den  Paaren  aa',  bb' 
in  Involution  ist.  Demnach  i;;icbl  es  ein  Paar  ee',  dessen 
Gerade  normal  au  einander  sind;  auch  in  dem  Fall,  dass 
M  unendlichfern  ist,  wobei  die  Strecken  AA',  BB',  ..  con- 
eentrisch  sind. 

Wenn  die  beiden  Winkel  AOA'  und  BOB'  recht  sind,  so 
ist  die  Gerade  AA'  ein  Diamelcr  der  beiden  Kreise,  ku  welchem 
die  Puncte  O,  P  symmetrisch  liegen.  Daher  ist  die  Gerade 
AA'  auch  ein  Diameter  der  Kreise  CC'O,  . .  d.  h.  wenn  2  Paare 
rechtwinkelig  sind,  so  sind  alle  Paare  rechtwinkelig. 

Aus  der  Gleichung  [abee)  =  (a'b'e'e)   folgt  (3) 

(tang^a  :  t8nge6)(tangea' ;  taageb')   ^   1 
tangeo  tsogea'  =   tangefe  tangeft'  ^   .  . 

Wenn  aa'  =  ^jc,  so  ist  tangea  tangea'  ^  —  tangca  cotea 
=  —  1 ,  u.  s.  w.   Je  drei  rechtwinkelige  Paare  sind  in  Involution. 

Durch  die  taulologen  Puncte  S,  T,  deren  jeder  mit  sich 
selbst  ein  Paar  bildet,  welches  mit  je  zwei  Paaren  AA'  und 
BB'  in  Involution  ist,  gehn  die  tautologen  Geraden  s,  t,  deren 
jede  mit  sich  selbst  ein  Paar  bildet. 

Vergl.  Chasles  Äp.  hist.  note  40.  Göom,  sup.  c.  H.  Steinkb 
Vorlesungen  von  Schröter  §.  17. 

10.  Doppel  Verhältnisse  von  je  4  Puncten  einer  Goraden,  und 
Producle  der  Verhältnisse,  nach  welchen  die  Seilen  eines  Poly- 
gons in  je  einem  Punct  getheilt  sind,  sowie  Functionen  solcher 
Grössen  heissen  projectiv  (nach  Poncelrt  propr.  proj.  5  ff,), 
weil  sie  ihre  Werthe  behalten,  wenn  für  die  Strecken  der  Figur 
die  Sinus  der  aus  einem  beliebigen  Punet  die  Strecken  pro- 
jicirenden  Winkel  gesetzt  werden,  oder  für  das  gerade  Viereck 
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und  für  das  l'olygon  eine  Figur  derselben  Art,  die  mit  dfir  2.c- 
f-ebenen  Figur  perspectivisch  ist. 

In  dem  geraden  Viereck  ABCD  ist  das  Doppel verhaltniss 
[ABCD)  projecliv.  Wenn  diese  Puncle  aus  einem  Pun et  durch 
die  Geradon  a,  b,  c,  d  projicirl  werden,  und  zwar  auf  eine 
inil   d  parylk'le   Gorade  nach  A' ,  B',  C,  qo  ,    so    ist   (Trigon, 

§■  ',  9) 

{ABCD)   =   (abcd)   =   {A'B'C'^)   •=  A'C  :  B'C 

Wenn  die  Seiten  eines  Dreieelts  BC,  CA,  AB  von  einer 
Geraden  in  F,  G,  II  E^eschnitten  werden,  so  ist  das  Tripelver- 


projeeliv.  Man  projicire  die  l'igur  aus  einem  Puncl  des  Riiunics 
S  durch  Gerade  auf  eine  Ebene,  die  mit  SFG  parallel  ist,  nach 
A'B' . . .  Dann  ist  B'F'  :  C'F'  ==  1 ,  weit  F'  unendlichfern, 
u.  s.  w.,   also  hat   das  Tripel  verhaltniss  den  Werth  i   (Trigon. 

§.7,  6). 

In  dem  planen  Viereck  ABCD  schneiden  sich  die  Geraden 
AB  und  CD  in  K,  BC  und  AD  in  L,  CA  und  BD  in  M, 
CA  und  KL  in  N,  AB  und  LM  in   0,  so  dass 

Man  projicire  die  Figur  aus  S  durch  Gerade  auf  eine  Kbene, 
die  mit  SKL  parallel  ist,  nach  AB'  . .  .  Dann  ist  A'B'C'D' 
ein  Parallelogramm  mit  dem  Centrum  M',  weil  K\  L'  unend- 
lichfem  sind.     Folglich  u.  s.  w.  (Trigon.  §.  7,  5  und  M). 

Auf  einer  Geraden  sei  die  Gruppe  der  Puncte  Q,  die  rate 
Polare  der  Gruppe  von  n  Pun  den  R  für  den  Punct  P  (§.  8). 
Diese  Relation  der  P,  Q,,  R  ist  projecliv:  sie  besteht  Cur  die 
Sinus  der  projieirenden  Winkel  und  für  die  Projeeliunen  der 
1  Puncte  /'',   Q, ,  R'  auf  einer  Geraden, 
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Coordinaten  eines  Punctes  der  Ebene. 


§.  14.     Parallele  und  polare  Coordinaten 
eines  Pnnetes. 

1.  Die  Ebene  wird  durüli  Kwd  ihrer  (Ifiniden  x,  y,  die 
sich  in  dem  Punct  0  schneiden,  in  i  Felder  getheilt.  Nach 
Festsetzung  der  positiven  Richtung  für  jede  von  beiden  Geraden 
werden  die  Puncte  der  beiden  Geraden  durch  ihre  von  dem 
gemeinschaftlichen  Anfang  O  anfangenden  Abscissen  bestimmt 
(§.  1).  Ein  andrer  Punct  P  der  Ebene  wird  durch  die  Parallele 
der  y  auf  die  Gerade  x  nach  A^  durch  die  Parallele  der  x  auf 
die  Gerade  y  nach  B  projicirt,  und  durch  die  Projectionen  A,  B 
eindeutig  bestimmt  als  Gegenpuncl  des  0  in  dem  Parallelo- 
gramm BOAP.  Wenn  A  auf  der  Geraden  x  die  Abseisse 
OA  ^  X,  B  auf  der  Geraden  y  die  Abscisse  OB  =^  AP  =  y 
hat,  so  heissen  von  den  beiden  Abscissen  die  ei'Ste  die  Ab- 
scisse, die  andere  die  Ordinate  des  Punctes  P,  und  der 
Punct  P  wird  durch  x\y  bezeichnet.  Beide,  Abscisse  und 
Ordinate,  heissen  Coordinaten  des  Punctes  in  Bezug  auf 
die  Geraden  x,  y  (Coordinatenaxen,  Fundamentallinien),  welche 
den  Anfang  (Nullpunct)  0  der  Coordinaten  gemein  haben,  und 
zwar  parallele  Coordinaten  (gemeine,  C artesische] ,  weil 
die  eine  mit  x,  die  andre  mit  y  parallel  ist;  rechtwinke- 
lige (orthogonale]  in  dem  Fall,  dass  ihr  Winkel  recht, 
xy  =  ^jc  ist. 

Der  Punct  0  hat  die  Coordinaten  OjO,  der  Punct  A  hat  die 
Coordinaten  x\Ü,  der  Punct  D  hat  die  Coordinaten  0|y.  Ein 
Punct  des  Winkels  xy  hat  positive  Coordinaten,  ein  Punct  des 
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Scheitelwinkels  hat  negative  Coordinaten,  die  Coordinaten  eines 
Punctes  des  Nebenwinkels  sind  nicht  eines  Zeichens. 

Die  Puncte  gleicher  Abscissen  liegen  auf  einer  Parallele  der 
y,  die  Puncte  gleicher  Ordinate»  liegen  auf  einer  Parallele  der  x. 
Die  Ghorde  der  Puncte  a\b  und  a]  —  b  ist  parallel  mit  y  und 
wird  von  ichatbirt.  Die  Puncle  a\b  und  b\a  liegen  symmelrisch 
zu  der  Halbirenden  des  Winkels  xij. 

2.  Allen  realen  Coordinaten  x,  y  entspricht  eine  Doppel- 
serie (üweifach- unendliche  Mannigfaltigkeit)  von  Punuten  der 
Ebene.  Jedem  realen  Pjmct  ist  eine  Doppelserie  von  nicht 
realen  (imaginären)  Puneten  beigeordnet.  Ein  Paar  conjugirte 
imaginäre  Puncte  heissen  insbesondere  solche,  deren  Coor- 
dinaten beide  conjugirt  eomplex  sind. 

Den  Coordinaten  x,  y,  welche  durch  eine  Gleichung  ver- 
bunden sind,  entspricht  eine  Serie  von  Puneten  d.  i.  eine  Linie 
der  Ebene,  Die  Gleichung  für  die  Coordinaten  heisst  die 
Gleichung  der  Linie.  Die  Classification  der  Linien  beruht 
auf  der  Classification  der  Gleichungen,  Wenn  /  eine  gegebene 
Function  der  a;,  y,  so  ist  a\b  ein  Punct  der  Linie  /  =  0  unter 
der  Bedingung,  dass  /^3e\  x  =  a,  y  ^  b  null  ist. 

Den  Coordinaten  x,  y,  welche  durch  2  Gleichungen  ver- 
bunden sind,  entspricht  ein  Punct  oder  eine  Gruppe  von  Puneten, 
der  Schnitt  von  2  gegebenen  Linien.  Wenn  /  und  g  Functionen 
der  X,  y  vom  mten  und  nten  Grade  ohne  einen  gemeinschaft- 
liehen Divisor  sind,  so  ist  der  Punet  (/  =:  0,  ^  ^  0)  »mdeulig 
bestimmt  und  die  Gruppe  enthüll  wn  conjugirte  Puncte,  real  oder 
nicht,  in  endlicher  oder  unendlicher  Ferne,  gesondert  oder  nicht 
(Determ.  §.-11,5), 

Der  Punct  [/  =  0,  i?  =  0)  liegt  auf  der  Linie  /+  A?  =  0 
bei  beliebigem  l  (Lame  Examen  1818  p,  28).  Wenn  /  -h  A^  =  0 
ist  bei  allen  x,  y  (identisch  null) ,  so  sind  die  Linien  /  =  0  und 
3  =  0  congruent  wie  die  Gleichungen.  Und  wenn  /,  g,  li 
Functionen  der  x,  y  sind  der  Art,  dass  f  +  %g  -^  fik  =  ü  bei 
allen  x,  y,  so  ist  die  Linie  [ih  =  0  congruent  mit  der  Linie 
f^  lg  ^  Ü    und    enthalt    den   Punct    (/  =  0,  ^z  =  0).      Es 
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giebt  eine   Serie   von   Linien   /-t-%  =  0    en Isprech eiid   üllen 
realen  X. 

3<  Die  Bestimmung  eines  Punctes  einer  Flüehe  durch  2  Coor- 
dinalen  stammt  aus  früher  Zeil,  Man  bestimmte  einen  Punct 
der  Himmelskugel  durch  Azimuth  und  Höhe,  durch  Rectascen- 
sion  und  Declination,  durch  Lunge  und  Breite  desselben,  einen 
Punct  der  Erdoberfläche  durch  Liinge  und  Breite,  einen  Punct 
einer  bestimmten  Linie  der  Ebene  durch  eine  Gleichung  für 
seine  Coordinaten.  Die  Gleichungen  für  die  Kegelschnitte  -wer- 
den von  den  Mathematikern  der  Piaionischen  Schule,  von  Archi- 
HBDES  Gon.  et  Sph.  4  u.  A.  angewendet.  Von  Apollosius  werden 
TSTayfievüjg  xatfjyfisvai  (ordinatim  applicalae)  definiri  und 
anoTE(ivoiisvaL  (absuissae)  auo  t^s  dictfthQOV  hnh  rwv  xti. 
%atriy(ievav  erwähnt  Con.  I,  20,  Der  erste  Ausdruck  ordinatim 
applicatae,  zunächst  noch  ohne  den  zweiten  abscissae,  hat  nach 
Einführung  der  Buchstabenrechnung  Verbreitung  erhalten  durch 
Descjibtes,  Fehmat,  Pascal,  und  wurde  von  Ferhat  durch  Appli- 
cate,  von  Ändern  durch  Ordinate  ersetzt.  Abscisse  und  Ordi- 
nate sind  von  Leirmü  Acta  Erud.  1692  Coordinaten  genannt 
worden.     Vergl.  Leipziger  Berichte  1863  p.  1. 

4.  In  Bezug  auf  eine  den  gegebenen  Punct  0  enthaltende 
Fundamentallinie  x  wird  ein  Punct  P  der  Ebene  durch  den 
Winkel,  welchen  mit  x  die  Gerade  r  der  Strecke  OP  bildet, 
und  durch  die  auf  der  Geraden  r  von  0  anfangende  Abseisse 
eindeutig  bestimmt.  Der  Winkel  xr  =  &  heisst  nach  astrono- 
mischem Gebrauch  die  Anomalie,  die  Abscisse  OP  ^  r  der 
Veetor  (radius  vector)  des  Punctes  P;  Anomalie  und  Vector 
werden  seit  dem  19ten  Jahrhundert  die  polaren  Coordinaten 
des  Punctes  P  genannt,  weil  der  fixe  Punct  0  der  Geraden  r 
von  Allers  her  ein  Pol  heisst.  Punete  gleicher  Anomalien  liegen 
auf  einer  Geraden  des  O,  Punete  gleicher  Vectoren  liegen  auf 
einem  Kreis,  dessen  Centrura  0  ist.  Der  Punct  d-\r  ist  von 
dem  Punct  d-  +  n\ —  r  nicht  verschieden  (§.  9,  3). 

Mit  den  rechtwinkeligen  Coordinaten  des  Punctes  P  stehen 
die  polaren  Coordinaten  in  einfachem  Zusammenhang  (|,  11). 
Man  findet 
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AP  -^  OFsinxr,       y  =  rsin» 
niid  uiDgekehrl 

Es  ergeben  sieh  zwei  um  n  verschiedene  !)■,  welchen  conlrUr- 
l^leiche  r  entsprechen:  in  beiden  Fällen  erreicht  man  denselben 
Puncl.  Der  Zusammenhang  Kwisehen  den  parallelen  Coordinaten 
und  den  polaren  Coordinaten  eines  Punctes  wird  in  iileichcr 
Weise  aus  §.  12  abgeleitet. 

5.  Der  Punet  P  kann  auch  in  Bezug  auf  2  Punete  0,  O' 
der  Geraden  x  durch  2  Anomalien  xr,  xr'  oder  durch  2  Vec- 
toren  r,  r'  bestimmt  werden,  eindeutig  im  ersten  Fall,  zwei- 
deutig im  andern  Fall.  Die  beiden  Anomalien  sowie  die  beiden 
Veetoren  sind  bipolare  Coordinaten  genannt  worden.  Ueber- 
baupt  tilnnen  irgend  2  von  einander  unabhängige  Functionen 
der  X,  y  als  Coordinaten  eines  Punctes  betrachtet  werden,  in- 
sofern gegebene  Werthe  der  beiden  Functionen  den  Punct  x\y 
ein-  oder  mehrdeutig  bestimmen.  Dazu  gehören  die  von  LAMfi 
u.  A.  gebrauchten  und  sogenannten  krummlinigen  Coordinaten 
eines  Punctes  z.  B,  die  elliptischen.     Liouv.  .1.  1833  t.  2  p.  147. 

Ausserdem  werden  3  gegebene  Functionen  der  x,  y,  inso- 
fern ihre  Proportion  den  Punct  x\y  bestimmt,  als  homogene 
(trimelrische)  Coordinaten  eines  Punctes  der  Ebene  gebraucht. 
Danu  gehören  Möbius'  barycentrische  Coordinaten  (trigonale, 
Dreieckcoordinaten)  und  Plücker's  trilineare  Coordinaten,  die 
von  jenen  nicht  wesentlich  verschieden  sind. 


§.  15.    Die  Coordinaten  einer  Strecke. 

1,  Der  Punct  P^  wird  durch  die  Paridlele  der  y  auf  x 
nach  Ä^,  durch  die  Parallele  der  x  auf  y  nach  Bi  projieirt,  und 
die  Coordinaten  0A{,  OB^  des  P;  werden  durch  Xf,  y,-  be- 
zeichnet. Dann  sind  A^A^  =  x^  —  x^  und  B^B2  =  y^  — Si 
coordinirte  Projectionen  der  Strecke  P^Pi  und  heissen  Coordi- 
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natcn  der  Strockü.  Wenn  die  Strecke  eine  Geschwindigkeit, 
Beschleunigung,  Kraft  bedeutet,  so  sind  die  Coordinaten  der 
Strecke  die  Gomponenteu  der  Geschwindigkeit  u.  s.  w.  nach  den 
Richtungen  a;,  y.  Die  Coordiuateo  des  Vector  OPj-  sind  von 
den  Coordinaten  des  Piineles  P,-  nicht  verschieden.  Wenn  AB, 
BC  mit  den  Geraden  x,  y  parallel  sind,  so  hat  AC  die  Coordi- 
naten AB,  BC.  Wenn  ÄBCD  ein  Parallelogramm  ist,  so  hat 
BD  die  Coordinaten  BA,  AD  A.\.  —AB,  BC. 

Gleiche  Strecken  einer  Geraden  oder  paralleler  Geraden  von 
derselben  positiven  Richtung  haben  gleiche  Coordinaten,  und  wenn 
zwei  Strecken  gleiche  Coordinaten  haben,  so  sind  sie  parallel 
und  gleich.  Daher  ist  eine  Strecke  durch  ihre  Coordinaten  ein- 
deutig bestimmt,  während  ihr  Anfang  unbestimmt  bleibt. 

3.  Eine  Strecke  wird  aus  ihren  Coordinaten  als  geome- 
trische Summe  derselben  eonstruirt  und  berechnet  (§.  12).  Wenn 
AB,  BC  parallel  und  gleich  sind  mit  den  Coordinaten  X,  T 
der  Strecke,  so  ist  AC  parallel  und  gleich  mit  der  Slreckc  X\Y 
der  Geraden  s,  und 

AC  :  AB  :  BC  =   sina;^  :  sins^  :  sina^s 

Man  findet  tanga;«  aus  sinccs  :  sin^y  ^=:  Y  :  Ä,  daher  zwei  um  7c 
verschiedene  ws,  denselben  entsprechend  conlriire  positive  Rich- 
tungen der  Geraden  s  und  contrare  W'erihe  AC,  also  in  beiden 
Fallen  dieselbe  Lage  des  Punctes  C  gegen  den  Anfang  A  auf  der 
Geraden  s.     Aus  der  Gleichung 

AC-^  ^   AB^  +  BC^ +  2AB  .BC<;oaxi/ 

erfährt  man  nur  die  Lüngc  der  Strecke  AC;  nachdem  ent- 
sprechend dem  Winkel  xs  die  positive  Richtung  der  Geraden  s 
bestimmt  worden  ist,  giebt  der  eine  Werth  der  Quadratwurzel 

den  Werlh  AC,  der  andre  nicht.  Bei  rechtwinkeligen  Coordi- 
naten ist 


Beispiele,     Das  Dreieck  der  Funde  2|3,    4|— 5,   — 3|  — 6 

hat   die  Seilen  2|  — 8,  ~7|— 1,   5[9    d.  i.  bei  rechtwinkeligen 
Coordinaten  ^^68,  /öO,  /106,  u.  s.  w. 
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Wenn  (ier  PuqcI  xy  von  den  l'micteu  2|3,  4|5,  6|1  gleiche 
Disliin/cn  hat  und  diu  Coordinaten  rechlwinkelig  sind,  so  ist 

(a:-2)=  +  [;,-3)^   =   {x  -  if  +  {y-i)i  =  (3,  _  6p  +  (;,  -  1)^ 

^  =  ¥'       y^\'        (^-2)^  +  (?-3)^  -   ^^,      U.S.W. 

Von  den  Strecken  X\T,  X'\Y',  ..  hat  die  geometrische 
Summe  die  Coordinalen  X -{■  X'  -i-  . . ,   Y  +  Y'  -^  . . . 

Wenn  die  Strecken  X'Y,  X'\Y'  normal  zu  einander  sind, 
so  ist  tanga;jf  t.T.ng3:s'+  1  =0  (§.11,2),  also  bei  rechtwinke- 
ligen Coordinalen 

XX'  +  YY'  ^  () 

3.  Parallele  Strecken  ha]>en  Coordinalen  derselben  Pro- 
portion, und  wenn  zwei  Strecken  Coordinalen  derselben  Propor- 
tion haben,   so  liegen  sie  auf  parallelen  Geraden  (vergl.  §.  11). 

Parallele  Gerade  s,  welche  denselben  unendlich  fernen  Pnnct 
enthalten,  werden  durch  die  Proportion  X  :  Y  der  Coordinaten 
einer  ihrer  Strecken  beslinnnt,  weil  sina^s  :  sinsy  [hei  recht- 
winkeligen Coordinaten  tanga;*)  den  Werth  Y  :  X  hat.  Die 
positive  Richtung  der  Geraden  a  wird  durch  freie  Wahl  des 
zweideutig  beslimmlen  Winkels  xs  festgesetzt.  Demnach  sind 
jr,  Y  homogene  Coordinaten  (§.  14,  5)  der  Richtung  (des 
unendlichfernen  Punctes)  von  parallelen  Geraden,  deren  eine  die 
Strecke  X\Y  enthalt. 


§.  16.    Drei  Punete  einer  fireradcM.    Schwerpunct 
Ton  Puncten  der  Ebene. 

1.     Wenn  die  Punete  F,  G,  Ji  einer  Geraden  die  Coordi- 
naten fl|0,  0|i,  f\ii  haben,  also  /■'  auf  x,  G  auf  ;/  liegt,  so  ist 

P  _  G_U  q    _   HF 

ä   ^  GF  b    ~    OK 
folglich 

p  q  GH+  UF 
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Wenn  diu  Puncte  fl|0,  0|6,  c\c  auf  einer  Geraden  liegen,  seist 


3.  Der  Puiict  P,-  habe  die  Coordinuten  AO^  =  x^,  OB^ 
=  iji.  Wenn  P^,  P^,  P^  auf  einer  Geraden  liegen,  und  wenn 
Pg  die  Strecke  P^P^  nach  dem  Verhällniss  ?.  theilt,  so  ist 

P,P3  :  P,P3  =  AtA^  :  A^A^   =  £,P,  :  P^B;,   =-  X     (g.  2) 

x^  —  x^   :  ^'3  —  X2   =  i/j  —  */,   :  ij-j—y^   =   3. 

a^a  —  xi  X)  —  jEj  ^1  —  Ixi  y,  —  Ay^ 

^3  -  !',    ^    ft  -  y.  *'   "      I  -  i  ^3   =      1  _  i 

3.  Die  Gleichung  für  die  Coordinalen  kann  gestaltet  wer- 
den wie  folgt, 

^düi  -y-A  +  ^An^  -Vi)  +^A'A  —  !/0  =  0 

j*,(aia  — a^a)  +  j,,{a;j  —  arj)  +  tfji^i  —  ar^)   =  0 

AiPi.AiAj  +  AjP^-AA+APa-A^ii   =  « 

(3'2!'3  — a^sys}  +  (a^ayi  — ^lya)  +  (a^iä'a  — «a!*!)   =   0 

11         1  1    I 

\x,       x.^       a^s  !   =  0 

I  'A     Vi     y^  ! 

Dieser   Gleichung  genügt  nach  Veränderung   der   3len    Colonuc 
das  System  fi  =  1  —  ^,  /i.t.,  ==  a.^  —  Xx.^,  fiy^  =  Si  —  ^ffa- 

4.  Wenn  die  6  Coordinalen  der  Gleichung  (2)  genügen,  so 
liegen  die  3  Puncte  auf  einer  Geraden.  Hätte  die  Gerade  P,7'j 
mit  der  Geraden  A^^P^  den  Punct  Q,  gemein,  der  durch  die 
Parallele  der  x  auf  y  nach  C  projicirt  wird,  so  wäre 

yl,  ^3  :  A^A^   ==   PtQ  :  PiQ   ^   B,C  :  B-^ü 

verschieden  von  B^B^    :  B^B^  gegen  die  Yoraus.sefzung.     Oder 
man  findet 

A^l'y  .  A-jA^  +  AiP.^  .  A^A,  +  A.jQ  .  A^A^   =  ü 
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Scliwerpunot  cto. 


Ä^P, .  A.A,   iiii^ht  mill, 


dass  der  l'uncl  H  yuf 


Mglicih  ^|Pi  .  -42^3  -I-  AjP^ .  ÄjÄy  ■+- 
gegen  die  Voraussetzung. 

Ebenso  folgt  aus  der  Gleichung  (1) 
der  Geraden  FG  liegt. 


Beispiel.  Wenn  auf  dv.v  Geraden  a:  die  Puncto  A,  B  die 
Abscissen  a,  6,  auf  der  Geraden  j  die  Punele  C,  D  die  Ordi- 
nalen c,  d  haben,  so  hat  die  Mitte  der  Strecke  AC  die  Cooi'- 
dinaien  ^n,  ^c,  die  Mitie  der  Slreete  BD  die  Goordinalen 
^6,  ^d.  Wenn  die  Geraden  BC,  AD  den  Punct  E  gemein 
haben,  dessen  Goordinaten  x,  y  sind,  so  hat  die  Mille  der 
Strecke  OE  die  Goordinalen  ^a;,  \y,  und  es  ist  (1) 


^    {y^C]{h-a) 


folglich 

d.  h.  (3)  die  Mitten  der  AC,  BD,  OK  liegen  auf  einer  Geraden. 
Planim.  §,  8,  5.  Durch  Cenlralprojection  der  Figur  ergiebt  sich: 
Wenn  ÄC,  BD,  OE  von  einer  Geradon  in  F,  G,  H  gotheilt 
werden,  und  wenn  FF'  mit  Aü,   GG'  mit  BD,   HH'  mit  OE 

in  Harmonie  sind,  so  liegen  F',  G',  II'  auf  einer  Geraden. 

5.     Als  Schwerpunet  [baryccntrum]    der  l'uncte  Kj.i', , 
«2  •  A 1  ■  •  ^^^  Ebene  wird  der  Punct  P  definirt,  dessen  Coor- 


sind  (§.2,5).     Wenn  a,  ■ 
System  von  Gleichungen 


welches  zu  erkennen  giebt,  dass  unter  den  Puncten  a.P,  w, 7', , 
«2 ,  Pj  1  -  •  jeder  der  Schwerpunet  der  übrigen  ist ,  und  dass 
die  Strecken  a.OP,  «i-OPi,  a^.OP^,  ..  parallel  und  gleich 
sind  mit  den  Seiten  eines  Polygons  [§.  19,  1),  weil  die  Strecke 
OP  die  Goordinalen  x,  y  hat,  u.  s.  w. 
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58  Cap.  III.    Coordinaten  eines  Punctes  der  Ebene. 

6.  Wenn  die  Punkte  0,  P,  P, ,  . ,  durch  parallele  Gerade 
von  beliebiger  Richtung  auf  eine  beliebige  Gerade  nach  N,  Q, 
Q|,  ..  projicirl  werden,  so  hat  OP  die  Coordinaten  iVQ, 
Q.P  —  NO,  u.  s.  w.   Also  erhült  man  nach  §.  12,  \  das  System 

c  .  A-ö  +  n, .  JVÖi  +  «5 .  jVÖ,  +  . .  =  0 
c{QP-I!0)  +  ß,($,P,  -  A'0)4-..  =  0 


«  ,  Wa  +  «1  .  JV'$,  +  a,  .  NQ^2  +  .  .   =   ü 
o.er+  H,  .Q,P,  +  ßs.^jP  +  ..   =   0 

welches  zu  erkennen  giebt,  dass  die  in  einem  beliebigen  Puncl 
N  der  Ebene  anfangenden  Strecken  a .  NP,  «, .  NP^ ,  a^ .  NP^ ,  . . 
pjirallol  und  gleich  sind  mit  den  Seiten  eines  Polygons.  Dem- 
nach ist  der  Schwerpunct  der  Puncte  a^.Pj,  a^.P^,  ..  unab- 
hüngig  von  den  coordinirtcn  Geraden  a;,  y,  auf  wolciie  seine 
Deßnition  Bezug  nahm. 

7.  Der  Schwerpunct  M  der  Puncte  et, .  Pj  und  «^ .  P<i 
theilt  die  Strecke  P^P^  nach  dem  Verhältniss  — «^  :  «i  (4), 
Der  Schwerpunct  der  Puncte  (o:, +  «2)^  und  «3.P3  ist  der 
Schwerpunct  der  Puncte  «,  .P,,  aj.P^»  "^a-^si  iQ^  theilt  die 
Strecke  MP^  nach  dem  Verhältniss  — «3  :  «j  -i-  «j,  U.  s,  w. 
Auch  hieraus  erkennt  man  die  Unabhängigkeit  des  Schwer- 
punctes  von  den  coordinirlen  Geraden,  auf  welche  seine  Defi- 
nition Bezug  nahm. 

Aus  dieser  Conslruetion  wie  aus  der  Definition  erkennt 
man,  dass  unter  der  Bedingung  «,  +  «2  +  . .  =0  der  Schwer- 
punct unendlichfern  in  bestimmter  Richtung  ist,  nämlich  in  der 
Richtung  [§.  15,  3) 

nia^i  +  a;9^ä  +  .  .  :  c,!/,  +  öjI/j  +  .  . 

Wenn  aber  unler  den  Puncten  «,  .P,,  v^^^.P^^  ..  jeder 
der  Schwerpunct  der  übrigen  ist,  so  ist  [5) 

a,x,  +  ojicj  +  .  .  =  0,       a,y,  +  «j^j  +  .  .  =  0 

Der  Schwerpuncl  solcher  Puncte  exislirt  nicht,  weil  die  ihn 
definirenden  Gleichungen  nicht  exisliren. 
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g.  16.   Dr(!i  Pancte  einer  Geraden.     Schwerpuucl.  etc.  59 

8.  Wenn  S  der  Schwerpunct  der  Puncte  a.Ä,  ß.B,  y.C 
und  0  ein  beliebiger  Punct  isl,  und  wenn  in  Biszug  auf  zwei 
beliebige  Gerade  des  0  die  Puncte  S,  A,  B,  C  die  Coordinalen 

'^ly,  ^\\'J\'  ^2ly2i  ^i\n  haben,  so  ist  (6) 

{a  +  ß  +  y)x   =   ax,+ßic-i  +  ya:.^,       [a  +  ß+y)'j  =   oyt+ßVi  +  yy^ 
folglioh 

=  («  +  /?+  J')(aa;|2  +  ßx,i  +  yx-i^)  —  (o3!,  +  ßX2  +  yx^)^ 
=   aß{Xi  -  a:,)a  +  ay(,X3  —  x,)^  +  ßyix^  —  x^f 

und  ebenso  für  die  Ordinalen.  Nun  sind  a;|y,  a^  —  a^Jj/j  —  i/u  •■ 
die  Coordinalen  der  Strecken  OS,  AB,  ..  und  unter  Voraus- 
setzung recbtwinkebger  Goordinülen  ai^-H^/'  ^  05^,  u.  s,  w. 
(§.15,2).  Also  findet  man  durch  Addition  der  beiden  Glei- 
chungen 

{a  +  ß+  y){a.ÜA-i  +  ß.OB^  +  y  .  Od)  -  [a  +  ß  +  y^üSi 
=   aß.  AB-'  +  ay.AC  +  ßy  .BC^ 

Ebenso  für  mehr  Puncle.  Laghaxgk  1783.  S.  Sleroom.  §.  1t, 
7  u.  8. 

9.  Jeder  Proportion  der  GoeHieienteu  a  :  ß  :  y  entsprichl  ein 
bestimmter  Punct  D  der  Ebene  ABC,  der  Sehwerpuncl  der  a  .  A, 
ß.B,  y.C  (7) ,  Daher  sind  a,  ß,  y  homogene  Coordinalen  des 
Punctes  Ö  {§.  14,5),  die  barycenlrischen  Coordinalen  des 
Punetes  in  Bezug  die  Fundamentalpuncte  A,  B,  C:  wenn  A, 
B,  C,  D  durch  parallele  Gerade  auf  eine  beliebige  Gerade  nach 
A',  B',  C,  D'  projicirt  werden,  so  ist  (6) 

a.A'Ä  +  ß.B'B  +  y.C'C^   {a  +  ß  +  y)D'D 

Insbesondere  werden  die  4  Puncto  auf  BC  nach  A^ ,  B,  C,  i), , 
auf  CA  nach  A,  B^,  C,  D^,  auf  AB  nach  A,  B,  C^,  Dg  pro- 
jicirt, so  dass 


a.A,A   = 

(a  +  ß  +  y)l\l> 

ß.B^B   == 

{a  +  ß  +  y)D,I> 

y.C,C^ 

{„  +  ß+y)D,D 
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60  Cap.  [il.    Cooi'dinaten  eines  Punctes  der  Ebene. 

Daher  erhiill  mao  für  i  Puniitu  der  Ebene 

oder 

DJ)       p'D        D,J)   _    D'D       D^D        B'D 
~Ä^A    ■    Ä'~Ä  '*"  B^B    '    B'II  "*"  ~C^C    '    C'C   ^   ^ 

Nun  sind  D^D  :  Ä,A  und  D'B  :  A'A  die  Verhällnisse,  nach 
welchen  DA  von  BC  und  der  beliebigen  Geraden  s,  auf  der 
A',  D'  liegen,  getheiJL  wird.  Bezeichnet  man  dieses  Doppel- 
verhaltniss  durch  (Z>,  A^  BC,  s]  u.  s.  w.,  so  ist  (Trigon.  §.  7,  12) 

{D,A,BC,a)  +  {D,B,CÄ,a)  +  {I),C,AB,s)  =  1 
10.     Für  den  lernet  E  gilt  die  analoge  Gleichung 

folglich  erhHll  man  durch  Subtraclion 

A^  (B,E-  ß,  /))  +  g  {E^E-  D,I>)  +  c;ö(^^-^  -  "= '') 

=  E'E—  D'D 

Nun  sind /J,E,|E,^—Ö,D,  Ü^E^\E^E  —  D.^D,  D.^E,lE.jE— D^D 
und  d'E'\E'E  —  D'D  Coordinaten  derselben  Strecke  DE.  Wenn 
diese  Coordinaten  rechtwinkelig  sind  d,  h,  A'A,  B'B,  C'C  die 
Distanzen  der  A,  B,  C  von  der  Geraden  s,  A^A,  B^B,  C^C  die 
Höhen  des  Dreiecks  ABC,  wenn  DE  auf  der  Geraden  p  und 
Z)jZ>,  D^D,  D^D,  D'D  auf  den  Normalen  /,  ff,  h,  n  der  Ge- 
raden BC,  CA,  AB,  s  liegen,  so  ist 

E,E—D,D  =   DEcofipf,      E^E  —  D.D  =   DEcospg 
E^E^DJ)  =  DEcosph,       E'E  — D'D   =  DEcospn 


Aus  dieser  Gleichung,   welche  Kronecker  1870  Borchardt  J,  72 

p.  IGO  gegeben  hal,  folgt  nach  §.  18,  1,  <iass  die  Strecken 
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§.  17.    Product  von  zwei  Strecken.  6t 

A'A       ,.  ,        B'B       ,  C'C       ^^  ,       , 

i;^^""^'    Ä^""^^'    c^c""^^-    -i""f» 

gleich  und  parallel  sind  mit  den  Seilen  eines  Viereeks  (üelerm. 
1876  §.  17,  4),  Die  trigonometrische  Gleichung,  durch  welche 
demnach  die  Distanzen  der  Puncte  A,  B,  C  von  einer 
Geraden  verbunden  sind, 

A'A  B'B 


tA'A\^  ,A'A  B'B 


ist   von  Salmon    I'lmie   curves  ISii'ä  c.  1    nnf  nndre   finindlagen 
gebaut  worden. 

Die  linke  Seite  der  Gleichunjn  ist  die  Summe  der  Qurnirale 

(A'A        B'B  „         C'C         .Aä       (B'B    .    ,         C'C    .    ,„V 

weil  coB/ircos/(/-^sin/^sinA/-=  oos(/i/  +  /</)  =  aosgh. 

r.  L   ■    -  ,  1  BC 

Dabei  ist  .  v  =  ^,57! >  u.  s.  w. 


.OS  Ar 

_  BC 

+  CA 

co^f<,  + 

.4iJ 

sinÄf 

2ABC 
-  AB  sin 

hf 

CiC 

§.  17.    Product  von  zwei  Strecken. 

1.  Die  Projection  einer  Strecke  ist  von  der  Summe  der 
Projeelionen  ihrer  Coordinaten  nicht  verschieden  (§,  15,  2). 
Wenn  daher  die  Strecken  AB,  CD  der  Geraden  r,  s  die  mit 
a:,  y  parallelen  Ooordlnalen  Ä\Y,  X'\Y'  haben,  so  ist 

ABcosrs  =  X  <'.caa:s  +  y  co^ya 
CJ>i:osxs  =  X'+Y'cosxi/,       CD  cos  >js  —  X'cosxij+Y' 


AB.CDcosrs  =  X[X' +  Y'coRxy)  +Y{X'a,sx,j  +  Y') 
=  XX'+  YY'+  {XY'+  X'Y)c(,^xij 
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62  Cap.  III.     Goordinaten  eines  Punktes  der  Ebene. 

Bei  rechtwinkeligen  Goordinaten  ist  d.;is  Prodiicl  A  B  .  CD  eos  rs 
aus  den  Coordinaten  der  beiden  Strecken  coiuponirl: 

AB  .CDaosrs  =  XX'+¥Y' 

Carnot  1803  G.  de  pos.  354.  Spuren  dieses  Satzes  finden  sich 
bei  EuiER  Ih.  motus  227  und  Laürange  Rotation  5  (Mein,  de 
Berlin  1773). 

Durch  die  Goordinaten  sind  die  Strecken ,  also  auch  der 
Cosinus  des  Winkels  ihrer  Geraden  bestimmt.  Bei  rechtwinke- 
ligen Goordinaten  sind  die  Strecken  X\Y,  Ji'\Y'  normal  ku 
einander  unter  der  Bedingung 

XX' +  ri"  =  0 

3.  Wenn  die  Puncte  A^  B,  C,  D  die  rechtwinkeligen  Goor- 
dinaten ^lo'     b\h',    clc',    dld' haben,  so  ist  A'  =  6  —  a,    Y  = 


AB.CDouf.i-s  =   ('(  ~a){d    -  ^  +  {1/ —  a  ) {<!' ^  c' ) 
iSun   ist 

2[b'-  a'){d'-<:')  =  id'-a'y  +  (e'^h')^  -  {c'-  a>  -  {d'-  b')i 
und   [d—a]-^  +  [d'—a'y  =  AFP,   u.  s.  w.,  folglich 

10    1       1      : 

2AB  .  CD  cosrs  —   AU'  +  BC       AC/i  ~  Bin   =   !   1      AC^     AI)i  j 
I   !      £Cä      BD-i  \ 

Auch  ist  (i—a)[rf—c)  =  i(ö-|.d— a  — c)2  — |[i_d_n  +  c)2, 
u.  s.  w.  Wenn  die  Mitten  der  AC,  BD,  IW,  DA  durch  F,  O, 
F',    G'  bezeichnet  werden    so  erhiilt  man 


Carnüt  1806  Sur  !a  rclation  27.   Vcrgl.  Itelerm.  g.  16,  1.    Trigon. 
§■  6,  7. 

3.     Durch    Projcclion    iiuf   die   Normale    der   r    erhiiU   man 

(§■12,3) 


yGoosle 


§.  17.  Pruduct 

^n  ist  (1 
Iglich 

^  15,  2) 

AB     _ 
sin  CC1J          ] 

AB.Cnsmrs  = 

{X¥'—  X'Y)sh,xif 

Wenn  z.  B.  OA,  OB,  auf  r,  s  liegen,  und  wenn  diu  Puncle 
Ä,  B  in  BcKUg  auf  die  beiden  durch  0  gehenden  Geraden  j;,  y 
die  Goordinaten  3^,|j/i,  x^lsj  haben,  so  isl  nach  §.  12,  4  die 
Fläche 

20AB  =   OA.OBsiars  ^   (x,;/,  ^  3>2ff,)smxi/ 

In  der  That,  wenn  OA,  OB  die  Coordinalen  0A'\A'A, 
OB'\B'B  haben,  so  isl  nach  §.  10,  2 

OJB  =  BOA'  +  OAA'  +  ABA' 

Nunisti?04'=  OA'B,  OAA'  ^  —  OA'A,  ABA'  =  —  A'BA 
=  —  A'B'A,  und  OA'A  -h  A'B'A  =  OB'A,  folglieh 

ÖJ£  =  OA'B  — OB'A  ~  I(xty2  —  x-iyt)s,mx3 

Vollendet  man  das  Parallelogramm  OA'AC-,  so  isl.  OB'A  =  OB'C 
^  —  OCb'  =  —  OCB,  folghch  erhält  man 

ÜAB  =  OA'B  +  OCB 

für  die  Dreiecke,  welclie  ß  mit  OA,   OA',  OC  bildel.    V».Ri(iNON 
1719.     l'laniin.  g.  %  8.     Detcnn.  |.  15,  1. 

4.  Wenn  der  Funct  1  die  Coofdinalen  a;, ,  y^  hat,  u.  s.  w., 
so  ist  das  doppelle  Dreieck  123  dividirt  durch  sina'!/  {X} 


Durch  Entwickelung  der  Delernünunle  nach  der  ersten  Goionne 
erhült  man 

123  =   032  +  031  +  012 

wie  §.  10,  2.     Wenn   die  Determinante  null  ist,   so  liegen  die 
Puncle  1,  2,  3  auf  einer  Geraden.     Vergl.  §.  16,  2. 
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Cap.  III.    Coordiiiiiten  eines  Puni^tes  der  Ehctic. 
Nach  der  erstüii  Colnniic  imUvickeU  ist 


üie  Adjunclen  a,  a,,  ..  verhalten  sich,  wenn  der  Punct  x\y 
durch  4  beneiehnel  wird,  wie  die  Flachen 

—  123  :  234  :  314  :  124 

Die  Determinante  ist  null,  wenn  die  lle  Colonne  durch  die  2le, 
oder  durch  die  3le,  oder  durch  die  4le  Colonne,  oder  durch 
eine  lineare  Form  der  3  iindern  Colonnen  (u^  ^  axf  ■+■  b^^  ■+■  c] 
ersel/.t  wird.     Daher  ist 

«     +  o,      +  a^      +  «3      ■=11 

ax  +  a,x,  +  B^a^a  +  «jS^b  =  U 

«.'/   +  "i!'!  +  "iVi   +  "im  =   (t 

au  +  a,u,   ■+  «51*2  +  «sMj  ^   LI 

d.  h.  der  Puiicl  x\y  ist  der  Sehwerpuacl  der  Puncte  ß,  .  1, 
02-2,  «3-3  [g.  IC,  5).  Die  lelzle  Gleichung  giebt  die  Haupt- 
eigenschaft des  Schwerpuneles  (§.16,6}  an.  Vergl,  unten  §.  29,  4. 

6.  Die  Fläche  des  Polygons  1S345  . .  ist  die  Summe  der 
Dreiecke  123,  134,  145,  ..  (§.  10,  4).  Wenn  die  Seite  12  auf 
der  Geraden  1  den  Werlh  Oj  hat,  u.  s.  w.,  so  ist  123  = 
i«.«2Siu12   (§.12,4). 

Bei  einem  Viereck  ist  13V  =  ioa"**  sin34.   Nun  ist  {g.  12,  3} 

a,  sinSI  +  a^  siii32  +  a^  sinSä  +  a,  SLn34  =  0 
d.  h.  «4  sin  34  =  «,  sinl3  +  «^  sin 23,  folglich 
134   =    jBirts  sinl3  +  J02B3  sin23 
Bei  eincui  Fünfeek  ist  145  =  ^a^a^sitii'ö,  und 
a,  sin41  +  a,  sin  42  +  O3  sin 43  +  «,  sin44  +  a^  sin45  =  0 
d.  h,  a,,  sin 45  =  a,  sinli  ■+-  a^  sin2i  +  13  sin 34,  folglich 
145   =  i«ia,  sUil4  +  ia^a^  sin 24  +  Jao«,  sin34 
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U.  s.  w.      Bezeichnet    man   djis   Product    «jO^sinlS    durcli   , 
11.  s.  w.,  so  erhalt  man  die  halbe  Flüche  eines  nEi;ks 


aiissedrUckl  durch  n  -  I  Seilen  und  <leroii  Winkel.  L'IIiruKH 
■178!)  Polygon,  p.  8. 

7.  Wenn  der  Punct  1  die  Coordinalen  x, .  y,  hiil.,  u.  s.  \\ ., 
so  isl  die  doppelte  Fläche  ]%i  dividiri  durch  sin  ary   ',}) 

M^^  -  ^,}  +  ä(.^.  -  ^,)  +  V,  i-'^.  -  .*.) 

Kbensn  sind  die  doppellen  Flächen  134,  145,  ..  dividirl  durch 
sin  x)/ 

!/;,(iei  —  !<:,)+ ^,{a::,  —  X,}  +  yt{x,  —  x,) 

u.  s.  w.  Durch  Addilion  findet  iiimi  die  doppelle  Flüche  ■Vi'.i'i 
dividirt  durch  sina^^ 

ni^i  —  «a)  +  ;h{^-2  —  ^i)  +,'/i(«j  — «i)  +  Vii^i  —  ^i) 
,  .,  ,     r  ,,  .       \  x^-  X,     m  —  m  I 

I   ^1  —  ^-i       Vi  —  V-i  I 

wie  oben  (3);  ferner  die  doppelte  Flüche  12345  dividirt  durch 
smxy 

y2{Xi  —  Xs)  +  1/3(^1  —  3^4)  +!/,(a^3— %)  -i-y-^iXi  —  Xi)  +  y,{x^—  x^) 

ü.  s.  w.  Die  Ordinate  jedes  Puneles  hat  ivian  mit  der  Dilfereiia 
derAbscissen  des  vorausgehenden  und  des  n  ichfolgenden  Punctes 
zu  multipliciren.  Dieselbe  Formel  wird  \Mnn  0  den  Anfang 
der  Goordinaten  bedeutet,  durch  Berechnung  der  Dreiecke  012, 
023,  034,  ..  erhalten.     Gauss  1810.     Veigl    Phmm   ^   10,6. 

8.  Die  Strecken  ^^1,  -4^2,  ..,  iJA,     bB^         liegen  auf 
den  Geraden  f,  g,  .. ,  /',  g',  ..,  die  Puiiete  A^,  ßj,  haben  die 
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(5fi  Cap.  III.    Coordinateri  eines  Punctes  dei'  Ebene. 

rechtwinkelif'en  Coordiiiiilen  o;|ii,  "ti/^t  «nd  das  Product 
AAj .  Bli^  mil  dem  Cosinus  des  Winkels  ilirer  Geraden  wird 
durch  c/i;  bezeichnet.  Wenn  die  Strecken  Einheilen  sind,  so 
ist  Cj2  =  cos,/;/',  u,  s.  w.  Wenn  die  Puncle  B  auf  die  Puncle 
A  fallen,  so  ist  C]^^  =  r,-^  und  '■,-;  =  AA{^.   Ueherhaupt  ist  (1) 

Die  Detei-niinanlen  der  coniponirten  Elemente  c  (Delerni.  g.  6,  \) 
sind 

I  c,,     cn    ■■■n  I  ]  oo*'/r'     '■■o^fy'     <^o^P''  I 

1    Cii      Cj.;      C^;,        =    »  COS!//"'      CüSff?'      cosj/i'  !    ^    ü 

I  cj,     i?j5     (?33  l  I  cosÄ/'     cosA</'     i;oshh' \ 

für  2mal  i  Puncto  und  für  tm-A  3  Geraden  der  lüiene,  und 

I     '■2^        C32     I  (02—11       &a    —  i     I  (     ß2  —    ß       A  —  /*    I 

Nun   ist  %AA^A.^  =  -4^,  .  -dÄjSin/i/,   u.  s.  \\.,   fciltilicli  aueli 

I  cos/r'     'i'^^fg'  i  .,.,,. 

I  cosy/'      cospif    I 

und  insbesondere  bei  xy  =  ^;r 

I  '^o^*^     «"^-"^  [   =  ,|„;-,, 
I  cosa^äf     cosOT  I 

Der  Ausdruck  des  Products  von  2  Dreiecken  dnreh  die  Deter- 
minante der  Elemenle  c  ist  von  Staubt  1842  auf  anderem  Wege 
gefunden  worden,    Vergl.  Trigon,  §,  6,  13  und  Delerin.  §.  16. 

9.  Wenn  man  das  Quadrat  der  Strecke  ^i^^  durch  i/,-^ 
lio/eichnet  und  den  Anfang  0  der  Cnordinalen  einführt,  in- 
dem man 


,  so  ist 


yGoosle 


§- 

iS.    Andci 

■e  Goorilinaten 

componirt  aus' 

1 

1             rt,- 

Daher  isl 

1  »^M     <ln      ■ 

1          1  '"" 

1     ",     ö,,  1  1   1 

\  rflo     rfn      ■ 

■      =      i"i 

i     «,     i,   1     1 

folglich 

2±A„„  ..  (1-,:,,   =  —  4(r  I  «'<)(('  1  a/0 

2:±d.,>  ..  <l,,   =   ■l{r\  «){(.!  «) 

+  -i(r  I  ?')(('  I  /^)  +  J['-«  ?'){!"/?)  +   1(1  ■'  ''){<'  "  ß) 

WHiin  zur  Ahkürüiing 


u.  s.  \v.  i^esol/,1  w\vi\.     Weilerc  Vorwerthuns;  dieser  Glcichuiii 
(indul  iii;in   Dclerin.  g.  IG,  11  tV. 


§.  18.    Andere  Coordinatoii  eines  Punctes. 

1.  Wenn  der  PuueV  P  die  Coordinulen  OQ,  ^=  x,  <XP  =  y 
und  0'  die  Goordinalen  OA  =  a,  AO'  ^=  b  hat*  und  wenn 
die  von  0'  anfangenden  (Koordinaten  0'Q,'^x\  Q'P  ^=  y' 
des  Puncles  P  mit  x,  y  parallel  sind,  so  ist  OP  die  i^eome- 
Irisehe  Summe  der  00'  und  O'P,  folgiicli  durch  Pi-ojeclion 

OQ  =  OA   +  ÄQ    ^  OA  -^  O'Q'  x   =   a  +  x' 

QF  =  QQ'+Q'P  =  AÜ'+Q'P  ./  =   6  +  ?/' 

Die  Einführung  der  von  dem  Pnnct  a.b  anfangenden  mit  a-.  y 
parallelen  Coordinalen  x',  y'  des  Puneles  P  (perBiulalio  coor- 
dinatarum  bei  Euler)  geschieht  durch  die Subslilulion  x  =  a-k-x\ 
y  =::  h  +  y' .     Durch  dieselbe  wird  eine  tjetiebene  l^'unclion  der 
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3';  y  (des  Piincles  x' y\  in  eiiiu  l'uncliün  der  x' ;  y  triinsfüi- 
mirl.  Dafier  heisst  bei  den  Neuem  die  Einführung  anderer 
Coordinalen  selbst  eine  »Transformation  der  Coordinaleno, 


3.  Wenn  P  die  Coordinalen  OQ  =  ar,  QP  ^  y  und  in 
andern  gegebenen  Richtun^eu  die  Coordinaten  0<X'  =  x', 
Q'P  =  y"  hat,  so  ist  OP  die  geometrische  Summe  sowohl  der 
X  und  y,  als  auch  der  x'  und  y'.     Wenn  OP  auf  der  Geraden 

s  lie^t  und  l  eine  heliebit-e  Gerade  ist,  so  erhiUt  man  (|.  12) 

OPi   =   3:2  +  yt  +  ja;^  eos3:?/  =    3:'^  +  /^  +  2 x' i/' cof. x' y' 

OP  sin  si  =  3:  sinaii  +  ywiyl  =  a:'^\nx'l  +  y'sm  y'l 

a^siniEy  =  x'ainx'y  +  y'siay'y 

ijsinxi/  =   x'sinxx'  +  i/sinxy' 

Durch  a-y,    a^x',  xy'  sind  die    übrigen   Winliel  hesliniml.      Nun 
ist  bei  den  Geraden  3-,  y',  1/,  x'  nach  §.  12,  3 


!  sins^rc':  sina;»/     sin a^y' ;  sinar^  |  sin«;/ 

Also  werden  bei  unverand  ilem  Anfnn_  s(  lU  dei  Cooidin  t  n 
x,  y  eines  Punetes  die  Ccoidnnteu  x  y  desselben  diduith 
eingeführt,  -dass  man  für  x  y  Imeiie  Formen  der  a.  y  sub- 
stituirt,  deren  Coefficienlen  von  2  beliebigen  \\  inkeln  ibhangen 
Die  Determinante  der  linearen  Formen  x  y  (der  bubslitution 
Delerm.  §.  8,  1  und  §.  1i  1)  ist  sm-c|/  smary  Durch  die 
Substitution  geht  a;^  +  i/*  +  2aj  cosjj/  übei  m  -c  +  t/  ^ 
+  äir'y'cosarV-  ^^  <i^i  neuen  werden  die  alten  Coordinaten 
berechnet,  und  umgekehrl. 

Wenn  insbesondere  xy  =  \if,   xx'  ^=   k,  xy   =  ß,   so  ist 
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und  die  Delürmmanle  der  SultsliluUon 

Anwendung.     Durch  Drehung  des  reohlon  Winkels  a-y  ui 
den  gegebenen  Winkel  xt  =  yu  erhalt  man 

x  ^  (  sinfj  +  M  sinw^  ^  (  cosic*  —  «  sina;* 
y  =  tf,iaxt  +  u&\nxu  ~   tsiaxt  +  u  cos  xt 

Wenn  xt  =^  \7i.  so  isl  sina:i  =^  eosxi  ^^  \   :  "[AS,  und 

In  der  That  isl  (  —  m  die  Hypotenuse  der  Calhelen  x  und  3 
und  (  +  M  die  Hypotenuse  der  Galhelen  y  and  y. 
Durch  diese  Substitution  wird  z.  B. 


f^^^  +  j,.-  saxy  =  i^^- VL_-^J1^  _  ,„(,,  ^  „., 


{t-uY  +  {t  +  uY 


Bei/=  0  hal  man   [b  =  3«   ;   V^) 

'^y  b  +  st 

VUi-  die  mit  x,  y  parallelen  Cooi'dinaten  kann  man  die  reelil- 
winkeligen  Coordinuten  einfuhren,  die  mit  den  llalbiretiden  des 
Winkels  3^  parallel  sind. 

3,    Wenn  durch  die  lineare  Subslitulion 
x&mx^  =  x'imx'ij  -^y'May'y,        ysiwxy  =  x' s\a  xx'  +  y\m  xy' 

deren  Determinante  £  =  sinary'  :  sina:^  ist,    die  quadratische 

Form  der  x,  y 

ax^  +  by^  +  Icx'j 

in  die  quadratische  Form  der  x\  y' 

Ax''^  +  By''^  +  iCx'y 
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traiisformirl  wird,  so  wird  die  quailrnlischo  Form 

ax'^  +  7»/ä  +  -lexi/  +  3.(x^  +  y^  +  'Ixy  noaxi/) 

l>ei  Jedem  ?.   Iraiisforiiiirl   in  die  quiidratisflic  Form 

Aj:'-i  +  By'-i  +  2C.r/:,'  +  l{x'^  +  </■'  +  2xY>:o!*xy) 

Die  DelermiiiiinU'  einer  quadralisdien  ForiTi  isl  inviirinnl  ^Deterni. 
§.  14,  3  und  §,  6,  i),  und  zwiir 

Nun  isl 

det  «a:^  +  .,  +  ;   .^■'  +  .,      =  ,  ,  ^       ,  \ 

\  c  +  l  cm^xy   b  +  ).  ! 

^   ob  —  ifi  +  X{i,i  +  h  —  'lo  iMSx'j)  +  i*  ^a\'^x>j 
folglieh 

AB  —  C^  +  ).{A  +  B  —  iC<:<i»x'y')  +  ?.Uin ':<■>'=   t'i[ah  -  c^  +  .  .] 

lici  jedem  X,  dalior 

AB  —  C'-   _   Ä  +  B  —  lü cosx'y'  ^  sin^y'   __     ^ 
ab  —  c2  a  +  h  —  2c  cosxi/  ün^xij 

AB  —  G^        ab  —  c»  A  +  B  —  2C  aosx'/         a  +  b  —  2ecQSXi/ 


Also    ist    nichl    nur  ab  —  c-   sondern    auch    a  +  6  —  2c  cosa.'i/ 
invariant.      Roolk  1848  {Salmon  Conics  185o  n"  162). 

4.  Wenn  überhaupt  die  Coordinaten  x,  y  des  l'unclos  P 
eindeutig  gegebene  Functionen  der  (,  w  sind,  und  wenn  (,  u 
in  Bezug  auf  zwei  beliebig  angenommene  coordinirle  Gerade 
die  Coordinalen  des  Puncles  M  sind,  so  entspricht  jedem  Punct 
Mein  Punct  P,  der  Figur  M^M^M^  ..  die  Figur  P^P^P^  .. 
nach  einem  gegebenen  Gesetz,  und  die  beiden  Figuren,  von 
denen  die  eine  als  ein  Bild  der  andern  betrachtet  worden 
knnn,  haben  eine  durch  die  Relation  der  Coordinaten  bestimmte 
Correlation  (Vei'wandtschoft) ,  Dabei  können  umgekehrt  einem 
gegebenen  Punet  x\y  mehrere  Puncte  tu  entsprechen,  so  dass  es 
mehrere  Figuren  M  giebt,  zu  welchen  die  Figur  P  dieselbe 
Correlation  hat. 
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Wenn  x,  y  ganze  Funclioncii  der  t,  u  insbesondere  ersten 
Grades  sind,  so  heisst  die  Correlation  der  beiden  Figuren 
Affinitat.  Stereom.  §.  5,  8.  Affin  sind  nicht-parallele  Plan- 
sehnilte  eines  Cylinders,  und  Ci-ahiaüt's  Figuren  »de  möme 
espece«.  Die  Afflnitüt  kann  mit  Aehnlichkeit  oder  mit  Gleich- 
heit (MöBius  bar.  Calcul  161  ff.)  verbunden  sein.  Eine  allge- 
meinere Art  der  Affinität  von  Figuren  hat  Möbids  18;14  Grelle 
J.  12  p.  109  aufgestellt. 

Wenn  p,  q,  r  Functionen  der  i,  u  ersten  Grades  sind  und 
X  ^  p  :  r,  y  ^  q  :  r,  so  heisst  die  Correlation  der  beiden 
Figuren  CoUinearitat,  weil  3  Puncten  einer  Geraden  der 
einen  Figur  3  Puncte  einer  Geraden  der  andern  Figur  ent- 
sprechen. MÖBIUS  bar.  Caleul  21711.  Grelle  J.1829  t.  4  p.  103. 
Collinear  sind  nichi-parallele  Planschnilte  eines  Kegels,  und  die 
Figuren  nejusdeni  generis«,  deren  Construetion  Newton  lehrt 
Principia.I  lemma  22  (nach  prop.  2i)  und  Enumeratio  V  (Gene- 
sis curvarum  per  umbrasj. 

Wenn  p,  q,  r,  p\  q' ,  r'  Functionen  ersten  Grades  der  (,  u 
sind  und 

pä;  +  qij  +  r  ^   D,      p'x  +  q';/  +  r'  ^  0 

so  ist  die  Correlation  der  beiden  Figuren  die  allgemeinste,  bei 
welcher  einem  M  ein  P  und  umgekehrt  eindeutig  entspricht. 
Magbüs  1832  Grelle  J.  8  p.  51,  Aufgaben  t.1  §§.  50.  51.  63.  Vergl. 
Steiner  syst.  Entw.  59,  II.  Wenn  zwei  Functionen  der  a;,  y, 
t.  u  null  sind,  so  entsprechen  im  Allgemeinen  einem  M  mehrere 
P,  einem  P  mehrere  M.  Vergl,  Weyr  Grelle  .1.  71  p.  18, 
73  p.  87. 

Wenn  die  CoordinaLen  rechtwinkelig  sind  und  (  eine  ima- 
ginäre Einheit,  w  =  (  -(-  lu,  z  =  a;  -t-  iy,  und  z  eine  gegebene 
Function  der  v,  so  entspricht  dem  Punct  M  ein  Punct  P  (sin- 
gulare Puncte  ausgenommen)  der  Art,  dass  das  Dreieck,  welches 
zwei  von  P  anfangende  Bogendifferentiale  bilden,  dem  ent- 
sprechenden Dreieck  ähnlich  ist  (AUg.  Arithm.  §.  31,  12),  dass 
also  die  W^inkel  der  einen  Figur  den  entB|>rechenden  Winkeln 
der  andern  Figur  gleich  sind.  Bei  dieser  Gorrelation  heissen 
die'Tiguren  in   den  kleinsten  Theilen  ähnlich,)  conform,   iso- 
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gonal.  Wenn  z.  lt.  2  der  v  umgekehrt  proporiioiiiil  ist,  so 
entsprechen  4  Puneten  eines  Kreises  der  einen  Figur  4  Puncto 
eines  Kreises  (ausnahmsweise  einer  Geraden)  der  andern  Figur, 
und  die  beiden  Figuren  heissen  homoeyelisch  (kr  eis  verwandt, 
MöBius  18S5.  Vergl.  Planim.  §.  14,  14).  Homo ej'clis che  Figuren 
z.  B.  eine  sphärische  Figur  und  ein  slereographisches  Abliild 
derselben,  sind  isogonal.  Die  Seekarten  Ghrhard  Mehcator's  1569 
sind  isogonale  Ahl>ilder  der  ErdoberQüche.     Stereom.  §.  5,  6. 


§.  ly.    Analytische  Geometri«. 

1.  Als  Element  des  Raumes  wird  zunächst  der  Punct 
betrachtet  und  durch  Coordinaten  bestimmt.  Der  Raum  von 
einer  Dimension  ist  eine  Linie,  von  der  man  einem  Punct  durch 
seine  von  einem  gegebenen  Punct  der  Linie  anfangende  Abscisse 
(oder  durch  2  homogene  Coordinaten)  bestimmt.     §§.  1  und  3. 

Der  Raum  von  2  Dimensionen  ist  eine  Flache,  von  der  man 
einen  Punct  durch  2  Coordinaten  (oder  durch  3  homogene  Coor- 
dinaten) bestimmt.  Einer  Gleichung  für  die  Coordinaten  (einer 
homogenen  Gleichung  für  die  homogenen  Coordinaten)  genügen 
die  Puncto   einer  bestimmten  Linie   (eine  Serie  von  Puneten) ; 

2  Gleichungen,  die  von  einander  unabhiingig  sind,  genügt  ein 
eindeutig  oder  mehrdeutig  bestimmter  Punct  (eine  Gruppe  von 
Puneten) . 

Im  Raum  von  3  Dimensionen  wird  ebenso  ein  Punct  durch 

3  Coordinaten  (durch  4  homogene  Coordinaten)  bestimmt.  Einer 
Gleichung  für  die  Coordinaten  genügen  die  Puncto  einer  be- 
stimmten Flache  (eine  Doppelserie  von  Puneten) ;  2  Gleichungen 
genügen  die  Puncle  einer  bestimmten  Linie  (eine  Serie  von 
Puneten) ;  3  Gleichungen  genügt  ein  Punct  (eine  Gruppe  von 
Puneten) . 

Ueberhaupt  kann  man  eine  mfache  Serie  (Mannigfaltigkeit 
von  m  Dimensionen)  einen  Raum  von  m  Dimensionen  nennen, 
von  welchem  ein  Element  (Punct)  durch  m  Coordinaten  (m  +  1 
homogene  Coordinaten)  bestimmt  wird.  Einer  Gleichung  für 
die    Coordinaten   genügen    die   Elemente    einer    {m  —  1 )  fachen 
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Serie,  %  Gleichungen  die  EleiueiUe  einer  [m  ■—  2)  fjiohcii  Seiüe, 
u.  s.  w.  Vergl.  Cmlev  1845  Cumbr.  math.  J.  l.  i,  Cauciiy  1847 
C.  R.  t.  24  p.  885,  u.  Ä. 

3.  Im  Haiim  von  2  Dimensionen  gehört  zu  einer  Gleichunu; 
gegebenen  Grades  für  die  Coordiniilen  eines  Punetes  {Eleinen- 
largleichung)  eine  Linie  desselben  Grades,  die  selbst  als  Ele- 
ment dieses  Raumes  betrachtet  werden  kann.  Die  Linie  als 
Element  ist  wie  die  Gleichung  durch  die  Proportion  der  Coeffl- 
eienten  der  Gleichung  eindeutig  bestimmt:  also  sind  die  Coeffi- 
eienlen  der  zu  Grund  gelegten  Gleichung  homogene  Coordi- 
naten  der  Linie  [des  Elemente). 

Im  Raum  von  3  Dimensionen  gehört  zu  einer  Gleichung 
gegebenen  Grades  ftir  die  Coordinaten  eines  Puncles  {Elemen- 
targleichung) eine  Fläche  desselben  Grades,  die  selbst  als  Ele- 
ment des  Raumes  betrachtet  werden  kann.  Die  Fläche  als 
Element  ist  durch  die  Proportion  der  Goefficienten  der  Elemen- 
targleichung eindeutig  bestimmt:  also  sind  die  Coefflcienten  der 
Elemenlargleichung  homogene  Coordinaten  der  Fläche 
(des  Elements).  In  demselben  Raum  gehört  zu  einem  System 
von  2  Gleichungen  für  die  Coordinaten  eines  Punetes  (Elemen- 
larsystem)  eine  Linie,  die  selbst  als  Element  des  Raumes  be- 
trachtet werden  kann:  die  Coefflcienten  des  Elementarsystems 
sind  dann  Coordinaten  der  Linie  (des  Elements), 

Wenn  das  Element  des  Raumes  n  homogene  Coordinaten 
hat,  so  genügt  einer  homogenen  Gleichung  ftir  die  Coordinaten 
eine  {n  —  2) fache  Serie  von  Elementen,  2  Gleichungen  eine 
[n  —  3) fache  Serie,  .,,  n — 1  Gleichungen  eine  Gruppe  von 
Elementen. 

3.  Serien  von  Linien  und  Flachen  sind  von  Desargl'ks  1639 
in  Betracht  gezogen  worden,  und  zwar  die  Geraden  eines  Puncies 
und  die  Ebenen  einer  Geraden  [welche  den  Punct,  die  Gerade 
enthalten)  unter  dem  Namen  ordonnance  de  lignes,  de  plans 
(Rrouillon-projet  ed.  Poudra  p.  104),  Serien  von  Geraden  einer 
Ebene  sind  es,  welche  eine  Gurve  bertihren  [die  Envcloppe 
der  Serie) ;  insbesondere  die  Normalen  einer  Curve,  welche  die 
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Evoliile  der  Curve  l»erUhren  (Huvgens  1673  Hoi'ol.  oscill.  111). 
Die  Lichtstrahlen  eines  Punctes  berühren  nach  einer  Reflexion 
eine  Catacaustica,  mich  einer  Refraction  eine  Diacaustica  (Hutgehs 
1678,  TscHiRNHAusEW  1682,  Job.  Bernoulli  1692.  Vergl.  Kl%el 
m.  \V.  t.  1  p.  15). 

Eine  Serie  von  Cnrven  als  Tangenten  einer  Curve  (der 
Envfioppe  der  Serie)  ist  von  Leibsiz  Acla  Er.  1692  und  169i 
hinitugeftigt  worden.  Die  Curven  (Elemente)  der  Serie  sind  als 
die  parlieularen  Integrale ,  die  Enveloppe  als  das  singulare  In- 
tegral einer  Differentialgleichung  erkannt  worden  von  L*ur*n«e 
M6m.  de  Berlin  1774  p.  198.  Eine  Serie  von  Flüchen  als  Tan- 
genten einer  Fläche  und  den  Namen  Enveloppe  verdankt  man 
MoNtiE  1795  Appl.  §.  6.  Eine  Serie  von  Kreisen  durch  2  Puncto 
ist  von  Gaultier  1812  [Planim.  |.  14,  6),  eine  Serie  von  Curven 
durch  eine  Mehrzahl  von  Puneten  ist  von  LamE  1818  betrachtet 
worden  (§.  15,  2), 

Die  »Coordinaten  einer  Geraden  und  einer  Ebene«  und 
homogene  Gleichungen  für  diese  Coordinat(!n  jils  Gleichungen 
von  Curven  und  Flachen  (Enveloppen  der  Serien  von  Geraden 
und  Ebenen)  sind  von  Plucker  1830  eingeführt  worden.  Grelle 
J.  6  p.  107  und  Entwickelungen  t.  2,  1831  (vergl.  insbesondere 
die  Vorrede  des  zweiten  Bandes).  Auch  die  Gerade  als  Ele- 
ment des  Raumes  von  3  Dimensionen  und  homogene  Coordinaten 
derselben  hat  Pi.ucker  1863  hinzugefügt, 

4.  Im  Raum  von  2  Dimensionen  hat  die  Linie  ersten  Gra- 
des als  Element  dieses  Raumes  3  homogene  Coordinaten,  eben- 
soviel als  der  Punct,  wenn  er  als  Element  desselben  Raumes 
dient.     Die  Elementargleiehung  (2)  ist  bilinear. 

Im  Raum  von  3  Dimensionen  hat  die  Fläche  ersten  Grades 
als  Element  des  Raumes  i  homogene  Coordinaten ,  ebensoviel 
als  der  Punct,  wenn  er  als  Element  des  Raumes  dient. 

Ei»  Syslem  von  Elementen  des  Raumes,  deren  jedes  durch 
seine  homogenen  Coordinaten  gegeben  ist,  kann  demnach  nicht 
nur  als  ein  System  von  Puneten  (Polygon)  aufgefasst  werden, 
sondern  auch  als  System  von  Linien  oder  von  Flächen  ersten 
Grades  (Polygrainm    oder   Polyeder) ,  je   nachdem  Raum  von  2 
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oder  von  3  Dimensionen  vorausgeseUt  war.  Die  enlsprecheuden 
Figuren,  Polygon  und  Polygranini,  Polygon  und  Polyeder  lieissen 
reciprok,  dual. 

5.  Uio  ReciprocilHt  von  Figuren,  welche  an  dem  sphäri- 
schen Dreieck  und  seinem  Polurdrcieek  (ViEte  und  Lansberg  r.u 
Ende  des  ICten  Jahrhunderts)  wahrgenommen  worden  war,  ist 
iius  der  Betrachtung  der  einem  Punct  entsprechenden  Polare 
(Gerade,  Ebene)  einer  gegebenen  Linie  oder  Flache  Ster  Ord- 
nung in  die  Geomelrie  eingeführt  worden.  Nachdem  Servois 
1811  den  Ausdruck  »Pol  einer  Geraden«,  Gekgonne  1813  die 
Ausdrücke  »Polare  eines  Punctes«  und  »Dualität«  gebraucht 
hatte,  wurde  von  Poscelet  1818  Gerg.  Ann.  8  p.  201,  1822  Propr. 
proj.  233,  1824  Memoire  sur  In  th6orie  generale  etc.  (Grelle  J.  4 
p.  1]  die  thöorie  des  polaires  r^eiproques  aufgestellt,  und  von 
Gergonne  1826  Ann.  16  p.  209,  17  p.  216  die  Duahlut  durch 
Coordinirung  dualer  Sätae  weiter  aufgeklärt. 

Ohne  Bezugnahme  auf  eine  gegebene  Linie  oderFläche  2  ter 
Ordnung  hat  Möbius  1827  die  Reciproke  einer  Figur  aufgezeigt. 
Baryc.  Galcul  285  ff.,  1828  Grelle  J.  3  p.  273,  1833  Grelle  J.  10 
p.  317,  1837  Statik  84  ff.  Vergl.  Steiner  syst.  Entw.  p.  292 
und  Magnus  Aufgaben  t.  1  §§.  19—21,  t.  2  §§.  23—28.  Chaslbs 
G6om.  sup.  1852  c.  26.  Fiedler-Salmon  Kegelschnitte  1873  art. 
379  ff.  Von  Ghasi.es  sind  die  l-'ignr  und  ihre  Reciproke  corre- 
lativ  genannt  worden. 

6.  Die  Geometrie,  welche  zur  Untersuchung  der  Raum- 
liguren  die  Elemente  des  Raumes  durch  Coordinalen  und  durch 
Gleichungen  für  diese  bestimmt,  wird  analytische  Geomelrie 
genannt.  Sie  gebraucht  nicht  Consiruclionen  an  den  Figuren, 
sondern  Operationen  mit  den  Coordinaten  und  an  den  Glei- 
chungen. Nicht  die  Rechnung,  auf  welcher  auch  die  Trigono- 
metrie Ijeruht,  sondern  die  Anwendung  von  Coordinalen  für 
die  Elemente  des  Raumes  ist  das  Unterscheidende  einer  ana- 
lytisch-geometrisehen  Betrachtung. 

In  der  analytischen  Geometrie  wird  für  einen  Punct  einer 
Serie  von  Puncten  (Linie)  die  Tangente,  für  eine  Linie  einer 
Serie  von   Linien   der   BerUhrinigspunct    der   Envcloppe  durch 
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DitierciitialrechnuDg  beslimnil.  U,  s,  w.  Die  auf  geometrische 
liifiailesimulbelrachtung  gegründeten  Abschnitte  der  analytischen 
Geometrie  können  unter  dem  Titel  Differentialgeometrie 
zusammengefasst  werden. 

Die  Georaelrie,  welche  die  Elemente  des  Raumes  unmittel- 
bar in  Betracht  zieht  ohne  das  Hülfsmillel  von  Goordinaten, 
heissl  synthetische  Geometrie.  Der  Synthesis  (eompositio, 
constructio}  wird  Analysis  (resolulio)  gegenübergestellt;  und  von 
der  Analysis  infinitorum,  analyse  des  lignes,  application  de 
Vanalyse  j'i  la  g6om6trie  u.  s,  w.  hergenommen  ist  das  vieldeutige 
Prädieat  analytisch,  welches  in  der  obigen  Bedeutung  auf  dem 
Titel  von  Newton's  Geometria  analyliea  [aus  dem  Nachlass  1779 
von  Horsley  edirl),  von  LAGRs..\(iE's  M^canique  analytiquc  1788 
und  von  Biot's  Essui  de  g^om.  analytique  1805  angetroffen  wird, 

7.  Nach  Einführung  der  indischen  Ziffern  und  des  Rech^ 
neifö  mit  denselben  (Algorithmus)  wurde  die  Buchstabenreeh- 
uung  und  mit  deren  Hülfe  im  17ten  Jahrhundert  die  moderne 
analytische  Geometrie  nebst  der  Differentialrechnung  ausgebildet. 
An  den  ersten  Theil  dieses  Jahrhunderts,  welchen  Keppler, 
Neper,  Galilei  auszeichnen,  schliesst  sich  das  Zeitalter  von  Des- 
ARGUEs,  Descartes,  Fermat,  Pascal,  Huvgens,  und  diesem  folgt  die 
Zeit  von  Newton,  Leibniz  mit  Jag.  und  Job.  Bernoulli,  Die 
Fortschritte  der  analytischen  Geometrie  daliren  hauptsächlich 
von  der  Anwendung  der  Buchstabenrechnung  zur  Formulirung 
von  Gleichungen,  namentlich  der  Gleichungen  von  Linien,  welche 
die  griechischen  Geometer  wörtlich  aufgestellt  hatten.  Die 
Uebertragung  der  griechischen  Geometrie  in  die  Sprache  der 
Algebra,  die  Wiederherstellung  und  Ergänzung  der  griechischen 
Werke  führte  zur  Lösung  neuer  Probleme.  Keffler  Stereometria 
doliorum  1615.  Fermat  Isagoge  ad  locos  planos  et  solides, 
Opp.  p.  1  [Restauration  der  entsprechenden  Schriften  von  Apoll o- 
nius  nach  Pappus' Sammlung:  »hanc  seienliam  (locorum)  totius 
geometriae  pulcherrimam  ab  oblivione  vindicamus«  p.  12. 
Das  Eloge  de  Fermat  [Journal  des  S^avans  1665  Febr.  9}  er- 
wähnt die  flintroduction  aus  lieux,  qui  avail  6t6  vu  devant  que 
M.   Descartes    eut  rien  public  sur  ce  sujel«].     Descartks   Geo- 
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inetrie  1637,  Tokricklli  Openi  geomelrica  1644,  Pascal  Proble- 
mata  de  cycloide  1658.  Durch  modenie  Darstellung  und  Be- 
zeichnung hat  Descartes'  Schrift  schnellen  Einj^ang  gefunden, 
so  dass  ihrem  Aulor  spJiler  die  Erfindung  der  annlylischen  Geo- 
metrie zugeschrieben  wurde.  Vergl.  §.  15,  1 — 3.  Das  von  Fer- 
MATj  Descartes  u.  A.  bereits  mit  Erfolg  Iiehiindelte  Problem  der 
Tangenten  und  die  weileren  Probhmie  der  Differentialgeometrie 
waren  es,  welche  Newton  1665  veranlassten,  für  entsprechende 
Differenzen  (Fluxionen)  der  durch  eine  Gleichung  verbundenen 
Variablen  (Fluenlen)  eine  Gleichung  (die  Gleichung  für  die 
Fluxionen)  zu  formiren;  die  von  Leib^üz  1676  gebrauchten 
Differenliide  sind  den  Fluxionen  proportional. 

8.  Vorzüglich  gefördert  wurde  die  analytische  Geometrie 
durch  Newton  Principia  1687,  Arithm.  universalis  1707  und 
Enumeratio  linearuni  tertii  ordinis  1704,  An  das  letztere  Werk 
schliessen  sich  an  Stirling  1717  unter  demselben  Titel,  Maciai;- 
RiK  Geomelriu  organica  1720,  Algebra  (1748  posth.)  part  3  mit  ^  6,^^^ 
dem   angehängten  Traetalus,  Euler  Introd.  1848  l.  2,   Ch.v«er  tA*iW-v 

Analyse  des  lignes  eourbes  1750. 

Weitere  Fortschritte  verdankt  die  analytische  Geometrie 
Clairaut  1731,  EüLER,  Lahbert,  Lagrange  (Sur  les  pyramides 
M6m.de  Berlin  1773),  Monge  (Feu  111  es  d'analyse  appl. -1795  u.s.w. 
nebst  den  Lehrbtlchern  von  Biot  und  Laroix),  Journal  de  l'Eeole 
polyt.  1795,  Gergonne  Annales  1810 — 31,  Lau6  Examen  des 
differentes  melhodes  1818;  Crelle  Journal  1826,  Möbius  barye. 
Galeu!  1827,  PlCcker  Entwickelungen  4828,  Magnus  Aufgaben 
1833,  Steiner,  Chasles,  Jacobi,  Kuhher,  Liouville  Journal  1836; 
Hesse,  Joachimsthal ,  Cayley  (Einfühning  der  Determinanten), 
Salmon,  Glebsch,  Cbehona  u.  A. 

Auf  die  Enlwickelung  der  Differentialgeometrie  sind  von 
vorzüglichstem  Einfluss  gewesen  Newton  Principia  1687,  Qua- 
dratura  ourvarum  1704  und  die  erst  1736  gedruckte  Methodus 
fluxionum,  die  Arbeiten  von  Leibniz,  Jac.  und  Jon,  Bernoulu 
am  Ende  des  17len  Jahrhunderts,  sowie  Maclaurin  fluxions 
1742.  Ferner  Euler's  Entdeckungen  über  die  Krümmung  der 
Flüchen  1760,  Euler's  und  Monoe's   developpable  Flächen  1771, 
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Meusniek's  Uiitersulieiiiiing  der  Flüchonpuiidte  1 776 ,  Monue's 
KiilmTnungslinien  1781;  Monge  Application  de  l'analyso  ji  la 
j^öometrie  1795,  DtPiN  Developpemeiits  1813,  Cadciiv  Appli- 
cations 1826.  Neue  Gebiete  der  Differenliolgeonielrie  hat  Gauss 
1828  eröffnet  iii  de»  Disquisiliones  geiierales  circa  superficies 
curvas. 

9.  Das  Bedtirfniss  tcehnisch  verweiidliarer  Abbüduiigeii 
von  rilumlichen  Objeclen  hat  einen  besonder»  Zweig  der  syn- 
Ihelischen  Geometrie  hervoi'gerufen ,  dessen  Aufange  in  der 
Perspective  (prospelliva)  und  in  der  Stereotomle  zu  linden 
sind.  Desarques  und  Lambert  haben  diesen  Zweig  geFOrderl, 
der  von  Momüb  179i  zu  der  descripliven  (graphlselien) 
Geometrie  ausgebildet  worden  ist.  Ciiasles  Ap.  bist.  V, 
Ebenso  hat  die  descriptive  Behandlung  statischer  Aufgaben  zur 
graphischen  Slatik  geführt  (Culmahn  1866). 

Unter  geometrischen  Gonstructionen  werden  vorzugs- 
weise solche  verstanden,  die  auf  dem  Gebrauch  der  einfachsten 
Instrumente,  des  Lineals  (rfegle)  und  des  Zirkels  (compas)  be- 
ruhen. Durch  Anwendung  von  Wjnteln,  Schienen,  Füden  und 
andern  Inslrumenlen  [öiiyavov]  kommen  sogenannte  organische 
(Instrumentale,  mechanische)  Gonstructionen  zu  Stande. 

Lamrert  freie  Perspective  1774  t,  %  p.  162  hat  bemerkt,  dass 
die  construeiive  Lösung  vieler  Aufgaben  nur  den  Gebrauch  des 
Lineals  erfordert,  und  hat  das  Gebiet  der  Geometrie,  welchem 
diese  Aufgaben  angehören,  Linealgeometrie  genannt  (Geo- 
mtlrie  de  la  rögle  bei  Sehvois  1804  u,  A.).  Die  geometrischen 
Gonstructionen  bloss  mit  dem  Zirkel  (ohne  Linefil)  auszuführen, 
hat  Mascheroni  Geomelria  del  compasso  1797  gelehrt.  Dieselben 
Gonstructionen  können  mil  dem  Lineal  unter  Benutzung  eines 
gegebenen  Kreises  oder  Winkels  vollzogen  \\'erden,  wie  CARnANo 
u.  A.  bemerkt  haben  und  wie  insbesondeie  Steiner  (die  geo- 
metrischen Gonstructionen  u.  s.  w.  1833)  gezeigt  hat,  Vergl. 
Newton  Arithm.  unlv.  p,  231  ff, 

10.  Das  Gebiet  sj nüieliseher  Geometrie,  zu  welchem  die 
Llnealgeouietrie  gohürl,    und   dessen  Untersuchung  die  griechi- 
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sehen  Geoineter  (Pappiis  Coli.  VII)  begonnen  hiiUen,  ist  von 
Desarguks  u,  A.,  im  lltlen  .Tahrhundert  von  Carnot,  Servois, 
Brianchon,  Poncelet  weiter  ersehlossen  worden.  Steiner  und 
Chasles  haben  dann  nach  der  An,  wie  es  in  der  analytischen 
Geometrie  geschieht,  das  Doppel  verhaltniss  von  4  Punclen  einer 
Geraden,  von  4  Geraden  eines  Puncls,  von  4  Ebenen  einer 
Geraden  zur  Bestimmung  eines  dieser  Elemente  eingeführt  und 
eine  synthetische  Geometrie  im  vwilern  Sinne  ausgebildet,  welche 
auch  neuere  oder  höhere  oder  projectivische  Geometrie 
genannt  wird. 

Desarguks  hatte  bemerkt,  diiss  gewisse  SütKc  über  die  ge- 
genseitige Lage  der  Figuren  und  ihrer  Elemente,  welche  die 
Grundlage  der  Linealgeometrie  bilden,  nicht  abhängen  von  den 
Relationen  unter  den  Beslandtheilen  der  Figuren,  welche  auf 
der  Messung  der  Grössen  nach  Einheiten  beruhen  und  von 
trigonometrischer  Art  sind  [Stereom.  |.  5,  7),  Diese  auch  von 
PopTCELET  propr.  proj.  168  und  300  und  von  Möbiis  bnrjc. 
Galcul  207  gemachte  Bemerkung  hat  durch  Staubt  (Geometrie 
der  Lage  1847)  ihre  volle  Bedeutung  erhalten.  Das  Messen  von 
Raumgrässen  beruht  auf  der  Voraussetzung,  dass  die  Figuren 
hinreichende  Starrheit  besitzen,  um  den  Transport  zu  ertragen 
d.  h.  dabei  ausser  der  Veränderung  des  Ortes  eine  andere  Ver- 
änderung nicht  KU  erleiden.  Staubt  hat  seine  «Geometrie  der 
Lage«  unabhängig  von  dieser  Voraussetzung  erbaut,  indem  er  die 
Harmonie  von  4  Puncten  einer  Geraden  durch  Linealconstruclion 
(nicht  metrisch)  definirte,  und  die  Collinearitat  von  geraden 
Figuren  auf  eine  hinreichende  Menge  von  Harmonien  zurück- 
führte.    Geometrie  der  Lage  §§.  8  und  9. 

Auf  diese  von  Messung  unabhcingige  Geometrie  der  Lage 
waren  nicht  gerichtet  die  Entwürfe  einer  Analysis  situs,  \\  eiche 
Leibniz  ohne  die  erwarteten  Resultate  unvollendet  hinterlassen 
hat;  nicht  die  Probleme  aus  der  geomelria  silus,  welche  Euler 
Comm.  Petrop.  t.  8  (1741)  und  Mem.  de  Berlin  1759,  Vander- 
MONSE,  Fergola,  Giordano  Mem.  de  Paris  1771  und  1787  behan- 
delt haben;  nicht  die  Göomötrie  de  position,  in  welcher  Cabnot 
1803  zunächst  die  Theorie  der  positiven  und  negativen  Grössen 
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zu   verbessern   suelilc,    um    der  Trii>onniiielrie    liie  ei-forderliclie 
Allgemeinheit  zu  verschaireu. 

11.  Von  den  übrigen  VorausscUungou,  welche  die  Gruiid- 
Inge  der  GeoTuelrie  bilden,  und  die  in  den  Axiomen  von  der 
Geraden,  von  der  Ebene,  von  den  Parallelen  Ausdruck  erhalten 
hüben,  kann  keine  ganz  entbehrt  werden.  Es  ist  aber  nicht 
unznlässi;;;,  anstatt  des  Axioms  von  den  Parallelen  die  Voraus- 
setzung zu  machen,  dass  die  Gerade  2  getrennte  unendlichferne 
Puncto  hat,  oder  dass  sie  unendlich  ferne  Puncle  überhaupt  nicht 
hat.     Planim.g.  2,  6. 

Uer  Raum  von  3  Dimensionen  wird  durch  die  üoppciserie 
der  Geraden  eines  Punctes  erfüllt  und  hat  bei  den  verschiede- 
nen Voraussetzungen  Über  die  unendliehlemen  Punete  der  Ge- 
raden verschiedene  Ausdehnung.  Er  wird  derG*uss'sche  Raum 
genannt  (nach  Schering  Göttinger  Nachr.  1870  n°  15),  wenn  2 
getrennte  unendlichferne  Punete  der  Geraden  vorausgesetzt 
werden;  dagegen  hat  im  RiEMANN'schen  Raum  die  Gerade 
keinen  unendliehfernen  Punct.  Die  gewöhnliche  und  bis  auf 
Gauss  für  unerlässlieh  gehaltene  Voraussetzung,  dass  die  Gerade 
einen  und  nicht  mehr  als  einen  unendlich  fernen  Punct  besitzt, 
ist  die  Voraussetzung  des  Eucun'sehen  Raumes  und  der  ent- 
sprechenden Geometrie. 
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Gleichtingen  von  Linien. 

§.  20.    Ordnung  einer  Linie. 

1.  Wenn  /  eine  FunetioD  nteii  Grades  der  mil  2  gegebenen 
(jeraden  parallelen  Coordinaten  x,  y  eines  Punctes  der  Ebene 
ist,  eine  Function  des  Pnnctes  x\y,  so  heisst  die  Linie  (§.  14,  2) 
/=  0  eine  Linie  nler  Ordnung,  Wenn  der  positive  ganze 
Exponent  n  jede  gegebene  Zahl  überstei^l,  und  die  Function 
nicht  algebraisch  ist,  so  heisst  die  Linie  /  =  ü  transscendent 
wie  die  Function. 

Die  Function  kann  geordnet  werden  nach  steigenden  Po- 
tenzen der  X  oder  der  y 

f  =  öo  +  «1^  +  «2^^^  +  .  .  +  «„a^"  =  &o  +  h^y  +  Ss?/'  +  .  .  +  h^y'^ 

so  dass  flj,  ij  Functionen  (n  —  fcjten  Grades  sind,  aj.  der  y, 
bj^  der  a:;  oder  nach  steigenden  Formen  (homogenen  Functionen) 
der  X,  y 

f  ^  «u  +  w,  +  , .  +  M„ 

so  dass  Mj.  eine  Form  fcten  Grades  der  x,  y  ist.  Die  Function 
/  der  X,  y  ist  der  Werth,  welchen  die  Form  desselben  Grades 
der  x,  y,  t 

bei  i  =  1  hat. 

Wenn  /,  g  Functionen  der  a;,  y  sind,  so  heisst  die  Linie 
/i/  =  0  reducibel  wie  die  Gleichung,  weil  sie  aus  den  Linien 
/  =  0   und  ^  ^  0  besieht.     Sie  enthalt  den  Punet  oder  die 

Gruppe  von  Punclen  (/ =  0,   j'  =  0)-     Wenn  insbesondere/ 
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eine  Form  n  len  Grades  dex  ^c ,  j/  ist ,  so  besteht  die  Linie 
/  =^  0  aus  n  Linien  erster  Ordnung,  welche  den  NuUpunet 
enlhalten,  weil  /  durüh  n  lineare  Formen  der  a;,  y  theilbar  ist. 

3.     Die    Linie    erster    Ordnung    ax  +  i»/  +  <■  =  0    oiithall 
die  Puncte 

3f{0|  — c  :  b)     und     N{-e  :  a|0) 

Auf  der  Geraden  MN  liegt  der  Puiicl  P{^\i/],    weil    (g.  16,  1) 


Daher  ist  eine  Linie  erster  Ordnung  eine  Gerade. 

Die  Strecke  MP  hat   die  Goordinaten  sc  +  c  :  n]j/,  deren 
Verhaltniss 

y  :  (a^  +  -^  )   =  —  n  :  S  .    weil     ax  +  by  +  c  =  ü 

Dasselbe  VerhiiUniss  haben  die  Goordinalen  der  Strecke  MN, 
also  liegen  MP  und  MN  beide  auf  einer  Geraden  s  (§.  15,  3). 
Bei  rechtwinteligeo  Goordinalen  ist  tanga:«  =  — a  :  b. 

Wenn  auf  der  Geraden  r  der  Vector  OP  =  r,  OM  =  m, 
xs  ^  ß,  a;r  =  d-,  so  ist 


die  Gleichung  der  Geraden  s  für  die  polaren  Goordinalen  J,  r. 

Den  kleinsten  Werth  a  sin«  erhalt  r  bei  a  —  -9  =  ^n. 

Z,  Eine  Linie  nter  Ordnung  hat  n  Puncte  einer 
Geraden,  entsprechend  den  Lösungen  dos  Systems  der  Glei- 
chung tilen  Grades  und  der  Gleichung  Iten  Grades  für  x,  y 
{§.  44,  2)  Eine  liansscendente  Linie  hat  eine  Gruppe  von  un- 
endlich viel  Puneten  einer  Geraden. 

Wenn  nach  Eliminalion  von  y  die  für  x  resultirende  Glei- 
chung nicht  exislHt  (0  =^  0),  so  sind  alle  Puncte  der  Geraden 
Puncle  der  Linie  i  die  Linie  ist  reducibel  (1)  und  besteht  aus 
der  Geraden  und  einer  Linie  (n  —  1)ter  Ordnung. 

Wenn  die  resultirende  Gleichung  nicht  lauter  verschiedene 
Wurzeln  hat,    so   fallen   von    den  n  gemeinschaftlichen  Punclen 
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einige  zusammen:  die  Linie  ?iter  Ordnung  wird  von  der  Ge- 
raden in  einem  Punot  oder  in  mehr  Puncten  je  inelirpunolis^ 
berührl. 

Wenn  die  resultirende  Gleichung  (n  — fcjten  Grades  ist, 
so  sind  k  Wurzeln  unendlich:  die  Linie  nter  Ordnung  hat  mit 
der  Geraden  l-  unendliehferne  Puncle  gemein  und  wird  in  dem 
unendlichfernen  I'unet  der  Geraden  von  der  Geraden  fcpunctig 
berührt.  Bei  fc  >■  1  ist  die  Gerade  ein  Asymptote  der  Linie 
nter  Ordnung, 

Wenn  der  Punct  a;|y  die  mit  andern  gegebenen  Geraden 
parallelen  Coordinaten  co',  y  hat,  so  wird  /  durch  eine  lineare 
Substitution  transformirt  in  eine  Function  der  x' ,  y'  desselben 
Grades  (§.  18).  Also  ist  die  Ordnung  der  Linie  /  =  0  unab- 
hüngig  von  den  Geraden,  mit  welchen  die  Coordinaten  eines 
Puucles  der  Linie  parallel  sind. 

4.    Wenn  u^  eine  Form  feien  Gnide.s  der  x,  y  ist  und 


'■(• 


so  ist  {h„_i  +  . .)  ;  %  bei  hinreichend  grossen  x,  y  beliebig 
klein,  d.  h.  ein  unendlichferner  Punot  der  Linie  /  =  0  ist  nicht 
verschieden  von  einem  unendlichfemen  Punct  der  Linie  u^  =  0, 
welche  aus  n  bestimmten  Geraden  besteht  (1).  Daher  hat  eine 
Linie  nter  Ordnung  n  unendlichferne  Puncte.  Wenn  die 
Linie  gerader  Ordnung  ist,  so  kann  es  sich  ereignen,  dass  kein 
unendliehferner  Punct  der  Linie  real  ist;  in  diesem  Falle  ist 
die  Linie,  wenn  sie  überhaupt  reale  Puncte  hat,  eine  im  end- 
lichen Raum  in  sich  zurückkehrende,  geschlossene. 

Die  Linie,  auf  welcher  die  unendlichfernen  Puncte  der 
Ebene  liegen,  ist  eine  Linie  erster  Ordnung,  weil  sie  mit  einer 
Geraden  der  Ebene  nicht  mehr  als  einen  Punct  gemein  hat, 
und  heisst  die  unendlichferne  Gerade  der  Ebene,  welche 
die  Ebene  mit  parallelen  Ebenen  gemein  hat.  Stereom.  §.  1,  4. 
Die  Linie  nter  Ordnung  hat  n  Puncte  der  uijendlichfernen 
Geraden. 


y  Google 


84  Cap.  IV.    GleichungRü  von  Linien. 

6.  Wenn  die  Linie  gerader  Ordnung  ist,  so  kann  es  siuh 
ereignen,  dass  keiner  ihrer  Puncte real  ist,  Z.B.  a^^-t-2;/"^  +  3  =  0 
giebt  bei  realen  x  nicht  reale  i/. 

Wenn  die  Gleichung  der  Linie  complexe  Goeflicienten  hat, 
so  kann  es  sieh  ereignen,  dass  die  Linie  reale  Punete  hat. 
Z.  B.  die  Linie  /+  i^  =  0  enthält  (§.  14,  2)  die  Gruppe  von 
Puncten  (/  =^  0,  ^  ^  0),  die  übrigen  Punete  sind  nicht  real. 
Die  Gerade 

(a  +  ia')x  +  (6  +  ih')y  -^^  c  -ir  ic'  ^  0 

enthält  den  realen  Punct  (((fl;  +  6i/  +  c=0,  a'a:-i-&'i/  +  c'^=0). 
Die   reducible  Linie    4  [a^  —  3)^  -i-  9(!/  -l-  4)^  =  (I    besteht 
aus  den  Geraden 

2(^~3)i3;(y  +  4)   =    ü 

mit  dem  realen  Punet  3|^4. 

6,  Wenn  mit  der  Anomalie  i*  der  Vector  r  (|.  14,  4)  oder 
die  rechtwinkelige  Ordinale  y  durch  eine  Gleichung  verbunden 
ist,  so  liegt  der  Punct  ^\t  auf  einer  Linie,  welche  im  Allge- 
meinen [besondere  Gleichungen  ausgenommen)  Iransscendent  ist 
und  in  dem  ersten  Fall  eine  Spirale  (Slt§),  in  dem  andern  Fall 
eine  Quadratrix  [xetQaytovi^ovaa)  genannt  wird. 

Wenn  auf  einer  Linie  eine  Linie  [Ä)  rollt  ohne  zu  gleiten, 
so  beschreibt  ein  mit  der  Linie  [A]  starr  verbundener  Punct 
eine  Linie,  welche  im  Allgemeinen  transscendent,  in  besondern 
Fallen  endlicher  Ordnung  ist  und  eine  Troehoide  (Roulette) 
genannt  wird.  Linien  von  besonderen  geometrischen  Definitionen 
haben  besondere  Namen  erhalten. 

Wenn  F,  G  Functionen  der  x,  y,  A  sind,  so  enlspricht  bei 
dem  System  F  =(S,  ö  =  0  jedem  X  ein  VwYiai  ce\y  (eine  Gruppe 
von  Puncten),  allen  X  eine  Serie  von  Puncten,  die  Linie  [F  =  0, 
G  =  0),  Durch  Elimination  von  X  würde  die  Gleichung  für 
3-,  y  erhalten  werden. 

7.  Durch  die  Serie  von  Puncten  einer  Fläche,  welche  einer 
gegebenen  Bedingung  genügen,  wird  eine  Linie  erfüllt,  welche 
der  Ort  {TÖnog,  locus)  des  unbestimmten  Puneles  genannt  wor- 
den  ist.     Die  griechischen  Geometer  (vergl.  Pappus  VII  praef. 
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und  IV,  9ä)  haben  die  geometrisch  uonstruirbaren  {§.  19,  9) 
Linien  und  zwar  die  Gerade  und  den  Kreis  als  tÖtioi  Enlnedoi 
(loci  plani) ,  die  Kegelschnitte  als  tönoi  OTBQeol  (loci  solidi) , 
andre  als  lönoi  y(>afifiixoi  (loci  lineares)  unterschieden  von 
sogenannten  mechanischen  Linien,  zu  denen  die  Spiralen  und 
Quadratrieen ,  die  Linien  auf  krummen  Flächen  {tohoi  nqos 
bci(päv_siav ,  loci  ad  superficiem)  gehören.  Nachdem  Fermat 
und  DESCiRTES  gemäss  der  vorgeschriebenen  Construction  eines 
Punetes  der  Linie  die  Gleichung  für  die  parallelen  Coordinaten 
des  Punetes  mit  Hülfe  der  Buchstabenrechnung  aufgestellt  hallen, 
konnten  die  Linien  nach  ihren  Gleichungen  classificirl  werden. 
Wenn  die  Gleichung  llen  oder  2ten,  3ten  oder  4ten,  5len 
oder  6ten,  ..  Grades  isl,  so  rechnete  Desgartes  die  Linie  zur 
4  ten,  2len,  3ten  . .  Gattung  (genre)  geometrischer  Linien.  Dieser 
unpassenden  Eintheilung  gegenüber  wird  nach  Newton  eine 
Linie,  deren  Gleichung  für  parallele  Coordinaten  wlen  Grades 
isl,  eine  Linie  »iter  Ordnung  oder  auch  eine  Curve  (n  —  1)ter 
Gattung  genannt.  Princ.  I,  30  lemma  28.  Enumeratio  1 ,  Die 
Prädicate  geometrisch  und  mechanisch  werden  nach  Leibniz  durch 
algebraisch  und  transscendent  ersetzt. 

8.  Wenn  u^  eine  Form  tten  Grades  der  x,  y  und 

/  =  u„  +  Wj  4-  M(  +  .  .  oder  «,  +  «a  +  «5  +  -  - 
SO  entspricht  jedem  Punel  x\y  derLinie/^  0  der  Punct  — a;|  —  1/ 
derselben  Linie.  Diese  Puncte  heissen  Gegenpunete  (anli- 
podes),  ihre  Ghorde  ein  Diameter  der  Figur.  Ein  Diameter 
theill  die  t'igur  in  2  gleiche  und  ähnliche  Figuren  eines  Sinnes. 
Die  Mitten  der  Diameter  sind  im  Nullpunct  vereint,  welcher 
das  Gentrum  der  Figur  heisst.  Wenn  die  Linie  gerader  Ord- 
nung ist,  so  ist  das  Centrum  entweder  kein  Pnnct  der  Linie 
oder  ein  Doppelpuncl  derselben;  wenn  die  Linie  ungerader 
Ordnung  ist,  so  isl  das  Centrum  ein  Punct  der  Linie  und  zwar 
ein  Inflexionspunct  derselben.  Planim.  §.  7,  6  und  7.  Steiner 
Cvelle  .1.  i7  p.  7.     Chasles  C.  R.  4871"  p.  794. 

9.  Wenn  /  eine  symmetrische  Function  der  x,  y   ist,  so 
entspricht  dem  Punct  ■x\y  der  Linie  /  ^=  0  der  Punct  !/|x  der- 
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selben  Linie:  die  Ilalbirende  des  Winkels  xy  ist  eine  Axe  der 
Linie,  welche  die  Chorden  entsprechender  Puncie  nonnal  halbirt 
und  die  Figur  in  2  gleiche  und  ahnliche  Figuren  nidil  eines 
Sinnes  Iheilt. 

Wenn  /  eine  Function  der  «^,  y  ist,  so  entspricht  jedem 
Punct  xy  der  Linie  /  =^  0  der  Punct  — x'y  derselben  Linie. 
Die  Chorde  dieser  Puncie  ist  mit  y  parallel,  und  die  Gerade  x, 
welche  die  mit  y  parallelen  Chorden  halbirt,  ist  für  diese  ein 
conjugirter  (av^vyri^  Diameler  nach  Archimedes  und  Apollo- 
Nius.  Die  3  Mittellinien  eines  Dreiecks  sind  je  einer  Seile  con- 
jugirt.  Bei  rechtwinkeligen  Coordinaten  liegen  die  Puncie  x\y 
und  — x\y  symmetrisch  zu  der  Geraden  y  =  0,  welche  eine 
Axe  der  Figur  ist. 

Wenn  /  eine  Function  der  a;^,  y^  ist,  so  entsprechen  jedem 
Punct  x\y  der  Linie  /  =  0  die  Puncte  — ic|y,  — a'| — y, 
x\ — y  derselben  Linie,  die  Ecken  eines  Parallelogramms,  dessen 
Cenlrum  der  Nullpunct  ist.  Die  mit  y  parallelen  Chorden  wer- 
den von  der  Geraden  x,  die  mit  x  parallelen  Chorden  von  der 
Geraden  y  halbirt;  der  Nullpunct  ist  ein  Centrum  der  Figur; 
die  Geraden  x,  y  Iheilen  die  Figur  in  4  Figuren,  von  welchen 
die  1  te  mit  der  3  ten,  die  2  te  mit  der  4  ten  gleich  und  ahnlieh 
eines  Sinnes  ist.  Bei  rechtvrinkeligen  Coordinaten  sind  die  Ge- 
raden X,  y  Axen  der  Figur,  die  die  Figur  in  4  gleiche  und 
ähnliche  Figuren  Iheilen,  von  welchen  je  zwei  folgende  nicht 
eines  Sinnes  sind. 

10.  Wenn  /eine  Function  der  cosfc*,  r  ist,  so  entsprechen 
bei  der  Linie  /  =  0  den  Anomalien  ^  =  _+(a-H23rwi:t) 
für  in  =  0,  1,  2,  . . ,  fc  —  1  gleiche  Vectoren  r,  weil  costtf 
=  cost«.  Daher  hat  die  Figur  fc  Axen,  welche  den  Nullpunct 
gemein  haben  und  die  Figur  in  2  t  gleiche  und  ähnliche  Figuren 
Iheilen,  von  welchen  je  2  folgende  nicht  eines  Sinnes  sind. 
Sie  besteht  Kugleich  aus  k  gleichen  und  ähnlichen  Figuren  eines 
Sinnes,  und  hat  ein  Cenlrum  der  Art,  dass  je  fe  Vectoren, 
welche  die  Ebene  in  k  gleiche  Winkel  Iheilen,  einander  gleich 
sind.     Vergl.  Ehler  Introd.  11  cap,  15, 

Wenn  /  eine  Function    der  cost-fl-,  [sinty,  r    ist,   so  enl- 
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sprechen  bei  der  Linie  /  ^  0  den  Anomalien  !)■  ^  a  -t~  'imn  :  k 
für  m  =  0,  1,  2,  ..,k—i  gleiche  Vectoren  r,  weil  coskff- 
=  coslca  und  sinfc&  =  sinfea.  Die  Figur  hal  keine  Axen,  sie 
besteht  aus  fc  gleichen  und  ähnlichen  Figuren  eines  Sinnes,  und 
hat  ein  Centrum  der  Art,  dass  je  k  Vectoren,  welche  die  Ebene 
in  fe  gleiche  Winkel  theilen ,  einander  gleich  sind.  Die  ent- 
sprechenden Substitutionen  Kur  Einführung  rechtwinkeliger 
Goordinalen  sind 

P0s9  =-  «  :  j-,       smih  =  !/  :  r ,       r^   =  x^  +  iß 


§.  31.    Gerade  and  Kreise  als  Oerter. 

1.  Dem  Dreieck  ABC  wird  eine  Serie  von  Parallelo- 
grammen DEFQ  eingeschrieben,  D  liegt  auf  AC,  DE  ist  mit 
AB  parallel,  EF  hat  eine  gegebene  Richtung,  FG  liegt  auf 
AB:  die  Linie  der  Cenlren  der  Parullelogramnie  wird  gesucht. 
Die  Gerade  A  B  wird  von  der  Geraden,  welche  0  enthält  und 
die  gegebene  Richtung  hat,  in  0  geschnitten,  so  dass 

OG-.OA  =  GD:CA  ^  CE;  CB  =^  OF:OB 

OF       FE        ,     ,,.  .,  ,, 

OB^   00=  '     (-^■"'''  

6  a 

Wenn  OA  =  a,  OB  =  b,  OC  ^  c,  OO  =  ar,  OF  =  z, 
QD  =^  FE  =  y,  so  hat  das  Centrum  des  Parallelogramms  die 
Coordinaten  -|^(a:  -»-  /}  und  ^y.     Nun  ist  nach  dem  Obigen 


ab  b     *     c  ' 

folglich 


d.  h.  das  Centrum  des  Parallelogramms  liegt  auf  der  Geraden, 
welche  die  Mitten  der  AB  und  OC  enthält.  In  der  Thal  füllt 
das  Parallelogramm  mit  AB  oder  OC  zusammen,  wenn  D  auf 
A  oder  C  fallt. 
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1  Linien. 


3.  Wenn  der  Punct  A  unbeweglich  ist,  B  auf  einer  ge- 
gebenen Geraden  bewegt  wird,  und  das  Dreieck  .dSC  sich  selbst 
ahnlich  bleibt,  so  besehreibt  der  Punct  C  eine  bestimmte  Ge- 
rade (Planim.  §.  12,  i).  Zieht  man  AD  normal  zu  der  Geraden 
des  B,  und  hat  C  die  mit  AD  und  DB  parallelen  Coordinalen 
X  und  y,  so  ist  der  Winkel 


■-  DAC  —  BAC  =  *- 


ABcm[»  —  a)   -- 


Vermöge  der  Äehnlichkeit  ist  AC  :  AB  =  m  gegeben, 
^Ccos[5'  —  a)  =  m.AD,  d.  h.  C  liegt  auf  der  Geraden, 
welche  zu  der  Geraden  it-  ^  a  normal  steht.     Dabei  ist 

AC  aos&cosa  +  ACs\n»s\na  —  x  aos  a -y- y  um  a  =  m.AB 

d.h.  C  liegt  auf  einer  Geraden  s,  sodass  tangics  =  —  cos«  :  sin« 
{%.  20,  2).  Wenn  xs'  ^  a,  so  ist  tangics  tanga;s'+  1  =  0, 
folglich  (§.  15,  2)  die  Gerade  s  normal  zu  s'. 

3.  Wenn  aus  dem  Dreieck  F^F^F^  der  Punete  a^^h^,  a^b^, 
0363  und  dem  Dreieck  G^G^G^  der  Punete  c^d^,  c^d^,  c^d.^ 
das  Dreieck  H^H^H^  der  Puncto  ci^^ß^  ,  a^ß^,  "aft  so  cou- 
struirtwird,  dass  F|(?,  in  H,,  F2G2  in  2?j,  F^G^  in  //,  nach 
dem  Verhäitniss  X  getheilt  werden,  so  ist  (§.  46,  4) 


u.  s.  w.  Die  Normalen  zu  F^F^  durch  H^,  zu  F^F^  durch 
11^,  zu  F^F^  durch  H^  haben  nicht  unbedingt  einen  gemein- 
schafllichon  Punct  cey,  der  durch  P  bezeichnet  wird,  sondern 
bei  rechtwinkeligen  Coordinaten  unter  den  Bedingungen  (§.  17, 1) 

(a2-aa)(cc-B,)  +  [h  —  h){y  —  ß,)  =  0 
(<»a-a,)(3^  — «2)  +  {h-l>i)ill~ß-i)  =•  0 
(a,  -  a,){«r- «3)  +  (&,-&,)(!, -A)   =-   I) 

Durch  Addition  erhalt  man  5^0,  wo 


«1 

n,     1 

^, 

ß: 

«2         1 

4- 

Ift 

«s 

«3         1 

1  A 
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(ier  nach  der  SubstiUiüon 


(-9-  = 


c, 

ff,    1 

c-i 

«2         1 

+  1 

"a 

aj     1 

! 

als  Bedingung,  unter  welcher  x,  y  den  3  Gleichungen  geniigen, 
so  dass  der  Puncl  P  existirt. 

Die  Kormalen  zu  F^ F^ ,  F^F^,  F^  F^  durch  F, ,  F.^,  F^ 
haben  einen  Puncl  gemein,  den  Höhonpuncl  M  des  Dreiecks 
FiF^Fg,  weil  Ä  =  0  bei  a  =  a,  ß  =  b.  Die  Coordinateu 
K,  y  des  ü/  werden  aus  2  Gleichungen  des  Systems  berechnet. 
Die  Determinante 

„  ^    I  «2  —  «3       &I  —  6a    I 

I    »3  ■ —  ff|         63  —  Öl     I 

ist  die  doppelte  Fläche  des  Dreiecks  F^F^F^   (§.  17,  3). 

Wenn  die  Normalen  ku  F^F^,  F^F^,  F^F^  durch  G, ,  G^, 
G^3  einen  Pnnct  M'  gemein  haben,  so  ist  [1  —  1  :  ^)S  ^  0, 
folglich  Ä  =  0  d.  h.  die  Normalen  zu  F^F^,  -F3 P,,  ^",^2  durch 
H^,  11^^  H^  bei  jedem  A  haben  einen  gemeinschaftlichen  Punet 
P,  der  auf  der  Geraden  MM'  liegt,  so  dass  die  Strecke  MM' 
in  P  nach  dem  Verhaltniss  A  getheilt  wird.  Denn  man  findet 
A  —  XA'  „  B  —  XB' 

Bei  >t  =  0  fallt  H^H^H^  auf  P^PjP^,  und  P  auf  M,  dessen 
Coordinaten  4  :  B,  B  :  B  sind.  Bei  A  =  *  fallt  H^H^H.^ 
aufö,  Gjf?^,  undPaufJl/',  dessen  Coordinaten  j1' :  R,  B'  -.  R 
sind.  Bei  einem  andern  A  liegt  der  Puncl  P  auf  der  Geraden 
MM',  so  dass  MP  :  M'P  =  A. 

4.  Wenn  insbesondere  G^,  O^,  G^  die  Mitten  der  Seiten 
Pa^g,  P3P1,  P1P2  sind,  d.  h.  2e,  =  a^  A-  (I3,  2rf,  =  ij  +  63, 
u.  s.  w-,  so  ist  (1  —  1  i  A)S  =  0,  u.  s.  w.  Der  gemeinschaft- 
liche Punct  der  Normalen  M'  ist  das  Centrum  des  Kreises 
F^F^F^.  Bei  A  ^=  —  2  fällt  HiH^H^  auf  den  Schwerpunct 
des  Dreiecks  P^P^P^,  und  P  ebendahin.  Also  liegt  der  Schwer- 
punct auf  der  Geraden  MM',  und  theilt  MM'  nach  dem  Ver- 
bältniss  — 2.  Gauss  1810  Zusätze  zu  Schumacher's  Uebersetzung 
von  Carnot  göom.  de  pos.  II  p.  359.    Planim.  §.  12,  8. 
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5.  Wenn  von  dem  Punct  M[a\b)  der  Punct  P{x\y]  die 
gegebene  Distanz  o  hat,  so  liegt  P  auf  dem  Kreis,  dessen 
Centruui  3/  ist ,  dessen  Radius  c ,  und  dessen  Gleichung  bei 
rechtwinkeligen  Goordinaten  [§.  15,  2) 

Diese  Gleichung  giebt  zu  erkennen,  dass  (y  —  b]^  positiv 
ist  bei  [x  —  a)^  ■<  c^  d.  h.  sowohl  bei  «  —  a  <i  c  als  auch  bei 
a  —  ce  <ic.  Während  x  von  a  —  c  bis  a  +  c  geht,  ist  y  ■ —  b 
real,  d,  h.  ku  den  Abscissen  von  n  —  c  bis  a  +  c  gehören 
reale  Puncte,  zu  andern  Abscissen  nichtreale  Puneie  des  Kreises, 

Die  üiflV-i'eiiz 

MF-^  —  c^   =   {a;  — 0)2  +  (y  _ö)3  — c« 

welche  positiv,  null,  negativ  ist,  je  nachdem  P  ausser,  auf,  in 
dem  Kreis  liegt,  und  welche  durch  das  Prodiict  PQ  .  PQ,'  aus- 
gedrückt wird,  wenn  eine  Gerade  des  P  die  Puncte  Q,  0/  des 
Kreises  enthalt,  heisst  die  Potenz  des  Kreises  in  dem 
Punct  P.  Planim.  §.  H,  4.  §.  14,  3.  Die  Potenz  des  Kreises 
im  Nullpunct  O  ist  aP-  +  b'^  —  c^,  im  Centrum  —  c^. 

6.  Der  Kreis  ist  eine  Linie  21er  Ordnung  mit  2  unendlich- 
fernen Puncton,  die  nicht  real  sind  und  auf  der  Linie  ic^  +  y^ 
=  0  d.  i.  auf  den  Geraden  s[x  +  iy  =  0) ,  s'(a:  —  ty  =  0] 
hegen  (§.  90,  4  und  5),  so  dass 

tanga^'s   =   iaugf^xs  —  xx')   =   ^"^    —      i  —  a      ^  ^ 

Demnach  haben  alle  Ki'eise  der  Ebene  dieselben  unendliehfemen 
Puncte;  die  aus  einem  beliebigen  realen  Punct  dahin  gerichtete 
(imaginäre)  Gerade  bildet  mit  jeder  andeni  Geraden  der  Ebene 
einen  (imaginären)  Winkel,  dessen  Tangente  den  Werth  i 
hat,  PoNCELET  propr.  proj.  9t  und  128.  Plücker  Grelle  .1.  10 
p.  84. 
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7.  Wenn  w  =  aa:^  +  ay'^  +  2/j/  +  'igic  -t-  c,  so  ist  «  =  0 
die  Gleichung  eines  Kreises,  dessen  l'olenz  in  dem  Punct  x\y 
den  Werth  u  :  c,  in  dem  Nullpunct  0  den  Werth  c  :  n  hat, 
dessen  Centrum  M{—g  :  a\-~/  :  a),   dessen  Quadrat-Radius 


Af02- 


.  /■'_:L^ 


Wenn  v  =  a'^^  +  a'j/'^  +  W  +  ä?'=^  +  <:''  **<•  ist  y  =  0 
die  Gleichung  eines  Kreises,  der  in  dem  l'unct  x\y  die  Potenz 
V  :  a'  hat.  Die  Potenzen  der  Kreise  m  =  0,  p  =  0  in  dem 
Punct  x\y  haben  das  gegebene  Verhallniss  l,  wenn  u  :  a  —  Xv  :  a 
=  0.  Diess  ist  die  Gleichling  eines  Kreises,  der  die  gemeinschaft- 
lichen Puncto  der  Kreise  m  =  0,  «  =  0  enthalt  (§.  14,  2)  i 
jeder  Punct  der  Ebene,  in  welchem  die  Potenzen  der  Kreise 
M  =  0,  y  ^  0  ein  gegebenes  Verhültniss  haben,  hegt  auf  einem 
bestimmten  Kreis,  der  die  Puncte  [«  ^=  0,  «  =z  0)  enthalt. 
Sein  Centrum 

—  g  -a  +  lg':  a'  >  —  f :«  +  V:a' 
"     1  -  Ä  <  !  — ;.' 

theilt  die  Strecke  der  Centren  — 5  i  "i  —  f '■  <'^  — 6*'- *'i — f '•  ^ 
nach  dem  Vorhaltniss  /   {§.  16,  4). 

Bei  l  ^  \  ist  die  Gleichung  u  :  a  —  «  ;  a'  =  0  ersten 
Grades.  Der  Kreis  besteht  aus  der  unendlichfernen  Geraden 
der  Ebene  (4)  und  aus  der  die  Puncte  (m  =  0,  w  =  0)  ent- 
haltenden Geraden,  in  deren  Puncten  die  beiden  Kreise  je  gleiche 
Potenzen  haben.   Planim.  §.  14,  6. 

8.  Wenn  die  Distanzen  des  Punctes  P  von  den  gegebenen 
Puncten  A,  li  das  Verhaltniss  e  haben,  so  liegt  P  auf  einem 
bestimmten  Kreis,  der  die  Strecke  AB  nach  den  Verhältnissen 
s  und  ^e  harmonisch  und  normal  sehneidet.  Der  Punct  P 
habe  die  rechtwinkeligen  Coordinaten  ÄQ,  =^  x  auf  AB  =  a 
undaP  =  y.  Dann  ist  ^J-'*  =  a^*-t-y'',  B P'^  =  [x— a)"^ -^y"^, 
also 


y  Google 


9ä 


Cap.  IV.    Gleichungen  v 


d.  h.  der  Punct  xy  liegt  auf  einem  Kreis,  der  die  Axo  x  (§.  20,  9) 
normal  schneidet  in  R,  so  dass  AR'^  =  e'^BR^,  AR  :  BR  =  +  «. 
Das  Centrum  des  Kreises  hat  die  Abseisse  i'^a  :  (e^ — 1)  und 
die  Ordinale  0.  Bei  e  =  1  besteht  der  Kreis  aus  der  Normal- 
hulbircndcn  der  AB  und  der  unundlichfernen  Geraden.    Planim. 


9.     Wenn  ^,-{6^Cj-)  ein   gegebener  Pnnet,  c;  eine  gegebene 
Zahl,  und 

eine  gegebene  Summe  a  ist,  so  liegt  der  Punct  P(xy]  auf 
einem  bestimmten  Kreis.  Stereom.  §.  11,  8.  Bei  rechtwinke- 
ligen Coordinalen  ist 


a,(»-i 

)'  +  «,(»-!.,)!+  .. 

+-,(,,-, 

)■  +  «>(!/-«>)'    +  .-    -    » 

+  ■■)(*'  +  »')- 

2(a,fci  +  ß;?.^  +  ..)r  —  2{aiCi 

+.,(»."  +  ., 

)  +  «.(i,' +  .:,■)  +  ..-.  - 

d.  h.  der  Puncl  a^  liegt  auf  einem  Kreis,  dessen  Ccnlrnm  der 
Schwerpunct  der  Puncle  m,  ,  ^j,  «^  .  A^,  . .  ist  (§.  16,  5].  Wenn 
Kj  +  «2  +  ■  -  "^  "  7  SO  besteht  der  Kreis  aus  einer  Geraden 
und  der  unendlichfernen  Geraden.  Wenn  zugleich  unter  den 
l*uncten  «,  ,  ^, ,  «j  .  ^2'  ■  ■  einer  der  Schwerpunct  der  tlbrigen 
ist,  so  hat  a  .  A^P'^  +  a^  ■  A^P'''  +  . .  bei  allen  endlichfernen 
ränderlichen  Werlh  (§.16,  8). 

1  die  Seilen  eines  gegebenen  Polygons  AB  . . 
aus  dem  Punct  P  die  Normalen  PQ,  PR,  . . 
gefällt  werden,  und  wenn  die  Strecken  Q-ä, 
AR,    QP,  BP,   AP  anf  den  Geraden  a,  b, 

a',  b',  s  liegen,  so  sind  die  Winkel  aa',  bb' 
recht,  cosäa'=  sina«,  o'i'=  ab  das  Supple- 
ment des  Polygonwinkels  A^ 


^  APa.i 


QA 


-.  PA  c. 
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Vergl.  Trigon.  §.  3,  4.     Ferner  ist  (§.  10) 

2QRP—QAEP  =  2QBF  —  QAE  —  QRP  =  QEF  —  QAR 

-=  IBP .  PQ  siab'a'  —  iQA  .  AB  sinab     (g.  12,  4) 

=  isiaab{SP .  QP ^  QA  .  AB)  =  J-lPSsinaB  cosofe  =  iJP2sin2«6 

Wenn  das  eingeschriebene  Polygon  QB  . .  eine  gegebene 
Flache  hat,  so  hat  die  Summe  ^P^sin3ot+  ..  einen  gege- 
benen Werth:  also  liegt  P  auf  einem  bestimmten  Kreis  (9)  um 
den  Schwerpunct  der  Puncle  J  .  siit2a6,  ...  STErHRR  Grelle 
J.  2  p.  263  und  1  p.  51. 

Ueber  den  Kreis,  der  3  Puncte  oder  'i  Kreise  berührt, 
vergl,  Det,  §,  17,  5  und  9,  über  andere  Aufgaben  dieser  Art 
Salhon  Conics  cc.  3,  8,  9. 


§.  22.    Die  Eegelsehnitte. 

1.  Wenn  ein  Kreis  aus  einem  Punct  dureb  Gerade  auf 
eine  Ebene  projicirt  wird,  so  heissl  die  Projection  ein  Kegel- 
schnitt, welchen  der  projieir ende  Kegel  mit  der  Ebene  gemein 
hat.  Eine  durch  das  Genirum  des  Kegels  gehende  Ebene  eni- 
häll  2  Kanten  des  Kegels,  aus  welchen  der  Kegelschnitt  besteht; 
wenn  die  beiden  Kanten  zusammenfallen,  so  wird  der  Kegel 
von  der  Ebene  längs  der  Kante  berührt;  wenn  die  beiden 
Kanten  nicht  real  sind,  so  hat  der  Kegelschnitt  nur  einen  realen 
Punct. 

Eine  Ebene,  welche  das  Centrum  nicht  enthi:]ll,  schneidet 
die  Kanten  tbeils  auf  dem  einen,  theils  auf  dem  andern  Feld 
des  Kegels,  wenn  sie  mit  2  Kanten  parallel  ist;  oder  nur  auf 
einem  Feld,  wenn  sie  mit  einer  oder  mit  keiner  (realen)  Kante 
parallel  ist.  Der  Kegelschnitt  hat  dabei  2  unendlichferne  Puncte 
und  2  getrennte  Zweige,  oder  einen  unendlichfernen  Punel,  oder 
keinen  (realen)  unendlichfernen  Puncl,  und  heisst  in  dem  ersten 
Fall  eine  Hyperbel,  in  dem  zweiten  Fall  eine  Parabel,  in 
dem  dritten  Fall  eine  Ellipse. 

%.  Der  Kegel  enthält  eine  Serie  von  paraHelen  Kreisen, 
welche  den  Kegelschnitt  in  je  2  Punclen  so  schneiden,  dass  die 
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gemeinschuftliehon  Chorden  des  Kegelschnittes  und  der  Kreise 
parallel  sind.  Wenn  mit  dem  Kegelschnitt  ein  Kreis  die 
Puncle  P,  G  gemein  hat,  so  liegt  deren  Mitte  R  auf  dem 
Diameter  MM'  des  Kreises,  welcher  zu  PQ  normal  ist,  und 
man  hat  BP^  =  MR  .  RM'.  Auf  den  Kanten  SM,  SM'  des 
Kegels  liegen  die  Puncte  Ä,  B'  dos  Kegelschnittes,  und  zwar 
A,  B',  R  auf  einer  Geraden,  als  gemeinschaftliche  Puneie  der 
El>enen  MM'S  und  des  Kegelschnittes.  Werden  die  Geraden 
AA',  B&  parallel  mit  MM'  gezogen,  so  ist 


EM' 


AB' 


die  Glcieliung.  durch  welche  die  auf  der 
Geraden  AB'  liegende  Abscisse  AR  und  die 
mit  den  Ebenen  des  Kegelschnitts  und  des 
Kreises  parallele  Ordinale  RP  des  l'unctes 
P  verbunden  sind. 
Wenn  SA'  und  SB'  eines  Zeichens  sind,  so  ist  der  Kcgel- 

schnill  eine  Ellipse;   AR  und  AB',  AA'  und  BB'  sind  eines 

Zeichens  und  RB' ==^  AB' —  AR. 

,.  Wenn  5^4' und  5-B' nicht  eines  Zeichens 

sind,  so  ist  der  Kegelsehnitt  eine  Hyperbel; 
AR  und  AB',  AA'  und  BB'  sind  nicht 
eines  Zeichens,  B'R  =  B'A  +  AR  und 


RPi  ^ 


-AB.  B'R 


Wenn  AB'  mit  SA'  parallel  ist,  so  ist 
der  Kegelschnitt  eine  Parabel,  und  man 
erhylt 

MR  AA'  _ ,_,         ,   ., 

AR  -SÄ-  ^M'^ÄA 

jiFi   _  ^~,AE 


3.     Wenn  insbesondere  die  Ebene  AB'S  norjual  ist  zu  der 
Ebene   des  Kreises,    so   ist    der  Winksl  ARP   recht,   wie    der 
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Wintel  MRP.  Die  rechtwinkeligen  Coordinaten  AR,  JJP  wer- 
den durch  X,  y,  die  Grössen 

AA'.BB'  AA'.  B'B  AA'^ 

AB'  WA  ~SÄ'~ 

bei  den  3  Schnitten  dnrch  2p,  und  Ali'  bei  der  Ellipse,  B'A 
bei  der  Hyperbel  dnreh  ia  bezeichnet:  dünn  erh^ill  imin  die 
Gleichungen  der 


Ellipse : 

,,.  _||«(2._.) 

Hyperbel : 

■,.^Ö«(!.  +  «) 

rarabel : 

t   =   2px 

Die  Puncte  Ä,  B',  deren  einer  bei  der  Parabel  nnendlichfem 
ist,  heissen  die  Scheitel  [xo(>vq)al  Äitf uihedes)  ,  die  Strecke  p 
der  halbe  Parameter  des  Kegelschnittes,  die  Strecke  a  die 
halbe  Äxe  (Hauplaxe)  der  Ellipse  und  der  Hyperbel.  Bei 
hinreichend  grosser  Halbaxe  a  kann  die  Ellipse  und  die  Hyper- 
bel durch  die  Parabel  ersetzt  werden  mit  beliebig  kleinem 
Fehler. 

Die  Grössen  2p  und  2«  heissen  bei  Apoilünu!s  Coniea  I, 
H  ff.  nlsvQci  op&ia  und  nlayla,  latus  reetuin  und  Iransver- 
sum.  Der  Name  Parameter  ist  von  Desargües  1639  Brouillon 
projet  p,  203  eingeführt  worden. 

Wenn  von  %p  und  Aß  =  x  das  geometrische  Mittel  ET 
conatruirt  wird,  so  ist  die  Differenz  BF  —  RT  negativ  bei  der 
Ellipse,  positiv  bei  der  Hyperbel,  null  bei  der  Parabel.  Hierauf  be- 
ziehen sich  die  von  Apoli.onils  a.  a.  0,  eingeführten  Namen  der 
Kegelschnitte  sklsiipig,  vjiE(ißol^,  nagaßol-^  (defeetus,  excessus, 
aequatio).  Die  Namen  Tcapß/JoA^  und  e'^A^ti^te  kommen  vereinzelt 
auch  in  den  überlieferten  Texten  von  Archimedks  vor,  jener  auf 
dem  Titel  der  Schrift  über  die  Quadratur  der  Parabel,  dieser 
im  9ten  Satz  der  Schrift  über  die  Conoide  und  Spharoide. 
Gewöhnlich  braucht  ärchiuedes  die  altern  Namen  der  Kegel- 
schnitte, Schnitt  des  spitzwinkeligen,  stumpfwinkeligen,  recht- 
winkeligen Kegels    für  Ellipse,   Hyperbel,  Parabel.      Menaechmus 
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Plat»nischL  Schule  i70  ^  t,hi  ]  h  itle  zuerst  diese  Linien  unter- 
schieden und  duich  ihre  Gleichungen  in  rechtwinkeligen  Coor- 
dintten  bestimmt  als  behnitte  eines  Rotation skegels,  der  durch 
Rotation  dei  Hdfle  eines  ipiizen  stumpfen  i  echten  Winkels 
um  einen  seinei  Schenkel  entstanden  ist  und  durch  eine  nor- 
mal zu  einer  kante  gestellte  Ebene  gesthnitten  wird  (Reiher 
hist  duphc  cubi  l'^S  p  58)  Die  i  Schnitte  sind  von  Arcmi- 
MEDES  in  jedem  Rotitinnikegel  \on  Apollonius  in  jedem  einen 
kieis  projitirenden  Kegel  eikinnt  woiden 

4.  Wenn  ein  Rolationskegel  von  einer  Ebene  geschnitten 
wird,  so  liegen  die  Seheitel  A,  B'  des  Kegelschnittes  auf  der 
Ebene,  welche  das  Gentrum  S  des  Kegels  und  das  Centrum 
eines  auf  dein  Kegel  liegenden  Kreises  enthält,  und  die  zu  der 
Ebene  des  Kegelschnittes  normal  sieht.  Dem  Winkel  Ä8B' 
sind  2  Kreise  LL'F  und  MM'Q  eingeschrieben,  welche  die 
Gerade  AB'  in  F  und-  G  bertlhren.  Wenn  der  Kegelschnitt 
eine  Ellipse  ist,  so  ist  FG  von  AB\  A  von  LM,'  B'  \on  L'M' 
eingeschlossen;  wenn  der  Kegelschnitt  eine  Hyperbel  ist,  so  ist 
der  Kreis  MM'  dem  Scheitelwinkel  eingeschrieben,  FG  von 
AB\  A  von  7^-1/,  B'  von  h'M'  ausgeschlossen. 

Die   Kanten   BA,    SB'  werden 
\/„  von   den   parallelen   Geraden   LL', 

MM\  BB'  so  geschnitten,  dass  LM 
=  L'M',  BM  =  B'M'.  Die  Tan- 
genten AF  und  LA,  AG  und  AM, 
FB'  und  L'B\  GB'  und  B'M'  sind 
paarweise  gleich.  Daher  ist  bei  der 
Ellipse 
AF  +  AO  =  LA  +  AM  =^  LM 
FB'+  ÜB'  ^  h'B'  +  B'M'  ^   L'M' 

folglich  2^S'=  'iLM,AF^  GB' , 
FG  =  AB  und  mit  AB'  concen- 
trisch.  Ebenso  bei  der  Hyperbel, 
nachdem  ^7'' durch  — AF,  u.  s.  w. 
ersetzt  worden.  Vergl.  Planim. 
14,  4. 
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5.  Hie  Kreise  LL'F  und  MM'O  sind  Hauptkreise  der 
Kugeln,  welche  den  Kegel  in  Kreisen  und  die  Ebene  des  Kegel- 
schnittes in  den  Puncten  F  und  G  berühren.  Die  Ebenen  der 
Kreise  des  Kegels  stehn  normal  zu  der  Ebene  AB'S,  eine  der- 
selben schneidet  die  Kante  5^1  in  N,  die  Gerade  AB'  in  B,  so 
dass  NR  mit  BB'  parallel  ist,  und  den  Kegelschnitt  in  P,  so 
dass  der  Winkel  ARB  recht  ist.  Die  Kante  SP  hat  mit  den 
Kreisen  LL'J  und  MM'K,  in  welchen  der  Kegel  von  den  ein- 
geschriebenen Kugeln  berührt  wird,  die  Puncle  J  und  K  gemein, 
und  berührt  daselbst  die  dem  Kegel  eingeschriebenen  Kugeln. 

Die  Tangenten  der  Kugeln  SJ  und  SL,  SK  und  SM,  FP 
und  JP,  GP  und  PK  sind  paarweise  gleich,  folglich  ist  JK 
=  LM,  und  bei  der  Ellipse  hat  die  Summe,  bei  der  Hyperbel 
die  Differenz  der  von  F  und  Q  anfangenden  Vecloren  FP,  GP 
den  constanten  Beirag  JK  =  LM  =  AB'  (4).  Apollonius 
Con.  HI,  ä1  und  Ö2. 

Die  Puncle  F,  G  der  Hauptaxe  AB'  werden  bei  Apollosius 
Con,  ni,  45  durch  eine  Gleichung  definirt,  welche  aus  Eigen- 
schaften der  Tangenten  eines  Kegels ehni lies  enispringl,  und  la 
ix  Ttjg  TiaQüßoX^g  ysvöfiEva  atjfieia ,  puneta  ex  comparalione 
genannt,  S.  unten  §,  35,  11,  Dieselben  Punete  heissen  nombrils 
(umbilici)  oder  wegen  eatoplrischer  Eigenschafien  points  brülans, 
foyers  (foci,  Brennpunete)  des  Kegelschnilles  bei  Desurocks 
Brouillon  projel  p.  210.  Die  Bestimmung  der  Brennpunete 
durch  die  den  Segmenten  eines  Rotationskegels  eingeschriebenen 
Kugeln  ist  von  D*ni>ki.in  Mem.  de  Bruxelles  1822  p.  171  erfun- 
den worden. 

6.  Die  Ebene  des  Kreises  LL'J  hat  mit  der  Geraden  AB' 
den  Punct  D  gemein,  mit  der  Ebene  des  Kegelschnilles  die 
Gerade  DD',  welche  mit  RP  parallel  und  zu  ^S' normal  ist. 
Weil  FP  =^  JP  ^  LN,  so  hat  die  Distanz  FP  zu  der  Distanz 
DR  des  P  von  der  Geraden  DD'  das  Verhällniss 

LH  :  DB  ^   LA  :  DA  -^  AB  :  AB'  =  FG  :  AB'  ^   f 

Bei  der  Ellipse  ist  e  <;  1 »  bei  der  Hyperbel  e  ^  1  {4) .     Bei  der 
Parabel  isl  LA  :  DA  =  i,  e=1,  weil  DA  mit  SL'  parallel  ist. 
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Insbesondere  ist  ÄF  :  DA  =  s,  FB'  :  DB'  =  f,  d.  h. 
FD  wird  in  A  innen,  in  B'  aussen  nach  dem  Verhältniss  e  ge- 
theilt,  so  dass  FD  und  AB'  in  Harmonie  sind   (§.  4,  1). 

Mit  Rücksicht  auf  die  »excenlrischen«  Kreise  der  alten 
Astronomen  ist  das  Verhüllniss  e  der  Focaldistanz  FQ  zu  der 
Scheiteldistanz  4B' von  Oppler  die  Excenlricitai  des  Kegel- 
schnittes genannt  worden.  Die  Gerade  DD',  deren  Eigenschaft 
von  Pappcs  7  pr.  238  aus  alteren  Quellen  angegeben  wird,  heisst 
nach  Lahire  1685  {Sect.  con.  II)  die  dem  Brenupunct  F  zuge- 
harige  Directrix  des  Kegelschnittes,  und  ist  die  Polare  dieses 
Brennpunctes  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  (§.  34,  2). 


7.  "Wenn  F,  G  die  Brennpuncte  des 
Kepelschnilles  FQ,  ..  sind,  so  haben  die 
Vectoren  FP,  GF  und  FQ.,  60,  entweder 
gleiche  Summen  oder  gleiche  Difl'erenzen  (5) . 
Wenn  DP  und  EQ  normal  zu  DE,  und 
DP  =  FF,  EQ,  =  FQ.,  so  sind  P,  U 
Puncte  einer  Parabel,  deren  Brennpunct  F 
und  deren  Directrix  die  Gerade  DE  ist  (6) . 
Daher  sind  die  Differenzen  KQ,  und  IQ  der 
FP,  FQ  und  der  6F,  GQ  oder  der  DP, 
FQ,  von  gleicher  Länge, 

Bei  hinreichend  kleinem  Bogen  PQ  ist 
iiiil  beliebig  kleinem  Fehler  PQ  die  Tan- 
gente des  Kegelschnittes  an  dem  Punct  P, 
der  Winkel  PLQ  und  der  Winkel  QKP 
recht,  das  Viereek  PliQL  symmetrisch,  so 
dass  PQ  den  Winkel  KPL  halbirt,  PK  zu  FP  und  PL  zu 
GP  oder  zu  ÜP  normal  ist.  Die  Tangente  der  Hyperbel  und 
die  Normale  der  Ellipse  halbirt  denmach  den  Winkel  P  des 
Dreiecks  FG  P;  die  Taugente  der  Parabel  halbirt  den  Winkel 
DPF,  welchen  der  Vector  mit  der  Axe  bildet.  Apou.osius 
Con.  III,  48. 

Lielil-  und  Wiirmeslrahlen ,   wolclie  von  G  divergiren  und 
von  der  Ellipse  reflectirt  worden  sind,    convergiren   nach  dem 
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Punet  F.  Strahlen,  welche  von  G  ilivergiren  und  von  der 
Hyperbel  reflectirt  worden  sind,  divergiren  von  F.  Strahlen, 
welche  mit  der  Axe  der  Parabel  parallel  und  von  der 
Parabel  refleclirl  worden  sind,  eonvergiren  nach  F  oder  diver- 
giren von  F.  Daher  heissen  die  Puncle  F,  G  Brennpuncle  der 
Kegelschnitte. 

8.  Zieht  man  die  Normale  FN  der  Tangente  PN,  und 
macht  man  FO  =  'iFN,  so  ist  GO  die  Summe  oder  die  DilFe- 
renz  der  Vectorcn  FP,  GP.  Wenn  C  die  Mitte  von  FG,  so 
ist  CN  ^  ^GO  die  halbe  Seheiteldistanz.  Also  liegt  der  Fuss- 
puncl  N  der  aus  F  auf  die  Tangente  der  Ellipse  oder  Hyperbel 
gefällten  Normale  auf  dem  Seheitelkreis  des  Kegelschnittes, 
von  welchem  die  Scheitel  des  Kegelschnittes  Gegenpuncte  sind. 
Bei  der  Parabel  fallt  0  auf  D,  iV  auf  die  Gerade,  welche  mit 
der  Directrix  parallel  ist,  die  Distanz  des  Brennpuneles  von  der 
Direetrix  halbirt  und  die  Parabel  im  Scheitel  berührt.  Der 
Scheitelkreis  wird  bei  der  Paral>e!  durch  die  Scheiiellangente 
vertreten. 

Wenn  von  der  Tangente  der  ParaJsei  die  As.e  in  2'  ge- 
schnitten wird,  und  der  Berührungspunct  die  Ordinale  Q.P 
hat,  so  ist  N  auch  die  Mitte  der  Strecke  TP,  und  der  Scheitel 
A  die  Mitte  der  Strecke  TQ.     Apollo:nus  Con.  I,  35. 


9.  Eine  den  gegebenen  Punct  M  enthaltende  Tangente  des 
Kegelschnittes  findet  mau  mit  Hülfe  eines  gemeinschaft liehen 
Punctes  0  der  Kreise  um  G,  M  mit  den  Radien  au,  MF. 
Die  durch  M  gehende  Normale  der  FO  schneidet  FO,  GO  in 
N,  P  so,  dass  GP  +  FP  der  GP—  FP  die  Lange  2a  hat, 
und  dass  die  Gerade  MP  in  dein  einen  Fall  den  Nebenwinkel 
des  GPF,  in  dem  andern  Fall  den  Winkel  GPF  liali>irl,  folg- 
lich u.  s.  w.  (7). 

Durch  den  Punct  M  gehn  2  Tangenten  MP,  MP'  des  Kegel- 
schnittes; die  Winkel  PMP'  und  OMF  haben  dieselbe  Hal- 
birende,  und  der  Winkel  P/'JP' wird  von /'^halbirl,  Poncelet 
propr.  proj.  478.    Magnus  Aufgaben  1  p,  168  u.  A, 


y  Google 


100 


Cap.  IV.    Gleichungen  v 


Beweis.  Wenn  FO'  =  GO,  MO'  =  MG,  und  FO'  von 
der  durch  M  normal  7,u  GO'  gezogenen  Geraden  in  P'  s,e- 
suhniUen  wird,  so  isl  auch  i''  ein 
l'unct  des  Kegelschnittes  mit  der  Tan- 
gente MF'.  Die  Dreiecke  O'MF  und 
GMO  sind  gleich  und  ähnlich  wegen 
der  gleichen  Seiten  O'M  und  GM, 
MF  und  MO,  FO'  und  OO.  Daher 
sind  die  Winkel  O'AIF  und  GMO 
gleich,  so  dass  die  Winkel  O'MO, 
P'MP,  GMF  dieselhe  Halbirende  haben;  und  die  Winkel 
MFO'  und  MOG  sind  gleich,  so  dass  MFP'  =  MOP  ^  PFM. 
Die  Distanzen  einer  Tangente  von  den  beiden  Brennpuncteu 
haben  ein  constantes  Product,  bei  der  Ellipse  i^,  bei  der  Hy- 
perbel —  62.  Keill  1709  Philos.  Trans,  n"  317  p.  147.  Wenn 
GL  und  FL'  zu  MP  und  MP'  normal  stehn,  wie  FN  und 
GN',  so  sind  wegen  der  gleichen  Winkel  P'MF  und  GMP, 
P'MG  und  FMP'  die  Dreiecke  L'MF  und  LMG,  N'MG  und 
NMF  ähnlich,  also 


FL' 


FL'.  GN'  ^  FN.GL 


Für  eine  Schei tel langen le  hat  das  Producl  FÄ  .  GA  den  Werth 
+  62  (|.  23^  4  f.i. 

10.  Bei  der  Parabel  tritt  an  die  Stelle  des  um  G  mit  dem 
Radius  2«  besehriebenen  Kreises  die  Directrix,  mit  welcher  der 
um  M  mit  dem  Radius  MF  beschriebene 
Kreis  die  Punete  0,  0'  gemein  hat.  Die 
Normalen  durch  M  zu  FO,  FO'  schneiden 
die  Normalen  der  Directrix  durch  O,  0'  in 
den  Punclen  P,  P'  der  Parabel,  deren  Tan- 
genten MP,  MP'  sind.  Wenn  noch  MG 
normal  zu  00',  so  erhall  man  die  Glei- 
chungen der  Winkel 

P'MF  =  ^O'MF  ^  O'OF  =  OFM  =   GMP 
MFP'  =   P'O'M  =  MOP  =   PFM 
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welche  anzeigen,  dass  die  Winkel  P'MP  und  FMQ  von  der- 
selben Geraden  halbirt  werden ,  und  dass  der  Winkel  PFF' 
von  FM  halbirl  wird. 

11.  Die  Eigenschaften  der  Kegelschnitte  sind  auf  die  pro- 
jeetiven  Eigenschaften  (§.  13,  10)  des  Kreises  zurückgeführt 
worden  von  Steiner  syst.  Entw.  37  If.  Vorlesungen  (Schröter] 
§.  20  ff.  und  Chasles  Ap.  bist,  note  15  u.  16.  Geom.  sup. 
511  if.  643  ff.    Sect.  con.  I  ff.     Vergl.  Trigon.  §.  7,  15. 

Wenn  vier  Puncle  eines  Kreises  A,  B,  C,  D  aus  den  Puncten 
F  und  P'  desselben  Kreises  durch  die  Geraden  a,  b,  c,  d  und 
a',  b',  c',  d'  projieirt  werden,  so  sind  die  Winkeldifferenzen 
ah  —  ab',  ae  —  a'a\  ad  —  ad'  null  oder  n.  (§.  10,  4),  folglich 
die  Figuren  ahcd  und  a'b'a'd'  congruent,  und  die  Doppelver- 
hJÜtnisse  [abcd]  und  [a'b'o'd']  gleich  (g.  13,  1). 

Wenn  die  Tangenten  des  Kreises  in  A,  B,  C,  D  auf  den 
Tangenten  in  P  und  P'  die  Puncte  a,  iß,  y,  d  und  «',  ß',  /,  d' 
haben,  und  M  das  Centnim  des  Kreises  ist ,  so  sind  die  Ge- 
raden aM,  a'M,   ,  ,  normal  zu  «,  «',   .  .  ,  folglich 

(aßyi)   —  {aM,  ßM,  yM,  SM)   =   {abcä) 
{v'ß'y'ä')   =   {a'M,  ß'M,  y'M,  ö'M)   =   {a'b'c'd') 

daher  [aßyö]  =  [a'ß'y'ä']. 

Einem  Puncl  und  einer  Tangente  des  Kreises  entspricht  eine 
Kante  und  eine  Tangentenebene  des  projicirenden  Kegels,  ein 
Puncl  und  eine  Tangente  des  Kegelschnittes.  Das  Doppel- 
verhäUniss  von  4  Geraden  eines  Punctes,  sowie  von  4  Puneten 
einer  Geraden  wird  durch  Projecliou  nicht  veründert.    Also: 

I.  Vier  Puncte  eines  Kegelschnittes  werden  aus  jedem 
Punct  desselben  durch  Gerade  von  demselben  üoppelverhällniss 
projieirt,  welches  das  Doppelverhaltniss  der  4  Kegel- 
schnitt-Puncte  heissU  Vier  Tangenten  eines  Kegelschnittes 
haben  auf  jeder  Tangente  desselben  Puncle  von  demselben 
Doppelverhaltniss,  welches  das  DoppelverhSltniss  der  4 
Kegelschnilt-Tangenten  heisst  und  dem  Doppel verhHltniss 
der  Bertihrungspuncte  gleich  ist. 
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II.  Die  Geraden,  welche  aus  2  Kegels chiiilt-Pun et en  /',  1'' 
die  übrigen  Puncle  A,  B,  ..  projiciren,  sowie  die  Puncle,  welche 
auf  2  Kegelsehüilt- Tangenten  p,  p'  die  Uhrigen  Tangenten 
o,  b,  . .  haben,  bilden  collineare  Figuren. 

Wenn  A  auf  P  füllt,  so  fällt  PA  auf  die  Tangente  PQ, 
und  P'A  auf  P'P:  der  Tangente  Pd  entspricht  die  Gerade 
l^P.  Und  wenn  a  auf  p  fallt,  so  fallt  mit  dem  Berührungs- 
puncl  der  a  auch  der  Punct  pa  auf  den  BerUhrungspunct  der 
p,  und  p'a  auf  p'p:  dem  BerUhrungspunct  der  p  entspricht  der 
Punct  der  p',  welchen  sie  mit  p  gemein  hat. 

13.  Umgekehrt  schliesst  man:  Wenn  die  Geraden  von  'i 
Punclen  collineare  Figuren  bilden ,  so  liegen  die  Schnillpuncle 
der  entsprechenden  Geraden  nebsl  den  beiden  Punclen  auf 
einein  Kegelsehnill.  Und  wenn  die  Puncte  von  2  Geraden  colli- 
neare Figuren  bilden,  so  sind  die  Chorden  der  entsprechenden 
Puncte  nebsl  den  beiden  Geraden  Tangeulen  eines  Kegelschnitts. 

A.  Wenn  die  Geraden  des  P  mid  die  entsprechenden  Ge- 
raden des  P'  collineare  Figuren  bilden,  so  werden  jene  von 
diesen    auf    der  Linie    PAP'  geschnitten,    deren  Tangente  PQ 

die  Gerade  P'P  entspricht.  Denn  wenn  A 
auf  P  fallt,  so  milt  PA  auf  PO,,  und  P'A  auf 
P'P.  Ein  die  Gerade  Pfi  in  P  berührender 
Kreis  wird  von  den  Geraden  PP',  PA,  . .  in 
P, ,  A^,  . .  so  geschnitten,  dass  die  Figur  der 
Geraden  P^P,  P^A^  ..  mit  der  Figur  PO., 
PA,  ..  (9,11),  also  auch  mit  der  Figur  P'P, 
P'A ,  . .  collinear  ist.  Die  entsprechenden  Geraden  P,  P  und 
P'P  sind  vereint,  also  liegen  die  Puncle,  welche  die  Geraden 
des  P,  mit  den  entsprechenden  Geraden  des  P'  gemein  haben, 
auf  einer  Geraden  s  (§.  9,  6).  Daher  gehn  die  Geraden  P,  P', 
AiA,  ..  durch  einen  Punct,  auch  dann,  wenn  die  Ebene  des 
Kreises  mit  der  Ebene  PAP'  nur  die  Gerade  *  gemein  hal 
(Stereom.  §.  5,  '  &.).  Also  ist  die  Linie  PAP'  die  Centralpro- 
jeclion  eines  Kreises. 

B.  Wenn  die  Puncte  der  Geraden  p  und  die  entsprechen- 
den Puncte  der  p'  collineare  Figuren  bilden,  so  berühren  die 
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Cliordcn  der  entsprechenden  I'uncle  eine  Liniu,  die  von  p  in  deni 

Punct  P  berührt  wird,  welchem   der   gemeinschaftliche  Puncl 

P'  der   p'  und  p  entspricht  (9,  II)-     Ein  die  ,,. 

Gerade  p  in  P  bertihrender  Kreis  hat  die  durch 

P'  gehende  Tangente  p, ,  welche  von  den  durch 

A,  . .  gehenden  Kreis-Tangenten  in  ^, ,  . ,  so 

geschnitten  wird,   dass  die  Figur  P'A^  . .  mit 

der  Figur  PA  ..   [9,11),   also  auch   mit  der 

Figur  P'A'  . .  collineur  ist.     Da  der  Punct  P' 

sich  selbst  entspricht ,  so  haben  die  Chorden 

A^A'^  ..   einen  Punct  gemein  (§.9,  6).     Also 

sind  die  Chorden  AA'  die  Gentratprojectionen  der  einen  Kreis 

berührenden  Chorden  AA^,  auch  dann,  wenn  die  Ebenen  pp^ 

und  pp'  nur  die  Gerade  p  gemein  haben. 

Den  Beweis,  dass  die  Schnitte  der  entsprechenden  Geraden 
und  die  Chorden  der  enisprechenden  Puncto  eine  Linie  berühren, 
welche  die  Gentralprojeclion  eines  Kreises  ist,  hat  auf  obige 
Weise  Chaslrs  geführt  Seet.  con.  8  und  9. 


§.  23.    Linien  3ter  Ordnung  als  Oerter. 


1.  Die  Puncto  P,  welche  von  einem  gegebenen  Punct  F 
und  von  einer  gegebenen  Geraden  d  je  gleiche  Distanzen  haben, 
werden  construirt,  indem  man  durch  F  die  Normale  der  d 
zieht,  welche  d  in  D,  eine  Parallele  der  d  ia  Q  schneidet;  der 
mit  dem  Radius  DO,  um  F  beschriebene  Kreis  schneidet  die 
Parallele  in  P  so,  dass  FP  =  DQ. 

"Wenn    von    dem    rechten    Winkel  -" 

TRS   der  Schenkel  RS  auf  d    liegt,      ^]  j  /' 

und  v.e'aa  ein  Faden  von  der  Lange 
RT  m  T  und  F  befestigt  durch  einen 
Stift  P  an  den  Schenkel  RT  gedrückt 
wird,  so  ist  FP  -i-  FT  =  RT,  FP 
=  RP  =  Dd. 

Zu  den  Punclen  P  gehorl  die  Mille  A  der  Strecke  DF  = 


ABL 
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Wenn  die  Ahscisse  AQ,  die  Ordinale  QP  des  F  die  Werthc 
X,  y  haben,  so  ist 

QP^  ^  FP^  —  QF^   ^   BQi^  QF'^  =   2DF.  ÄQ ,      y"^  ^   'l^x 

d.  h.  P  lie^l  auf  einer  Parabel  (g.  22,  3  und  6).  Die  Distanz 
}JF  =  p  ist  der  Dalb-Parameter  der  Parabel,  die  Gerade  AF 
ihre  Axe,  A  der  Scheitel,  F  der  Brennpunct,  d  die  Direclrix. 
Vermöge  der  Gleichung  y^  =  äpa:  ist  die  Parabel  eine  Linie 
äter  Ordnung  (§,  20),  Jeder  Abscisse  entsprechen  2  contrUr- 
gleiche  Ordinalen,  die  Gerade  ^  =  0  ist  die  Axe  der  Parabel. 
Negativen  Abscissen  entsprechen  imaginäre  Ordinalen  nicht  realer 
Parabelpunele.  Die  im  Brennpunct  anfangende  Ordinale  ist  der 
Halb-Parameler,  denn  m  ^  \-p  giebt  y  ^  p- 

Bei  unendlich  wachsender  Abscisse  werden  die  Ordinaten 
unendlich,  so  dass  y  :  x  =^  'ip  :  y  null  wird,  d.  h.  die  Zweige 
der  Parabel  werden  mehr  und  mehr  parallel  mil  der  Geraden 
y  =  0  (§.  15,  3).  Die  unendlichfernen  Punete  der  Parabel  sind 
in  dem  unendlich  fernen  Punct  der  Geraden  y  =  0  vereint 
(§.  StO,  i),  die  Parabel  wird  von  der  unendlich  fernen  Geraden 
der  Ebene  berührt. 

3.  Wenn  die  Seiten  AB,  BC  des  Dreiecks  ABC  in  L,  M 
nach  demselben  Verhaltniss  getheilt  werden  z.  B.  wie  AC  in  K, 
so  liegt  der  gemeinschaflliehe  Punct  N  der  Geraden  KL  und 
AM  auf  der  Parabel,  welche  die  AB  in  A  berührt,  durch  C 

•lohl  und  den  u  nend  lieh  ferne  u  Punet  der  BC  enlhäll.  Denn 
das  Viereck  KLBM  ist  ein  Panillelogramni .   folfdieh 

AL   __   AB  AL    _   AB 

LN  "   BM  I.K   ~   BC 

und  durch  MultipHcation 


so   dass   das  Quadrat  der   Ordinate   AL  iw  der  Abscisse  LN 
für  alle  Puncle  N  dasselbe  gegebene  Verhaltniss  hat.     Die  mit 
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AB   parallelen   Chorden    der  Parabel  werden  von  der  parallel 
mit  ßC  durch  A  gezogenen  Geraden  [Diameter  §.  20,  9)  halbirt. 
Wenn   AL  .  LB  zu  LN  das  gegebene  Verhaltniss  2p  hat, 
-40  =  OS  =  a,   OL  =  y,  LN  =^  x,  so  ist 

(«  +  y)(«->/)  =  2px,        ,/  =  2i»(g-^) 

d.  h.  jV  liegt  auf  einer  bestimmten  Parabel.  Diese  enthciU  die 
Punele  A,  B{x  =  0),  den  unendlichfernen  Punct  der  fieraden 
j,  =  0,  und  wird  von  der  Geraden  a:  =  «^  ;  2p  auf  der  Ge- 
raden ä'  =  0  berührt. 

3.  Wenn  die  Puncte  F,  G  gegeben  sind,  und  die  Summe 
oder  die  Differenz  der  Vectoren  FP,  GP  des  Puncles  P  den 
(gegebenen  Betrag  2  a  hat,  so  liegt  P  in  dem 

ersten  Fall  auf  der  Ellipse,  in  dem  zweiten  ^"^ 

Fall   auf    der   Hyperbel   mit    den   Brenn-  _y^     -.^ 

puDClen  F,  G  und  der  Haib-Axe  a  (§.  22,  5).     g_^  V 

Man   kann    die   Linien    construiren,   indem 
man  die  Strecke  ia   theilt,  u.  s.  w.,    insbesondere  die  Ellipse, 
indem  man   einen  Faden  FGPF  durch  den  bewegton  Stift  P 
gespannt  hall. 

Man  kann  die  Hyperbel  consiruiren,  wenn  man,  wührend 
das  Lineal  GT  um  G  gedreht  wird,  einen  in  T  und  F  be- 
festigten Faden,  der  um  2a  kOrzer  ist  als  Gl',  durch  den  Stift 
P  an  das  Lineal  drückt.  Wenn  G  unendlichfern  wird,  so  geht 
die  Rotation  des  Lineals  in  Translation  über,  und  die  Hyperbel 
in  eine  Parabel  (■!). 

Wenn  man  auf  der  Geraden  GP  die  Strecke  GB  ==  GP+  FP 
abschneidet,  so  liegt  R  auf  dem  Kreis,  dessen  Centrum  G  und 
dessen  Radius  2a  ist.  Ein  Punct  der  Ellipse  oder  der  Hyperbel 
hat  von  diesem  Kreis  und  von  dem  andern  ßrennpuncl  gleiche 
Distanzen.  Der  Kreis  wird  bei  der  Porabel  durch  die  Directrix 
vertreten   (I). 

4,  Wenn  die  Focaldislanz  FG  die  Lange  isa  hat,  also  e 
die  Excentricitat  ist,  und  wenn  die  Vectoren  FP,  GP  durch 
)•,  r'  bezeichnet  werden,  so  ist  am  Dreieck  FGP 
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r  —  r'  <   2ta   <   r  +  r' 

folglich  bei  der  Ellipse  e  <H,  bei  der  Hyperbel  e  ^  1  (§.  22,  ti) . 
Wenn  C  die  Mitte  der  7^(?,  und  A  ein  Scheitel,  so  ist  CA  ^  a, 

ff  C  =  C/"  =  «ö  ,  FA  ^  FC+  CA,  GA  =^  CA  —  CG, 
FA.  GA  =  CA^  ~  FC^  =  «^  [1  —  fii)  posiliv  bei  der  Ellipse, 
nea.itiv  bei  der  Hyperbel. 

Wenn    Cl  die   Nonnalprojeclion   des  1'  itnf  GF,  CO,  =  x, 
so  isl 

Bei  der  Ellipse  isl  r  +  r'  =  2«,  FC  ^  äh,  r  —  r'  =  2ia:,  uLso 
Hei    der   Hyperbel    isl    r'— r  =  2n,    /"C  =  —  £«,    »■  +  !■' = 


d.  h.  der  Vector  isl  eine  liuejire  Funclion  einer  auf  FG  liegen- 
den Äbscisse  des  P.  Macht  ratni  bei  der  Ellipse  DC  =  a  :  «, 
bei  der  UvT)erbel  CD  =  a  :  a,  so  erhall  man  FF  =  s  .  DQ,: 
der  Vector  FF  eines  Elipsen-  oder  Hxperbel-Punctes  hat  zu 
der  in  D  {von  der  Direelri.\  des  F]  anfangenden  Ahscisse  das 
constanle  Verhiiltniss  £.  Bei  der  Parabel  ist  e  ^  1  (1). 
Weil  r  die  Coordinalen  FQ  und  QP  =  i/  hat,  so  isl 

{,a  +  x)i  +  y-^^{a  +  f^)-^     Ode.    [-,a  +  ^y  +  ,ß  ^  {-a  +  ex)-:' 

2  .  _  y^     =  «i 

1  —  i^ 

d,  h.  Ellipse  und  Ihperbel  sind  Linien  'iler  Ordiuinji,  luil  dein 
Centriini  C  und  unendlich  viel  Dinmolern.  danmler  2  Axeii 
■§.  tO,  8  and  9,. 

5.     Die    in   eiiKun  ürennpuuel  anfangende  Ordinale  p,  der 
llalb-l'aramoler,  erj^iebl  sieh  aus  der  Gleichung  (fl) 

£^a>  + -^^  =  a^,       p'>  =  o2(l— fäji 
!'!  P  =  ±0(1  -  f^) 
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Die  im  Contrum  anfangende  Ordinale  6  der  Ellipsf,    die 
halbe  kleine  Axe,  ergieht  si('h  bei  a;  =  0  aus  dei-  Gleichtini; 


Daher   sind   Ba   und  h   Catheten   der    lh])olenuse  a.    und 
überhaupt 

.^^^,f^a^     oder     ,,  +  f,  =   1 

Bei  der  Hyperbel  ist  die  im  Centrum  anlangende  Ordinate, 
die  halbe  zweile  Äse  niehl  real  und  wird  6V  —  1  gesetzt,  so 
dass  man  für  die  halbe  Nebenaxo  b  erhalt 


Daher   sind   a    nnd   b  Cathelen    der  Hjpolenuse  ia,    und  übei-- 
hanpt 


^\enn  p  ^  a  [latus  reetum  =  Iransversuin) ,  so  ist  fi  =  o, 
die  Ellipse  ein  Kreis  (§.  21,  ü),  £  =  0,  und  die  Hyperbel  gleich- 
seilig,  e  =  Y2. 

Wenn  die  Abscisse  im  Scheitel  A  anfangt,  so  ist  bei  der 
Ellipse  CO,  =  äQ,  —  AC  =  ^  —  a 

(?_T:^  +  |_=    =    1,        ,/.   =    2y^_^:.. 

bei  der  Hyperbel  CQ  ^  CA  +  ÄQ  =  a  +  ^ 

wie  oben  §.  22,  ^. 

6.  Die  realen  Puncte  der  Ellipse  — ^  +  |^  ^  1  beiien  in 
einem  endlichen  Bereich  der  Ebene;  die  Diameler  der  Ellipse 
liegen  zwischen  26  und  2«,  denn 
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CP^  =  a^!  +  2,^  =  6!  +  ^J^cc^ 

&ä   <   CP-^  <  P  +  ^^— «s     d.  i.     a^ 

Zu  ap^  >■  a^  gehöreu  imaginäre  y,  imaginüre  EUipscnpuiiete. 
Die  Ellipse  hat  2  uneiKllichferne  Puncte,  die  nicht  real  sind 
und  auf  der  Linie  ^a  +  L  =  "^  liegen,  also  je  einer  auf  den 
Geraden 

welche  ausser  dem  Centruin  einen  reulen  Puncl  niuhl  enlhallen. 
Vergl.  §.  21,  7. 

Die  Ordinate  der  Ellipse  Q.P  hat  ku  der  Ordinate  QP' 
ihres  Scheitelkreises  {§.  23,  8)  bei  gleicher  Abscisse  das  con- 
stante  Verhültniss  b  :  a,  weil 

y  —  -ya^  —  xi 

Diese  Bemerkung  isl  von  Ahciujikdus  (Con.  et  Sph.  3;  zur 
Quadratur  der  Ellipse  gebraucht  worden ,  und  dient  Kur  Con- 
slruclion  der  Ellipse,  indem  man  die  Kreis  -  Ordinalen  in  ge- 
1  Verhältniss  verjüngt.  Vergl.  Klügel  math.  "\V.  2  p.  101. 
Wenn  die  durch  P  gehende  Parallele  der  CP' 
die  Axen  »,  y  in  R,  S  schneidet,  so  isl 

RP  _    QP   ^  ^ 
CP'  ~    QP'         a 

folglich  RP  =  b,   SB  ^  a^  b.     Wenn  daher 

'  von  den  Stiften  P,    Ji,   S  eines  Lineals  B  die 

Kurche    x,    S   die   Furche  y  durchliiufl,    so    beschreüil  P  die 

lillipse.     Diese  Consiruction  ist  den  Griechen  bekannt  gewesen, 

wie  Proclus  (450]  im  Gommentar  zu  Eucl.  I  def.  4  mittheilt. 

Der  Winkel  if,  welchen  mil  der  Axe  x  der  Radius  CP' 
bildet,  heiast  die  excentrische  Anomalie  des  P  (anomalia 
eccentri  bei  Keppler,  weil  das  Centrum  des  Scheitelkreises  niehl 
im  Brennpunel  liegt).     Dabei  ist 
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§.  33.    Linien  äter  Ordnung  als  Oerter.  109 

X  =  a  cosy,         1/  =   ftsiny 
ein  System  von  Gleichungen  der  Ellipse. 

Wenn  in  dem  Parallelogramm  CA  DB  die  Chorde  MK 
parallel  mit  CD  gezogen  wird  und  C  die  Mille  der  EB  ist,  so 
liegt  der  gemeiiisehaftliche  Puncl  P  der 
Geraden  EM  und  BN  auf  der  Ellipse 
mit  dem  Centrum  O,  welche  von  -4i>  in 
A,  von  BD  in  B  berührt  wird.  Der 
Puncl   P  hat    die    Abscisse     QP    =    a;  \    / 

parallel  mit  CA  =  f,  und  die  Ordinale  \/ 

CQ,  =  y  auf  CB  ^  ff.     Dann  ist  £ 

CM   _   ND   _  EC   ^   EQ  NT>   _    QB 


und  durch  llultiiilicalion 


Diese    Construction    der    Ellipse    ist    von    Pohlke  Darstdlunde 
Geom.  II  (1876)  35  ff.  gegeben  worden. 

7.  Wenn  überhaupt  von  den  Puueten  A,  ß,  C,  die  mit 
einander  starr  verbunden  sind,  A  die  gegebene  Gerade  a;,  B 
die  gegebene  Gerade  y  durchlauft,  so  besehreibt  C  eine  Ellipse. 
ScHooiEN    organiea    conieorum    descriptio    1646    c.   3     (Exerc. 

niath.  lY). 

Beweis.     Die  Geraden   x,  y   haben  den  Punct   0  gemein, 

die  durch  C  gehenden  Parallelen  der  }/,  x  haben  mit  o 
Punete  D,  E  gemein,   die  Strecken  BC. 
AC  liegen  auf  den  Geraden  a,  b.     Dann 

ist  1§.  12,9} 
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femer     (§.  9,  II)     oy  =  «6  +  by,    ay  +  xb  =  xij  - 
(Trigon.  §.  i,   II! 


Wenn   nun   die   Coordinaten   EC,   DC  des  C  durch  x,  y,  die 

Strecken  BC,  AC  durch  a,   i,   die  Winkel  xy,  ab  durch  a,  y 
i>ezeichnet  werden,  so  erliäll  miin 


die  Gleichung  einer  geschlossenen  T.inie  2.  Or.,  deren  Cenlrum 
im  Nullpunet  liegt. 

8.  Bei  der  Hyperbel  ^  —  -^-^  =  1  enlsprechen  den  Ab- 
scissen  zwischen  — a  und  a  imaginäre  Ordinalen,  einer  unend- 
lichen Abscisse  unendliche  Ordinalen,  Die  realen  Diameter  der 
Hyperbel  wachsen  von  ^a  bis  ins  Unendliche,  denn 

CPä  =  j^ä  +  j,2    _  flä  +  — -i-^  {x^  —  ai) 
Diil>ei  isl 

lä ^—  ""  &  -  si'-..J 

Bei  hinreichend  grossen  x  wird  demnach  y  :  x  durch  +b  -.  a 
ausgedrückt  mit  einem  beliebig  kleinen  Fehler,  d,  h.  die  Ordi- 
nalen der  Hyperbel  niihern  sich  den  Ordinalen  der  Dianielcr 


mehr  und  mehr,  ohne  sie  bei  endlichen  Äbscissen  zu  erreichen. 
Diese  beiden  Diameler,  auf  welchen  die  unendlichfernen  Puncle 
der  Hyperbel  liegen,  heissen  die  Asymptoten  der  Hyperbel 
(«(  lyytör«  iideXai  tijg  to/.ijjg  Archimebes  Con.  el  Spb  praef., 
äavfmTVJZoi  Apollonius  Gon.  11). 
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'  als  Oerler. 


welche  die  Hyperbel  nül  jeder  ihrer  Asymptoten  gemein  hat, 
sind  beide  unendlichfem ,  weil  die  resultirende  Gleichung  Oteii 
Grades  ist,  und  fallen  beide  auf  den  unendlichfernen  Punct  der 
Asymptote.  Daher  sind  die  Asymptoten  Tangenten  der  Hyperbel 
an  ihren  un en dl ichf erneu  Punclen;  die  Parallelen  der  Asym- 
ptoten haben  mit  der  Hyperbel  je  einen  unendliehfemen  und 
einen  endlichfernen  Punct  gemein. 

Unter  dem  Asymplotenwinke!  wird  der  von  den  Asym- 
ptoten eingeschlossene  Winkel  (und  der  Scheitelwinkel)  verstan- 
den ,  welcher  die  realen  Hyperbelpuncte  einschliesst.  Der 
Asymptoten  Winkel  und  sein  Nebenwinkel  werden  von  den  bei- 
den Axen  der  Hyperbel  halbirt.  Der  halbe  Äsymptotenwinkel 
i,  welchen  mit  der  Axe  x  eine  Asymptote  bildet,  ist  durch  die 
Gleichung  tangA  =  h  :  a  oder  cos^  ^  1  i  £  (5)  bestimmt.  Der 
Asymptoten  Winkel  der  gleichseitigen  Hyperbel  isl  recht. 

Die  beiden  Hyperbeln  -^  —  ^  ^  +_  1  haben  dieselben 
Asymptoten,  die  eine  liegt  in  einem  Winkel  dieser  Geraden  und 
in  dessen  Scheitelwinkel,  die  andre  in  den  Nebenwinkeln.  Sie 
onjugirte  Hyperbeln.     Apollonils  Con.  1,  56. 

Die  Asymptoten  der  Parabel  faUen  auf  die  unendhchferne 
-ade.     Die  Asymptoten  der  Ellipse  sind  nicht  real  (6). 


i).     Hei  der  Hyperbel 


63 


flä 


■■JV' 


Wenn  EC  =  6,  CA  =  a  auf  x,  und  CA' 
mitQ/*parallel  und  gleich,  so  hat  EN  :  NP 
das  constante  Verhültniss  EC  :  CA.  P*i>pi:s 
IV,  i2. 

Die  Scheiteltangente  wird  von  der  Geraden  EN  in  iV'  so 
geschnitten,  dass  EN  :  NN'  =  EC  :  CA,  NP  =  NN',  man 
kann  also  den  Punct  P  der  Hyperbel  mit  Hülfe  der  Geraden 
ENN'  finden. 
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Die  Geviide  EK  bildet  mit  x  den  Winkel  W,  so  dass 

X  ^  y  ^  h  tangv' 

ein  System  von  Gleichungen  der  Hyperbel.  Wenn  man  Q  auf 
die  durch  C  gehende  Parallele  der  EN  normal  projicirt  nach 
P',  so  ist  CP'^  CCicosi^  =  a.  Daher  liegt  P'  auf  dem 
Scheitelkreis,  der  von  der  Geraden  QP'  bertlhrl  wird,  so  dass 
QP  :  QP'=  h  :  a.     Vergl.  6. 

10.     Für  den  Pimct  x'y'  der  Asymptote  s  oder  (  ist  [8; 


Wenn  nun  die  den  Hyperbelpuncl  P  enthaltende  Pandlele  der 
X  die  Geraden  s,   t,  y  in  K,  i,  M  sohneidcl,  so  ist 


},d^. 


MK 


KP 


— " X      und  durch  Mulfiplicalion 

j  V  1.     KP.  LP  =  «5 

Daher  ist  durch  a  und  die  Asymplolen  s,  t  die  Hyperbel  bestimmt. 
Die   durch  P  gehenden  Parallelen   der  (,  s  schneiden  s,  t 
in  0,  N,  so  dass 

OP  :  KP  =  JVP  ;  LP  =  smxs  :  sin(s 
Also   ist 

II,     CN.NP  —  OP.NP  =   KP.LP-"-l~    =    4---2—    ^   1'^«^ 

weil  ts  =  'äxK,  n.  s.  w.,  und 

III.    CN.NFswts  =  '''^-^^ff-  =  ia'Hmgxs  =  Jo& 

d.  h.  das  Parallelogramm  CNPO  hat  eine  gegebene  Fläche.    Der 
Satz  (IIj   ist  in  einem  altgemeinem  Satz  Apollomus  Con.  II,  \% 
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enlhalten.      Das    constante   Produet    CN .  JVP  ist    di«    Polen/ 
der  Hyperbel  genannt  worden. 

11.  Wenn  die  Puncte  D,  E  und  eine  Gerade  gegeben  sind, 
nnd  die  Geraden  DP,  EP  mit  der  gegebenen  Geraden  supple- 
menläre  Winliel  (ein  gleichschenkeüges  Dreieck]  bilden,  oder, 
was  dasselbe  ist,  wenn  die  Halbirenden  des  Winkels  EPD  und 
des  Nebenwinkels  zu  der  gegebenen  Geraden  nornial  und 
parallel  sind:  so  liegt  P  auf  einer  gleichseitigen  Hyperbel. 
Newton  Arithm.  nniv.  p,  137.     Steiner  syst.  Entw.  40,  11. 

Beweis.  Die  Parallele  der  gegebenen  Geraden,  welche  die 
Strecke  DE  in  C  halbirt,  bildet  mit  DP,  EP  das  gleieh- 
schenkelige  Dreieck  ELP,  und  wird  von  den  durch  D,  E,  P 
gehenden  Normalen  in  D',  E\  P'  so  geschnitten,  dass  E'L  =  D'K, 
folglich  E'D'=  LK,  CD'  =  P'K  =  LP', 
CP'^-D'K.  !^anislD'K:  D'D  =  LP' :  P'P 
d.  i.  CP' .  P'P  =  CD' .  D'D.  Also  (10) 
liegt  P  auf  der  Hyperbel,  welche  dio  Pnnele 
D,  E  enthält,  deren  Asymptoten  durch  C 
gehn,  die  eine  parallel,  die  andre  normal 
zu  der  gegebenen  Geraden. 


4r 


13,  Die  gegebenen  Geraden  x,  y,  welche  den  gemein- 
schaftlichen Punct  0  haben,  werden  von  einer  durch  den  ge- 
gebenen Punct  A  gehenden  Geraden  in  L,  M  gesehnillen;  \\eun 
dann    MOLP    ein   Parallelogramm    ist,  so  . 

liegt  P  auf  einer  Hyperbel  mit  dem  Centram 
A,  deren  Asymptoten  mit  x,  y  parallel  sind 
und  welche  den  Punct  0  enthält.  Denn  die 
durdi  A  gehende  Parallele  der  x  wird  \on 
LP  und  y  in  Q  und  B  so  geschnitten,  dass 
AQ,.  Q,P  ^  AB  .  BO  [Planim.  §.  9,  8],  " 
folglich   [10]    u.  s.  u. 

Wenn    OL  =  x,   LP  =  3,,    OB  =  ß, 
BA  =  a,  so  i.sl 


/ 

ÄU 
'  vr " 


/\, 


(» 


")(,</ 


--  -^  l  -  1 
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die  Gleichung  der  Hyperbel  mit  den  Asymptoten  x  —  a  ^  f) 
und  j/  —  /?  =  0.  In  der  zweiten  Gestalt  drückt  die  Gleichuno 
aus,   dass  Ä  auf  der  Geraden  LM  liegt  (§.  16,  1). 

Durch  die  Asymptoten  und  den  Punct  0  ist  die  Hyperbel 
bestimmt,  wie  schon  Menaechhüs  erkannt  hat.  Vergl.  Beiheb 
dupl.  cubi  p.  62.  Pappus  IV,  33.  Zieht  man  durch  0  die 
Parallelen  x,  y  der  Asymptoten,  und  durch  das  Centruni  eine 
Gerade,  welche  x  in  L,  y  m  M  schneidet,  so  gieht  das  Par- 
allelogramm MOLP  einen  Punct  P  der  Hy|»erbd. 

Anwendung.  Der  Puncl  P,  welcher  die  Chorde  LM  uacli 
dem  gegebenen  Verhaltniss  %  theiU,  liegt  auf  einer  Hyperbel, 
deren  Asymptoten    mit   den   gegebenen  Geraden  x,  y  parallel 

sind.     Newton  Arilhm.  univ.  p.  43i. 

Beweis.  Die  durch  P  gehenden  Parallelen  der  y,  x  schnei- 
den a^,  y  in  Q,  ß  so  dass 

LQ  :  OQ  ^  OR  :  ME  ^    LP  :  MF  =   l 

Die   mit    den    gegebenen   Geraden  parallelen 
Coordinalen  der  Puncte  A,  L,  M,  P  sind  a\ß, 
^     /t        '^     !i|0,  0|w,  x\y,  so  dass 

u    =    (l-i)3:,        U (S-A)^ 

Weil  A  auf  der  Geraden  LM  liegt,  so  ist 

-  +  ^  =  1     (1.1.     (i_i3^       (l-i)y 

Daher  liegt  P  auf  der  Hyperbel,  welche  den  Puuct  0  enlhijll, 
und  deren  Asymptoten  mit  x  und  y  parallel  sind.  Das  Con- 
trum  «  :  (1  —l)\—Xß[\  —  l)  theilt  die  Strecke  der  Puncte 
a|0,  0|/5  nach  dem  Verhaltniss  l  (§.  15,  4). 

13.    I.   Wenn  x,  y  die  Coordinalen  des  Punctes  P  und  des 

Vector  Oi'  =  ?■  sind,  und  x  -^  y  ±_r  die  gegebene  Griisse  c 
hal,  so  liegt  P  auf  einer  Hyperbel,  deren  Asymptoten  mit  den 
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\]{ 

goaGheiien   Gfiraden  x,  y  pjinillel  sind.     Donn  hei  r 

odiUvinke- 

ligen  Coordinateii  ist 

r'^   =  xt  +  ,ß   =   ic^x-  yf 

1scy  —  2qf  —  lcx  +  e^  =   0,         {s:  —  c){y  -  c)  - 

■    ie-i 

Daher  liegt  P  auf  oiner  Hyperbel,  davun  Asymplolen  a:^e  ^  0, 
y  —  e  =  0  mit  X,  y  parallel  sind  und  das  Cöntnini  cl  c  geraeio 
haben.  Auf  dem  einen  Zweig,  wiihrend  cc  von  — od  bis  0, 
von  0  bis  -^c,  von  ^c  bis  e  steigt,  und  dabei  y  von  e  bis  \c, 
von  ^c  bis  0,  von  0  bis  —  oo  fallt,  \si  x  -\-  y  <  c,  x  -t-  y  -i-  r 
=  c.   Auf  dem  andern  Zweig  ist  a:  >  c ,  y  >  c,  x  +  y  —  r  =^  c. 

Aehuliches  ergiebt  sich,  wenn  der  Winkel  xy  nicht  recht  ist. 

II.  Wenn  von  den  gegebenen  Strecken  AB,  UV  auf  den 
gegebenen  Geraden  x,  y  die  eine  fest,  die  andre  beweglieh  isl, 
so  liegt  der  gern  ein  sehaflliche  Puncl  P  der  Chorden  AU,  ßFauf 
einer  Hyperbel.  Es  haben  A,  B  auf  x  die  Abscissen  n,  h,  und 
U,  V  auf  _•!/  die  Ordinaten  m,  v,  so  dass  v  —  u  ^  c,  und  F 
die  Coordinaten  x,  y.     Dann  isl  (§.  19,  3) 


folghch 

JP. ?!'-  =  c,         .fc-%  +  .-„-6U„6^  0 

b—x        a—x  '  \     c     ^  / 

d.  h.  P  liegt  auf  einer  Hyperbel  durch  die  Puncfe  A,  B,  mit 
den  Asymptoten 

X   ^   (i,        ——,j  +  x  —  a  —  b^O 

deren  zweite  den  Punct  ^  =  0,  x  ^=  b  -i-  a  enthiilt  und  mit 
CB  parallel  isl,  unter  der  Voraussetzung  dass  AC  mit  UV 
parallel  und  gleich  ist,  mithin  CB  die  Coordinaten  AB^b  —  a, 
CA  ^  —c  hat  {§.  19,  4). 

Der  dieser  Construelion  der  Hyperbel  zu  Grunde  liegende 
Satz  ist  von  Fiedler-Salmon  Kegelschnitte  n"  207  bewiesen. 

14.     Wenn    der  Punct  F  und    die  Gerade  d  gegeben  sind, 
und   die  Distanzen  FP,  RP  des  Pnnctes  P  von  F  und  d  das 
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gegebene  Verhällniss  e  haben ;  so  liegt  F  auf  einem  bestimmten 
Kegelschnitt   [§.  21,  6).     Vergl.  Newton  Arithm.  uiiiv.  p.  13;(. 

Beweis.     Zu   den   Pnnelen    F  gehört  der  Punct  A,  welcher 
die  DistaiiK  DF  des  F  von  d  so  theill,  dass 


Wenn  DF  =  c,  so  ist 

DA  =      '^—  AF  ^  -^ 

und  wie  oben  ('!)  QF'' +  FQ-'  =  e'K  DQ^  =  f^ü^+^'Ü)^ 
oder 

Ufiher  (5)  liegt  P  auf  dem  Kegelschnitt,  von  welehcm  F  ein 
Brennpunct,  d  die  Direetrix,  e  die  Excentricitiit,  sc  der  Halb- 
Parameter,  A  ein  Scheitel  ist. 

Wenn  in  (1)  der  gegebene  Winkel  TBS  stumpf  und  7"ä5 
sein  Supplement  ist,  so  giebt  es  auf  der  Geraden  iJT  den 
Punct  P,  auf  ItT'  den  Punct  P\  mit  den  Distanzen  OP,  O'F' 
von  d,  so  dass  FP  =^  RP  =  e  .  OP,  FP'  =  ÄP'  =  e  .  O'P', 
dass  mithin  P,  P'  auf  den  beiden  Zweigen  einer  Hyperbel 
liegen.     Eine   Ellipse  kann    auf  diesem   Wege   nicht  conatrnirt 


Krois  uin  das  Genirum  F  und  der  l'nuel 
I  sind,  so  liegt  das  Cenlrum  P  eines  Kreises,  welcher 
durch  G  geht  und  von  dem  gegebenen 
Kreis  einen  Bogen  von  gegebener  Länge 
abschneidet,  auf  einem  bestimmten  Kegel- 
schnitt. 

Die  halbe  Ohorde  HJ  des  abgeschnitte- 
'  nen   Bogen    hat    vom  Oentrum    F   die  ge- 

gebene Distanz  JF,  und  P  hat  von  der  Gerade»  FG  die  Distanz 
QP.     Dann  ist    {§.  13,  2} 
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GF-i  =   FP^  +  FG^  —2FG.FQ 
HP2  =  Fpi  +  FH-i—2FJ  .  FP 

diihoi-  2f  /  .  FF  =  Fm  —  FG'^  +  %FG  .  FQ,  oder 

d.  Ii.  (14)  P  liegt  auf  dem  Kegelschaitl,  von  welchem  F  ein 
Breiinpimct,  dessen  Axe  durch  G  «ehl.  dessen  Direcirix  von  F 
die  UislanK  [FII"^  —  FG'^]  :  2FG  hat,  dessen  Escentricität 
FO  :  FJ  ist. 

Wenn  der  gegebene  Kreis  von  einem  Kreis  um  das  Centruni 
7"  halbirt  wird  [FJ  =  0),  so  liegt  F  auf  einer  bestimmten 
Geraden,  welche  von  dem  Kegelschnitt  in  endlicher  Ferne  öber- 
bleibt.  Denn(?P^  =  //P^= //F2  +  JP/'a,  GF^  —  FP^  ==  HF'\ 
folglich  (g.  1,  i)  u.  s.  w. 

16,  Auch  das  Gentium  F  eines  Kreises,  welcher  durch  G 
gehl  und  mit  dem  gegebenen  Kreis  den  gegebenen  Winkel 
FHP  =  tt  bildet,  liegt  auf  einem  bestimmten  Kegelschnitt. 
Denn 

FP^  ^  Fm  +  HP^—2FH  .llPcosa 
2FH.GP>:oüa  =  Fm  +  GP^  —  FP^ 

=  Fm  +  GQ-'  ^QF^  =  Fm-GFi  +  2GF.GQ 


GP 


GF      (Fm  —  GF' 
IGF 


_GF^      (Fm  - 


d.  h.  F  liegt  auf  dem  Kegelschnitt,  von  welchem  G  ein  Brenn- 
punct,  dessen  Axe  durch  F  gehl,  dessen  Direelrix  von  G 
die  Distanz  [FH^  —  GF"»-]  :  'iGF  hat,  dessen  Excentricitai 
GF  :  Flleosa  ist. 

17.  Wenn  der  Punct  P  des  Kegelschnittes  (14)  die  polaren 
Coordinalen  i>,  r,  die  Anojnalie  a:r  =  0  und  den  Veclor 
FF  =  >■  hiil   (§.  U,  S),  so  ist 

r  =.   «(c  +  rcos3),        .-(l-fcosö)   =  i> 
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\\$  Cap.  IV.    Gleichungen  von  Liuiüiu 

die  von  Kei'pler  eingeführte  Polargleich  im  g  des  Kegel- 
schnittes. Zu  0-  uüd  —  S'  gehören  gleiche  r,  bei  ^  =  ^jt 
ist  r  =  p,  u.  s.  w. 

Wenn  £  =  1,  so  giebt  »==71  den  kleinsten  Veclor  ^p 
der  Parabel,  die  Distanz  des  Scheitels  [Perihelium]  von  dem 
Brennpunct  (Sonne),  und  5-  =  0  den  unendlichen  Vector. 

Wenn  «  ■<  1 ,  so  giebt  d-  =  n  den  kleinsten  Veetor 
p  •.{\  -he)  der  Ellipse,  *  =  0  den  grössten  Vector  p  :  [1  —  e] 
des  Aphelium.  Der  mittlere  Veetor  p  :  (1  —  s,'^)  ist  die  halbe 
Axe  a  (5). 

Wenn  e  ^  1,  so  giebt  es  einen  spitzen  Winkel  X,  eine 
Wurzel  der  Gleichung  \  —  s  cos^  =  0  für  ^  (8) ,  dergestalt 
y/jff  dass  bei  ^  =  +^  der  Veetor  der  Hy- 
perbel unendlich  wird  (parallel  mit  den 
Asymptoten).  Wenn  ^  von  n  bis  'k  fällt, 
so  steigt  r  von  p  :  [s  -{■  \)  bis  «  an  dem 
Zweig  AM;  wenn  *  von  l  bis  0  fällt, 
so  ist  r  negativ  und  steigt  von  —  00  bis  —p  :  [s  —  1)  an  dem 
Zweig  M'B;  u.  s.  w. 

18.  Eine  durch  den  Brennpunct  F  gehende  Gerade  schnei- 
det den  Kegelschnitt  in  P  und  P, ,  deren  polare  Coordinaten 
*,  r  und  &  +  TT,  r^   durch  die  Gleichungen 

r(]_scos*)  =2-  =  ri(l  +  Ecosff) 
Verbunden  sind.  Wenn  r  und  r^  positiv  sind,  so  sind  FF  und 
FF,  positive  Strecken  des  einen  Sehenkels  der  Geraden  und 
des  contraren  Schenkels,  FF  und  P,i^  Strecken  eines  Zeichens 
der  Geraden;  wenn  r,  negativ  ist,  so  sind  FF  und  FP^  Strecken 
eines  Zeichens  der  Geraden:  also  hat  die  Focalchorde  P,r  in 
jedem  Fall  die  Lange  r  +  r^. 

Aus  den  beiden  Gleichungen  findet  man 

r        r,  p 

rr,  (1  —fäcos^ff)   =  pi 
/-l  1  \  2p 

'*"  -  (7  +  n)"'-  i-i'^>"> 

iilso  eine  kleinste  Focalchorde  2p  bei  Ü-  =  \n. 
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§.  33.    Linien  3tei'  Ordnung  als  Ocrtcr. 


M9 


Wenn  dureh  das  Cenlnim  C  der  Diameter  ^f^  M  parallel 
mit  der  Focalchorde  P^^P  gezogen  wird,  nnd  CM  die  Normal- 
projeetion  CN  auf  die  Aie  hat,  so  ist  (i) 


NM-i 


{1  -«ä)cos'ff  +  sinas-  = 
-(*cosäS-)CJl/'  =  ap 


folglicli 


P.P  =  '- 


ein  Maximum  odfr  ein  Minimum  zugleich  mit  dem  üiameler 
MiM.  Diese  Süize  sind  in  der  ersten  Hälfte  des  ISten  Jahr- 
hunderts bekannt.   Vergl.  Fiebler-Salmon  Kegelschn.  1873  a"  201. 


19.  Aufgabe.  Die  Basis  AB  des  Dreiecks  ABC  soll  in 
D  so  getheill  werden,  dass  CD''  :  AD  .  DB  das  gegebene  Ver- 
hältniss  fc  hat.     Steiner  Grolle  J.  37  p.  161. 

Wenn  der  Puncl  E  der  Geraden 
AB  von  C  die  DistauK  CE  ==  fc  hat, 
wenn  EF=  1  auf  CE,  wenn  die  durch 
F  gezogene  Parallele  der  AB  den  Kreis 
ABC  ia  6  sehneidet,  und  wenn  die 
Geraden  AB,  CG  den  Punct  D  gemein 
haben,  so  ist 


CD  :  DG   =   CM  :  EF  ^  h, 


CD  .DG  =.    AD  .DB 


folglich  durch  Multipücatiou  CD'^  ^  k  .  AD  .  DB.  Im  Allge- 
meinen giebt  es  2  Punete  G,  und  O^  ftlr  (?,  so  dass  die  Bogen 
AQ,  und  G-^B  gleich  sind,  und  9  Punete  D^  und  ö^  für  75, 
so  dass  die  Winkel  ACE  und  D^CD.^  dieselbe  Halbirende 
haben.  Wenn  die  Parallele  den  Kreis  berührt  oder  nicht 
schneidet,  so  fallen  die  Puncle  G,  D  auf  je  einen  Punct  oder 
verlieren  die  Realitäl.    Näheres  giebt  die  folgende  Rechnung. 

Wenn  O  die  Mitte  der  AB  =  'ia ,  wenn  ü  auf  ^ß  die 
Abscisse  OD  =  u  hat,  und  C  die  rechtwinkeligen  Coordinaten 
OC  =  X,  C'C=  y,  so  ist 
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Die  Puiiclc  D  füllen  ziisainmen,  \vi 


a;3 


d.  h.  wenn  C  auf  einet»  hcstimmlen  KeaelschniU  lioiii ,  der  l)ei 
jiosiiivem  k  eine  Ellipse  ist,  bei  k  zwischen  0  und  —1  eine 
Hyperbel;  in  allen  Fallen  hat  der  Kegelschnitt  die  Brenn- 
punete  A,  B,  weil  das  Quadrat  der  halben  l'ocaldistanz  {5} 
o^{1  -t-  k)  —  a^k  =  (1^  unabhängig  von  fc.  Die  beiden  Koj^d- 
schnitte 


I  -t-X; 


■  %  =  •'. 


schneiden  sich  aiif  dem  Kreis,  dessen  Diameler  AB  ist.  Denn 
durch  CoHiposilion  der  beiden  Gleichungen  mit  1  ■+■  k  und  1  —  k 
erhält  man  x"^  +  y^  ^.«^  unabhängig  von  k. 

Wenn  y^  grösser  ist  als  die  der  Abseisso  x  entsprechende 
Quadrat -Ordinate  des  KegelschniUes  n  ^  0,  so  ist  kv  positiv, 
daher  u  und  D  nicht  real.  Wenn  dagegen  fc  <  —  1 ,  so  hal  der 
Kegelschnitt  v  =^  ü  keinen  realen  Puncl,  und  die  Puncto  D 
sind  real  getrennt. 

20.  In  BcKug  auf  dio  rochlwinkeligen  (Icradcn  i,  u  haben 
C,  D,  P'  diu  Goordinulen  — /,0,  /jO,   t  ii,  so  dass 


In  Bezug  auf  die  rechtwinkeligen  Geraden  a-,  y  haben  A,  B, 
die  Coordinaten  — g\0,  i/|0,  x\y,  so  dass 

Unter  den  Bedingungen  AP  =  CP',  BP  =  DP'  isl 

i^  +  gy  +  y'^   ^    {t+fy  +  u\       [x-gy-i.,ß   =    {t  -  ff  +  »^ 

oder  nach  Sublraclion  und  Addition 
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g.  34.     Aehnliclic,  iiffine,  confücale   Kegelschiiiltis. 

gx   =  ft 
:c^.  ^  g^  +  ,ß   ^   f^  +  f^  +  u-^      Ode.     (l  _^]^;r-.+y.=  „ä  +  f 

Wenn  nun  insbesondere  /''  die  Gerade  l 
u  =   (  lang«  +  h 
hes(ihrcil)l,  so  beschreibt  P  den  KegelseliniU 

('  ~  f^ooB'fj)'^^  +  y^  =  2^fixtang*;  +  /"' -  .v^  +  ä^ 
mit   der  Exeenlricitiit   g  :  J'costl  [4,  11).     Jacoui  Grelle  ,1 

p.  i;i7. 

Wenn  P'  den  Kegelschnitt  (§.  23,  14) 
mS   ^   2fe(  — (1  —  f2)(ä 
besehreild,  so  beschreibt  P  den  Kegelschnilt 


(■-7?->'-»'  =  i 


mit   der  Excentriciiai  £y  :  /.     Wenn  P'  eine  anders  gelegene 
Linie  2ter  Ordnung  beschreibi,  so  beschreibt  P  eine  Linie  Her 

Ordnung.     U.  s.  w. 


§.  34.    Aclinlichc,  affine,  confoeale  Kegelschnitte. 

1.    In   Benug  aiiT  die  Geraden  (,  v,  hat   der  Punet  P'  die 

Coordinalen  t  =  O'^',  i    =    X'P'      1      B  ^     uf  die  Geraden 

3;,  y  hat  der  enls|iroehen  P  alen  x  =  0^, 
j  =  ^P  (§.  18,1). 

Wenn  die  Winkel  ay,                    n  1      =  ?J,  y  =  Xu, 

so  sind  die  Dreiecke   OXV    OX  P     hn  Venn  nun  dem 

Puncl    Q'(<,|mJ   der  Pun       Q,{x\^)     b  itspricht,    dass 

^j  =  '■'(  I  ä'i  =  '^«1,  u-  t  gnrcn  P'Q'.., 

PQ...  Hhnlich.     Planhn   g            E  ndlichfernen  Puncl 

der  einen  Figur  entsprich       n  un     d     hf  Punct  der  andern 

Figur,     die    entsprecliend               k       d  n    Figuren    sind 

gleich,  das  Verhaltniss  en  p  h  nd  k  ist  OP  :  O'P' 
=  X,  das  Verhällniss  entsprechender  Flächen  ist  l^. 
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122  Cbi>.  IV.     Gleictiungeii  von  Link'ii. 

Einem  Kegelschnitt  ähnlich  ist  am  Kegelschnitt  derselben 
Exeentricitat;  die  Centren,  die  Scheitel,  die  Brennpuncte ,  die 
unendlichfemen  Punete  sind  entsprechende  Puncte.  Umgekehrt 
schliesst  man:  alle  Parabeln  sind  ahnliche  Figuren,  alle 
Hyperbeln  mit  gleichen  Asymptotenwinkeln  sind  ähn- 
liche Figuren,  ärchimedes  Con.  et  Sph.  Einleitung.  Apollohius 
Con.  VI,  11  ff. 

Aber  zwei  conjugirte  Hyperbeln  (§.  23,  8]  sind  nicht  ahn- 
lich. Wenn  /  eine  Form  wten  Grades  der  es,  y,  d.  h. /[ia:,  It/] 
=  }.*'f{x,  y),  so  sind  die  Linien  /(a-,  y]  =  a.  /{la;,  ky]  =  b 
ähnlich  unter  der  Bedingnng 


-Vh 


welche  ein  reales  l  nicht  ergiebt,  wenn  n  gerade  und  o..  b  nicht 
eines  Zeichens. 

Wenn  /  eine  Form  der  a-,  ;/,  a  ist,  so  ist  /  =  0  bei  jedem 
a  die  Gleichung  einer  Linie.  Entsprechend  allen  a  erhillt  man 
eine  Serie  von  ähnlichen  Linien.     Euler  Introd.  II  §.  4:)fi. 

3.  Wenn  die  Winkel  (m,  a-y  beliebig  sind,  und  x  =  It, 
y  =lju,  so  sind  die  Figuren  F'Q,' . . ,  PO...  affin.  Möbius 
baryc.  Calc.  §.  U4  ff.  Den  Puncten  einer  Geraden  der  einen 
Figur  entsprechen  Puncle  einer  Geraden  der  andern  Figur,  so 
dass  die  entsprechenden  Figuren  ähnlieh  sind.  Jedes  Dreieck 
der  einen  Figur  hat  ku  dem  entsprechenden  Dreieck  dasselbe 
Verhall  niss. 

Beweis.     Wenn    P',    Q\  R'  auf   einer   Geraden    liegen,    so 

ist  (§.!(),  2) 

F'R'  :  Q'R'  ^  t-i  —  t  :  h—tt   =   u-i  —  n  :  u^  —  », 
Bei  der  Aflinität  ist 

folglieh  x.i—x:x.^—x^^>j^—y;  y,  —  y^,  d.  h.  P,   Q,  R 
liegen  auf  einer  Geraden,   so  dass  PR  :   ÜR  =  P'R'  :   QjR'. 
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g.  ai.     Achnliche,  affine,  ciintoüale  Kegelschnitte,.  123 

Wenn  F',   Q',  R'  nurht  iHiT   einer  Geraden  liegen,  so  ist 

I   1      ^       !/    I  I   1      i       «    I 

P^ß  :  F'Q'E'^   j   1      a^i      3/1   Um^i/  :    i   '      'i      "i   I  sm(»  =  'S'''' 

I    1       372      yj   I  I  1       *2       "i   I 

Einem  nnendlichfernen  Piincl  der  einen  Figur  entspricht  ein 
unendlichferner  Punct  der  andern  Figur;  einem  Parallelogramm 
affin  ist  ein  Parallelogramm.  Die  Vierecke  ABCD,  A'B'C'D' 
sind  affin,  wenn 

ABB  :  BCD  -.  CAD  =   A'B'D'  :  B'C'D' :  C'A'D 

Der  Parabel  y-  =  ipx  affin  ist  die  Parabe! 

Dem  Kegelsehnilt 

^  +  y^  _  ,     ,,,,i,  i,,      _Ü_  +  _^ 1 

a:i  —  ß  '      ■  (a :  X)^  —  (6 :  ft)'' 

(I.   h.  einer  Ellipse   eine  Ellipse,    einer  Hyperbel  eine  Hyperbel. 

3.     Wenn  der  Winkel  xij  reehl,  und  «  >  6,  so  ist 

_?^_         _^_  _ 

bei  gegebenem  k  die  Gleicimng  eines  Kegelschnittes ,  dessen 
Gentrum  der  NuUpunct  isl. 

Wenn  b^ — k  positiv  ist,  so  ist  a^  —  fc  positiv,  und  der 
Kegelschnitt  eine  Ellipse  mit  den  Scheiteln  y  =^  0,  x'^  —  («^  —  k) 
=  0.  Das  Quadrat  der  halben  Focaldistanz  (§.  23,  5]  ist 
a^  —  fe  —  [ö*  —  k)  =  «2  _  62  unabhängig  von  k. 

Wenn  b'^  —  k  =  ü,  so  isl  a^  —  k  positiv,  und  der  Kegel- 
schnitt j(^  =  0  besteht  aus  zwei  Geraden  ^  =  0. 

Wetin  i^  —  k  negativ  und  a^  —  fc  positiv  ist,  d.  h.  k 
zwischen  6^  und  a^,  so  ist  der  Kegelschnitt  eine  Hyperbel  mit 
den  Scheiteln  y  =  0,  x^  _  [„2  _  t)  =  o.  Das  Quadrat  der 
halben  Focaldistanz  ist  a'^  —  k  —  (6-  —  k)  ^=  a-  —  6^  unab- 
hängig von  k. 
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12i  Cap.  IV.     GleichuoKen  von  Liniea. 

Wenn  a^  —  fc  ^=  0,  so  ist  6^  — -  fc  negativ  und  der  Kegel- 
schnitt x^  ^  0  besteht  ans  zwei  Geraden  x  ^  0. 

Wenn  a^  —  t  negativ  ist,  so  ist  6^  —  k  negativ,  und  der 
Kegelschnitt  hat  keinen  realen  Punct. 

Die  Kegelschnitte ,  welche  verschiedenen  k  entsprechen, 
sind  eonfocal,  d.  h,  sie  haben  die  Brennpuncte  gemein.  Die 
Serie  der  eonfoealen  Kegelschnitte  besteht  aus  3  Abthei- 
lungen; die  Kegelschnitte  der  ersten  Abtheilung  [k  zwischen 
—  00  und  6^)  sind  Ellipsen,  die  Kegelschnitte  der  zweiten  Ab- 
theilung [k  zwischen  6^  und  a^)  sind  Hyperbeln,  die  Kegel- 
schnitte der  dritten  Abtheilung  (fc^a*)  sind  imaginür.  Vergl. 
DuPiN  D^veloppements  de  g^om.  1813  p.  269. 

4.  Kegelschnitte  einer  Abiheilung  der  Serie  sind  affin  (2) 
und  haben  keinen  realen  Punct  gemein.  Denn  für  den  gemein- 
schaftlichen Punct  x'y  ist 


folglich  durch  Sublraclion 

Nun  sind  a^  —  k  und  «^  —  k',  sowie  b^  —  k  und  b'^  —  k'  je 
eines  Zeichens;  also  liegt  der  gemeinschafllichc  Punct  auf  einer 
von  2  nichlrealen  Geraden,  die  den  Nullpunct  gemein  haben. 
Aber  der  Nullpunct  ist  kein  Punct  der  Kegelschnitte  k  und  fc'. 
Dagegen  werden  die  Ellipsen  der  Serie  von  den  Hyperbeln 
derselben  geschnitten,  und  zwar  normal,  weil  in  einem  gemein- 
schaftlichen Punct  einer  Ellipse  und  einer  Hyperbel,  welche  die 
Brennpuncte  gemein  haben,  die  Tangenten  beider  Linien  normal 
zu  einander  sind  (§.  32,  "7)- 

5.     Bei  gegclienen  «,  y  ist  die  Grosse 
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g.  24.    Aehnlicbe,  Dfline,   confocale  Kefselschnitto.  125 

von  k  abhängig.  Wenn  fc  von  —  t»  bis  6^  sleigl,  so  steigt  u 
von  — 1  bis  00 ;   wenn  k  von  b^  bis  a^  steigt,   so  steigt  u  von 

—  00   bis   00 ;    wenn   *:  von   n^  bis   oo    steigt,    so  sieiglw  von 

—  00  bis  —  \.  Also  hat  die  für  k  quadratische  Gleichung 
u  =  0  die  reale  Wurzel  i  <;  i^  und  die  reale  Wurzel  /(  zwi- 
schen 6^  und  a^,  d.  h,  durch  den  gegebenen  Punct  x\y  geht 
eine  Ellipse  k  ^  k  und  eine  Hyperbel  fe  =  jt  der  Serie. 

Um  X,  y  durch  A,  /(  auszudrücken,  setzt  man  zunächst 
a^  —  k  ^  Q.     IMnn  hat  die  für  q  quadratische  Gleichung 

die  Wurzeln  a^  —  X,  q^  —  ,«.  bi  der  geordnelen  Gleichung 
haben  p',  g*  die  Coefficienton  — 1,  x^{ — a^  +  i^).  also  ist 

(«ä_fi2)^s  =  („ä^  ;,)(„.  _^) 
Ebenso  findet  man 

(fiä  _  „2)^2  =  (6^-;.)[6ü  — /<) 
d.  i.      («a-6'),,^  =    (&2_i){/,-65) 

6.  Durch  ic,  y  sind  daher  i,  fi  [eine  Ellipse  und  eine 
Hyperbel  der  Serie)  eindeutig  bestimmt,  und  durch  l,  ^  wird 
in  dem  Winkel  ccy  der  Punct  x\y  eindeutig  besliniint.  Dess- 
halb  sind  A,  /<  die  elliptischen  Coordinaten  des  Piiiicles 
genannt  worden. 

Die  Wurzeln  der  Gleichung  u  =  0  sind  von  .Imobi  1831 
Grelle  ,T.  12  p.  25  bestimmt  worden,  lu  demselben  Band  p.  137 
hat  Jacobi  eine  Folge  von  Sätzen  über  »confocale«  Flächen  2ter 
Ordnung  mit  Bezug  auf  Ivory's  Theorem  gegeben.  Denselben 
Gegenstand  behandelt  Cmasles  1837  Ap.  bist.  Note  31.  Die 
oelliptischen  Coordinaten«  sind  von  L\m£  1837  Liouv.  J.  2  p.  147 
eingeführt  und  von  .Iacobi  1839  Grelle  J.  19  p.  309  weiter  ver- 
wendet worden.  Vergl.  die  1842  gehaltenen  Vorlesungen  jAnoBi's 
über  Dynamik  p.  198  ß".  Anfange  der  Substitution  für  w,  y, 
durch  welche  elliptische  Coordinaten  eingeführt  werden,  hat 
Jacobi  bei  Ehler  (Bewegung  eines  nach  2  fixen  Puncten  gezoge- 
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neu  Punktes  Mem.  de  Berlin  17fi0  p.  228,  Nov.  Comm.  Pelrop. 
t.  10  p.  201,  t,  1i  p.  152)  lind  bei  Legendbe  (Gompknaiion  des 
Ellipsöids  Excrc.  1811   t.  1  p.  182)  bemerkt. 

7.  Wenn  dem  Punct  P 

der  Puncl  /-' 

enlsprichl,  so  sind  die  Fisjiiren  der  eiitsprediendcn  Puiiclo  iiKin. 
Wenn  O  der  Nulipun«;!  isl.  und  %n  den  WerLhen  (,.  u,  die  ent- 
sprechenden Puncle  Q.{^\\y\]    und    Q'{3;', iy'i)    gehören,   so  ist 

{%■  n,  1) 

OP  .Oq'i-M'iFOQ'  =    x3:\+yy\ 

=  ^'a'i  +  y\h  =  OP'.  OQ  oo^P'OQ 
folglich 

pg'2  +  OP^—  OQ'^  =  P'a=  —  OP'^  ^OQ^ 

Wenn  durch  M  und  iV  die  Milien  der  P(i'  und  F'a  bezeichnet 
werden,  so  ist  (§.  1,  4) 

OP'^  +  OQ^    =   iP'e^  +  20JV"ä 
folglich  Pa'2  —  iOM^  =  P'Q2  —  iON'K 
Nach  §.  15,  2  ist 

=  (fc'— i!;)((2  +  6ifi) 

8.  IJnler  der  VoriiiisselKung  f'  +  Ö""^  ^=  1   sind  die  jiftinen 
Figuren  FQ  . .  und  P'Q' . . 

_^_^  +  _  ^?''_  _  1     ,,n,i    — ^-'      +  --^^-''      =.  1 
„a  _  ;t;  +  65  _  dA  ~  aä  —  ft'       63  —  äF 

confoeale  Kegels ehintte,  weil  bei  beiden  das  Quadrat  der  halben 
Foealdistanz   a^  —  b^  :  ö  isl;    insbesondere    sind    die  Scheitel 
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entsprechende  Punete.  Zugleicli  ist  OP^  —  OP"^  =  k' — k 
unveränderlich  für  alle  Pa.ire  entsprechender  Punete;  daher 
PQ"^  =  p'a^  und  Oü/^  =  OiV^  d.  h.  die  Ghorde,  welche 
einen  Punct  der  einen  Figur  mit  einem  Punct  der  andern  Figur 
verbindet,  ist  der  Chorde  der  entsprechenden  Punete  gleich,  und 
die  Mitten  beider  Chorden  haben  von  0  gleiche  Distanzen. 

Bei    f5  =  1   kommen    die  zwischen    —  1   und    I    liegenden  ( 
in  Belnichl.     Der  Ellipse  [k  =  0) 

a'  ^   P 


entspricht  (fc'=6')  die  Gerade  x'  ^  (y^a^  — 6^,  ^'=0 
zwischen  den  Brennpuneten ,  einem  Scheitel  entspricht  ein 
Brennpunct, 

Bei  d  =  —  1  kommen   die  nicht  zwischen  —  1   und  1   lie- 
genden (  in  Betracht.     Der  Hyperbel 
^  _  ;,j  _ 

entspricht  (fc'  =  —  b'')  die  Geriide  s:'  =  tY"'^  +  b^,  y'  =  Ü 
mit  Ausschluss  der  Strecke  Kwisehen  den  Brennpuneten,  oder 
[fe'=  «2)  die  Gerade  a;' =  0  ,  »/'=  «"V^ö^  +  b~^  ohne  Be- 
schränkung, 

Wenn  daher  den  Puneten  C,  D,  P  eines  Kegelschnittes  die 
Punete  C,  D',  P'  seiner  Axe  in  der  angegebenen  Weise  ent- 
sprechen, so  ist 

C'P  =  CP;        jyp  =  DP\    u.  s.  w. 

Wenn  C  und  D  die  Scheitel  sind,  so  sind  C,  D'  die  ßrenn- 
puncte,  also  bei  der  Ellipse  C'P  -^  PD'  =  CF'  +  P'D  =  CD, 
bei  der  Hyperbel  C'P  —  D'P  =  CP'  —  DP'  =  CD,  wie  oben 
§.  22,  i.  Die  Umkehrung  des  allgemeiueu  SatKes  ist  §.  23,  20 
gezeigt  worden. 

Die  Gorrelation  confocaler  Ellipsen  PO,  .  .  und  P'Q,' . . ,  bei 
welcher  die  Gleichungen  PQ'  =  P'Q.,  . .  stattfinden,  ist  Kur  Be- 
i'echnung  der  Attraction  eines  Punctes  durch  ein  Ellipsoid  er- 
funden worden   von    Ivorv  Phil.  Trans.  1809''  p.  345.      Die  Vor- 
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Wendung  des  Ivorysehen  Theorems  bei  den  Linien  und  Flächen 
2ter  Ordnung  verdankt  man  .Iacobe  1834  Crelle  .1.  12  p.  13S 
und  73  p.  179.     Vergl.  Herkes  a.  a.  0.  p.  209. 


§.  35.    Graphische  Lösung  cuWscher  und 
Itiquadratischei-  Prohleme. 

1.  Den  MaLhematikern  der  Pylhagoreisi'ht;n  Schule  war  die 
Conslruetion  der  Quadratwurzeln  bekannt  ["jAm  +  1  als  Hypo- 
tenuse der  Catheten  V"«  und  1),  oder  der  Quadrate  von  ge- 
gebenem Verhaltniss,  sowie  die  damit  verbundene  graphische 
Lösung  der  quadratischen  Gleichungen.  Dieselbe  Schule  hat 
auch  die  Construclion  der  Cubikwurzeln  in  Betracht  gezogen. 
Das  »delische  Problem«  forderte  die  Multiplieation  eines 
Cubus,  d.  h.  die  Construction  des  Cubus,  der  zu  einem  gegebe- 
nen Cuhus  ein  gegebenes  Yerhültniss  hat,  oder,  wie  man  nach 
dem  Pjthagoreer  I1ipi>ocrate.s  von  Chios  sieh  ausdrückte,  die 
Construction  der  zwei  geometrischen  Mittel  x,  y  zwischen  zwei 
gegebenen  Strecken  o,  b,  so  dass  a,  x,  y,  b  eine  geometrische 
Progression  büden.  Denn  unter  dieser  Voraussetzung  ist 
a  :  X   ^  X  :  y  ^  !j  :  b 


;ineui  Sehenkel  des  Winkels  AOB  die  Punele 
.  und   auf   dem  andern  Schenkel   die   Puncte 

. .  so  liegen,  dass  A^}J^  mii  AB,  B,A.2  mit 
„  BAj,  A^B^  mitriß,,  B^A^  mit  B^A^,  .  . 

parallel  sind,  so  ist 


OA 


OA,   =   OB 
OA,  =   Oif, 


OB, 


■-  OA,  :  OA-^ 


OB.i  =   OAi-.  t>,i, 


u.  3.  w.  Daher  bilden  OA,  OA^,  OA^,  OA^,  ..  eine  geo- 
metrische  Proportion,  ebenso  OB,  OB^^,  OB.^,  08^,  ..  und  AB, 
A^B^,   A^B^,    A.^B^,   ...      Wenn    OA    und    OA,    gegeben    sind, 
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SO  kann  0^,   durch   Versuche  inil  beliebig  kleinem  Fehler  iie- 
l'undeu  werden. 

Ueber  diese  Belnichtun}^,  von  der  Pappüs  III  pr,  5  u.  Ä. 
berichleQ,  vergl.  Newton  Arithm.  univ.  p.  212.  Reimer  dupli- 
ealio  cubi  1798  und  dessen  Zusätze  zu  seiner  deutsehen  Ueber- 
setzunjf  von  Bossut  hisl.  de  malh.     Klügel  math.  W.  1  p.  721. 

3.     I.    Um  nilhüi'ungs weise  diu  l>eiden  geometrischen  Mittel 
zwischen  AB  und  BC  -lm  finden,  welche  einen  rechten  Winkel 
einschliessen ,   bestimmt  man  durch  Versuche  auf  der  Geraden 
AB  den  Punet  D  so,  dass  die  durch  D  gehende 
Normale  der  Geraden  CD  die  Gerade  BC  in  E 
schneidet,   und   die  durch  E  gehende  Nonnale 
durch  A    geht.       Dann    ist    EB^  =  AB  ,  BD, 
BD^  =   BC .  EB,    d.  h.  AB,    EB,    BD,    BC 
bilden  eine  geometrische  Progression.  Diese  Cou- 
struction  wird  Platon  zugeschrieben.    Bkiaikk  p.  43. 

11,     Oder   man    sucht  um  das   Gentium   E   des  Becinngel 

ABCn  den  Kreis,   welcher  AB  in  F,    AD  in  G  so  schneidet, 
dass  die  Gerade  FG  durch  C  geht.     Dann  ist  [§.  \,  i) 


AF.BF  =  EF^  —  AEi 
AG  .DG  =   E&  —ÄE-i 


folglich    AF  .  BF  ^  AG  .  DG    na 
Voraussetzung  EG  =  EF.      Duher 


DC  :  f>G   =  BF  :  BC  =   ÄF  :  AG 
=   DG: BF 


d.  h.  AB  :  DG  ^  DG  :  BF  =  BF  :  BC,  also  sind  DG  und 
BF  die  beiden  geometrischen  Mittel  zwischen  AB  und  BC. 
Heron  von  Älexandria   (Pappus  111,  51. 

111.     Wenn   die  Ohorde  FG  von   dem  um  das  Centrum  E 
durch  C  beschriebenen  Kreis  in  C  geschnitten  wird,  so  ist  die 

Chorde  CC  mit  FG  eoneentriseh ,  FC  =  CG.  Man  kann 
daher  auch   die  durch  C  gehende  Gerade  suchen,   welche  den 
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Kreis  ABCD  in  C,  die  Geraden  AB,  AD  in  F,  G  so  sehnei- 
det, dass  FC  =  C'Q.     I'hii.on  von  Byzanz   (Reimer  p,  107), 

IV,  Wenn  H  die  Mitte  der  AB  ist,  und  unter  der  Voraus- 
setzung AB  "P-  BC  auf  dem  mit  AB  parallelen  Diameter  des 
Reetanj^el  ABCD  der  Punet  J  so  heslimmt  wird,  dass  AJ  =  AB, 


JG-i- 


-  AJi  —  EG^  —  AE^  =  EF''  -  AEi  -- 


HF-i  ~  Am 


folslieli  JG  =  IIF.  Wenn  endlicli  A  die  Mitlo  der  DK  isl, 
und  wenn  JG  von  der  durch  D  tjehendeii  Parallele  der  Ä'./  in 
L  geschnitten  wird,  so  ist 

JL  :  LG   =   2BC  :  DG  =  2FB  :  CT)   =   FB  :  Ell 

folglich  JL  ^  Fß  nnd  LG  =  BN. 

Man  kann  also  auch  dureh  Versuche  die  den  Punet  J  ent- 
haltende Gerade  bestimmen ,  welche  die  gegebenen  Geraden 
AD,  DL  in  ff,  L  so  schneidet,  dass  GL  die  gegebene  Lunge 
\AB  hat:  dann  sind  DG  und  JL  die  gesuchten  Mittel.  Nico- 
MEDES  [Pappus  IV,  24}. 

8,  Wenn  um  das  Ceutrum  A  mit  dem  Radius  AC  ^=  \AB 
der  Ereis  OD  beschriebea  wird ,  und  wenn  eine  durch  A  ge- 
hende Gerade  die  Geraden  CD,  DB  in  E,  F  so  schneidet,  dass 
die  Strecke  EF  dem  Radius  gleich  ist,  so  bilden  AB,  DE, 
FA,  CD  eine  geometrisehe  Progression.  »Construetio  notao 
Newton  Ar.  univ.  p,  238. 

Beweis.     Das   Dreieck    ACE  wird   von 
der  Geraden    BDF   so   geschnitten,    dass 

AB   CD  EF   _ 
CB  ED  AF 

Nun  isl  CB  =  EF,    folglich  AB  .  CD 
^  DE  .  FA. 

Der  Kreis  hat  für  E  die  Polen/,  DE  .  CE  =  EA''^  —AC^. 
Nun  ist 

EA^  —  AO'  ^  {AC  +  FA)^  —  AC^   =  AB.FA  +  FA^ 
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'-r^-^-)  =  "-H'*S) 


T}E{CD  +  DE)  =   i^^(.4J!(  +  FA) 

■\de-* 

also  DE^  =  i^.d  .  4S,  weil  AB  .  CD  ^  DE  .  FA.     üiiher 
AB  :  DE  =  DE  :  FA  ^  FA  :  CD 
liine  iindre  Constriiclion  der  beiden  MiUel  s.  iinlen  §.  2fi,  1. 

4.  Die  örste  direcfe  Conslmction  der  beiden  Mittel  hiit 
der  Pytliagoreer  Aki;ii¥t*s  von  Tarenl,  ein  Zeitgenosse  Pi.atos's 
gegeben.  Reimer  p.  48.  Ein  horizoütaler  Kreis  mil  dem  Diu- 
meter  AB  und  der  Chorde  AC  ist  der  Normalschnitl  eines  verli- 
ealen  Cylinders.  Wenn  der  verlieale  Kreis  mil  dem  Dinmeler  AB 
um  die  in  A  ihn  berührende  verticale  Gerade  rotirt,  so  schneidet 
er  den  Cylinder  in  einer  unelienen  Linie,  welche  von  dem  hori- 
Konlalen  Kreis  in  B  berührt  wird,  welche  ihre  grössle  Höhe 
erreicht,  während  die  Rotation  des  verlicalen  Kreises  60*  lie- 
trägt,  und  welche  nach  vollendeter  Rotation  um  90"  von  dem 
verticalen  Kreis  in  A  berührt  wird.  Durch  Rotation  des  Winkels 
BAC  um  die  Axe  AB  entsteht  ein  Kegel,  welcher  die  unebene 
Linie  in  D  schneidet.  Die  Horizonlulprojection  des  D  ist  D', 
so  duss  AB,  AD,  AD',  AC  eine  geometrisuhe  Progression 
bilden. 

Beweis,  An  dem  verticalen  Huhi- 
kreis  ADß'  ist  AD^  =  AD' .  AB', 
AB'  =  AB.  Der  durch  C  gehende 
Kreis  des  Kegels  schneidet  die  Kante 
.4Z>  in  E,  dessen  Horizonlalprojeetion 
E'  ist,  und  den  horizontalen  Kreis  in 
P,  so  dass  AC,  AE,  AF  von  gleicher 
Lunge  sind.  Die  Ebene  des  Kreises  CEF  ist  vcrticiil,  und  F.' 
liegt  auf  der  Geraden  CF,  so  dass 

E'E'  =  FE'.E'C  =   AE'.E'D' 

Daher  ist  der  Winkel   AED'  recht,    und  AD"^  =  AE  .  AD, 
folglich 
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AB':  AD   ^  AD  :  AD'  =    AD':  AE 
AB  :  AD  =^   AD  :  A  D'  ^   AD':  AC 

5.  Nach  Aufslellung  der  Gleichungen  der  Kegels ehnilte 
(§.  22,  3]  wurden  von  den  Mathematikern  der  flatonischeii 
Schule  die  geometrischen  Mittel  x  und  y  zwischen  a  und  b, 
welche  den  Gleichungen  x^  =^  ay ,  y^  ^  bx  genügen  (1),  als 
die  rechtwinkeligen  Coordinaten  des  Sehnittpunctes  von  zwei 
zu  zeichnenden  Linien  bestimmt.     Menaeciimus  (Riijier  p.  67]. 

Die  Linie  x"^  =  ay  ist  eine  Parabel  mit  dem  Scheitel  0|0, 
der  Scheitellangente  y  =^  (S,  dem  Punet  a\a,  dem  Halbpara- 
meter ^a.  Die  Linie  y^  =  bx  ist  eine  Parabel  mit  demselhen 
Scheitel,  der  Scheitellangente  a;  =  0,  dem  Punct  öji,  dem 
llalbparameler  \b.  Die  beiden  Parabeln  haben  den  Scheitel 
und  ausser  demselben  einen  realen  Punct  x\y  [und  2  imaginiire 
Punete)  geniein.  Die  Genauigkeit  der  graphischen  Lösung  wird 
bedingt  durch  die  Genauigkeit  der  Zeichnung,  welche  geringer 
ist  bei  kleinem  Winkeln  der  sich  schneidenden  Linien. 

Aus  dem  System  j^  ==  ay,  y'^  =  bx  werden  die  Gleichungen 
componirt 


Zufolge  der  ersten  Gleichung  liegt  x\y  auf  dem  Kreis  mit  dem 
Centrum  ^h\^a,  der  die  Gegenpuncte  0|0  und  b\a  enthitlt 
(§.  21,  -t).  Zufolge  der  Kweilen  Gleichung  liegt  x\y  auf  der  Hj- 
perbel  mit  den  Asymptoten  y  =  0  und  a;  ^  0,  welche  den 
Punct  a\b  enthüll.  Zufolge  der  dritten  Gleichung  liegt  x\y  anf 
der  Hyperbel  mit  dem  Centrum  — \b\  —  ^a,  deren  Asymptoten 
mit  den  Geraden  x  —  y  ^  0  und  a;  +  y  =  0  (den  IlalbJren- 
den  des  Winkels  xy  und  des  Nebenwinkels)  parallel  sind,  und 
welche  die  Gegenpuncte  0|0  und  — b'  —  a  enthalt  (§.23,  8 
und  9) .  Durch  ein  Paar  der  gezcichnelen  Linien  wird  der  Punct 
x\y  gefunden. 

Diese  von  Menaechmls  gegebene  Lösung  des  delischen  Pro- 
blems ist  es,  welche  Archimki>es  Sph.  et  Cyl.  11,  2  als  bekannt 
voraussetzt. 
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6.  Wenn  n,  y  —  b,  x  —  o,  b  eine  gcomutrische  Progression 
lülden,  so  isl 

y{y-b)-h{y-b)-a{x-a)   =   0 
^{^^a)-a{^-a)-l>(,j-b)   =   0 

folglich  x{x  —  a)  =  f/{y  —  b),   und 

(^-a)(y-6}  =  «&    d.i.     1  =  1  +  ^ 

Demnach  liegt  der  Puncl  x\y  auf  der  Hypcrl)el  x^'-  —  y'^  —  (tx+  by 
=  0  mit  dem  Ccüfrum  \a\\b,  deren  Asymptoten  mit  den  Be- 
rnden X  —  y  =  0  und  T  -t-  2/  =  0  parallel  sind,  und  welche 
die  Gegenpunoto  0  0,  a\b  enthält;  sowie  auf  der  Hyperliel, 
deren  Asymptoten  x  —  a  ==  0  und  y  —  6  =  0  sind ,  und 
welche  die  Gegenpimcte  0|0,  2a|2&  enthalt.  Dabei  liegen  die 
l'uncte  a^lO,  0|y  in  gleichen  Distanzen  von  -^a|^6,  und  mito|& 
auf  einer  Ger.tden 

Zu  diesei  Consliucdon  lüliil  dif  olttn  2,  II  ^eqehem  Bt- 
li  ithtunn 

7  VK.HmnLs  iSph  Lt  (\1  II  )  \k\4  die  \üriLd.  /u 
den  Spiralen)  hat  die  kugel  dui  ch  eine  Ebene  m  Segmente  von 
gegebenem  Volum -VeihJltmss  gethedt,  mdem  ei  eme  cubische 
Gleichung,  au(.h  wenn  sie  nicht  rem  ist,  graphisch  losen  lehrte 
durch  Zeithnun^  einer  Parabel  und  emei  Hyperbel  Diese  Lei- 
stung, welche  PoiNsoT  in  Pe\RAni)  oeu^ies  d'Archimede  I  p  394  ff 
für  unwahrscheinlich  erkUrl  hat,  wird  diiich  Eltocus  Commen- 
tar  (die  betreffende  Stelle  isl  in  Nizze  Arehimedes  Werke  p.  95 
mitgelheilt)  ausser  Zweifel  gestellt. 

Von  einer  Kugel  mit  dem  Radius  a  wird  durch  eine  Ebene 
ein  Segment  mit  der  Sagille  «(l  -4- x)  abgeschnitlen ,  welches 
■  das  Volum  \na^(\  +  o;)*(2  —  sc)  hat.  Stereom.  g.  9,  3.  Wenn 
das  Segment  zu  dem  andern  Segment  mit  der  Sagille  a[\  —  x) 
das  Vorhällniss  X  hat,  so  hat  es  zur  Kugel  das  Verliältniss 
X  -.  X  -\-  \,  daher 

lnü\\.+x)^{1-x)   ^   %7<a^^^~^     d.i.     (1+^)3(2-.:.)   =  ^-if-^ 
x^^Sx  -i-'lfi  =  \i ,     II  ^  rjTi   ^''^'i^chen  I)  und  1 
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Diese  Gleichung  fUr  x  wird  erselzl  Llurch  diis  System  für  a,-,  jr 

^■'  -  y,     ^(y-3)  +  2^  ^  ü 

Der  Puncl,  dessen  rcehlwinkeüge  Goordinalen  x,  y  sind,  Hegt 
auf  der  Parabel  inil  dorn  Scheitel  0|0,  der  Scheitellangente 
y  =  0 ,  dem  Puncl  I  1 ,  dem  Halbparameter  \ ;  und  auf  der 
Hyperbel  mit  den  Asymptoten  a;  =  0  und  y  —  3  =  0,  dein 
Puncl  /( 1 1 .  Die  Parabel  hat  mit  der  Hyperbel  den  unendlich- 
fernen Punct  der  Ordinalen  gemein ;  die  Abscissen  der  3  übrigen 
gern  eins  eha  filichen  Puncte  sind  die  Wurzeln  der  cubischen 
Gleichung. 

Einer  der  beiden  Kegelschnitte  Isann  durch  einen  Kreis  er- 
sel/.t  werden.  Denn  aus  [xy  —  Zx4-^l-i)x  =  iß  —  ;);;-f-ä(r': 
^=  0  und  a,'^  —  y  =  0  wird  componirt 

a;a  +  yS  — 4y  +  %it.x  —   I) 

d.  h.   der    l'uncL    x^y   liegt    auf    dem    Kreis   mit    dem    (lonlniiti 

—  ;t(|a  und  den  (Jegenpunclen  0|0,  — 3/iji.  Der  Kreis  !iat 
mit  der  Parabel  den  Punct  OiO,   mit  der  Hjperliel  den  Punct 

—  2/j|i  gemein;  die  Abscissen  der  it  Ul)rigen  gemeinschaftlichen 
Punete  sind  die  Wurzeln  der  cubischen  Gleichung. 

Die  cubisehe  Function  x^  —  3a:  +  3^*  wechselt  das  Zeichen, 
wenn  x  von  — 2  bis  — 1,  von  0  bis  1,  von  1  bis  2  gehl;  also  sind 
die  Wurzeln  der  cubischen  Gleichung  real  und  nach  Trisection 
eines  Winkels  goniometrisch  ausdrückbar.  Wenn  nun  x  ansserhidb 
der  Grenzen  — 1  und  1  liegt,  so  hat  die  Kugel  mil  der  Ebene 
einen  Kreis  ohne  reale  Puncte  gemein,  dessen  Quadralradius 
und  Flache  negativ  ist.  Aber  das  Segment  hat  bei  realen  x  ein 
reales  Volum,  positiv  oder  negativ,  je  nachdem  x  unter  odei- 
über  2.  Das  Segment  ist  bei  a:  =  —  2  die  Kugel,  bei  x  =  —  1 
null,  bei  a:  =  1   die  Kugel,  bei  a:  ^  2  null. 

8.  Die  Geraden  a;,  y  und  der  Punct  A  sind  gegeben,  und 
die  durch  A  gehende  Gerade  wird  gesucht,  welche  x,  y  in  D, 
E  so  schneidet,  daas  die  Strecke  DE  eine  gegebene  LUngo  hat 
(2,  IV).  Eine  einfache  graphische  Lösung  dieses  biquadratischen 
Problems  ist  in  Pappus  Sammlung  IV,  31  enthalten. 
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raphische  Losung  cubisch 


,  biquadratischer  Probier 


Die  Parallelen  der^,  x  durch  A  schnei- 
den X,  y  in  B,  C.  Wenn  EVAF  ein 
Parallelogramm  ist,  und  Ef  von  derdni'ch 
B  gehenden  Parallele  der  ADE  m  P 
gesehnillen  wird,  so  isl  EP  =  DB, 
HP  =^  DE,  und 


GE . EP = 


■  AB. CA 


d.  II.  (g.  23,  9}  der  Punel  P  \\e^i  auf  der  Hyperbel  iniL  den 
Asymptoten  CA,  y  und  dem  Punct  B,  und  auf  dem  Kreis  mit 
dem  Centi'um  B  und  dem  Radius  DE.  Die  gesuehlc  Gerade 
ist  mit  BP  parallel. 

\Venii6'4  =  a,  AB^b,    OE  =  .v,   DK^^c,  so  hat  man 
AE  :  DE  ^  y  :  y  —  b 
foljilich  die  für  y  bi quadratische  Gleichung 

(,,  — B)S(>/i  — 2«ycosj^y-K<a)   =  c^y'^ 
deren  graphische  Lösung  vorliei^l. 

9.  Die  Gerade  y,  ein  Kreis  um  das  Centrum  B  und  der 
Punct  A  desselben  sind  gegeben,  und  die  durch  A  gehende  Ge- 
rade wird  gesucht,  welche  die  Gerade  in  D  und  den  Kreis  in 
E  so  schneidet,  dass  die  Strecke  DE  eine  gegebene  Länge  hat. 
Die  graphische  Lösung  dieses  biquadrati sehen  Problems  wird 
von  Archimedes  Helices  5  und  8  benutzt;  die  Art  der  Lösung 
lässl  sich  aus  Pai-I'us  Sammlung  IV,  42  ff.  erkoimen. 

Die   Gerade  y  wird  von  ihren  durch  A, 
B  gehenden  Normalen  in  A' ,   C  geschnitten, 
so  dass 
DE.  DA    =   DB-'  —  AB^   =    CD^  +  CBi  —  ABi 

Diese  Gleichung  ist  für  CD  biquadra- 
lisch,  weil  DA  die  Hypotenuse  der  Cutheten 
CA'—  CD  und  A'A  ist. 

Zur  graphischen  Lösung  derselben  wird  DP  normal  zu  y 
so  lang  als  DA  gezogen  und  das  Parallelogramm  PDCQ,  voll- 
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endet.     Zieht  man  noch  durch  C  die  Gerade,  welche  den  Kreis 

in   F,   6  so  schneidet,   dass  CF  =  DE  ist,   und  macht  CH 

auf  CB  so  lang  als  CG,  so  ist  DA  =  BP=  CQ,  GD=  Q,P, 

und 

GB'^—AB''  =   CF.CG  =   DE.CH 

fül^lich 

QFi  =  DE.  CQ  — DE.CH  =  DE.MQ 
A'D^  —  DP^  =  A'D^  —  DAi  -=  —  A'A'' 

d.  h.  der  Punel  P  liegt  auf  der  Parabel  mit  dem  Scheilel  //, 
der  Axe  CB,  dem  Halb- Parameter  ^DE,  und  auf  der  gleich- 
seitigen Hyperbel  mit  dem  Gentrum  A',  dem  Scheitel  A.  Durch 
den  4deutig  bestimmten  F  werden  D  und  E  eindeutig  be- 
stimmt. 

Dasselbe  Problem  ist  von  Nkwton  Ar.  un.  \i.  21iJ  dureU 
Zeichnung  einer  Ellipse  und  einer  Hyperbel  gelöst  worden. 

10.  Das  cubische  Problem,  welches  die  griechischen  Geo- 
meler  auf  verschiedenen  Wegen  graphisch  gelöst  haben,  ist  die 
Trisection  eines  Winkels.  Um  von  dem  spitzen  Winkel 
CBA  den  dritten  Theil  abzutheilen,  zieht  man  durch  einen  be- 
liebigen Punct  A  des  einen  Schenkels  die  Normale  AC  des  an- 

,  dern  Sehenkels  und  die  Parallele  des- 

/p     .  ,-^^      selben.     Die  durch  B  gehende  Gerade 

/  \ß    .-'''F  des  Winkels  SilC,  welche  die  Normale 

!.-^\      -  in  D  und  die  Parallele  in  E  so  schnei- 

^     ^  det,   dass  DE  =  %AB  (8),  theilt  den 

gegebenen  Winkel  so,   dass  %GBD  —  CBA.     Pappus  IV,  32. 

Wenn   nämlich  F  die  Mitte  der  DE  ist,   so  sind  die  Dreiecke 

EÄF,  BFA  gleichschenkelig ,  folglich  ist  der  Winkel  FBA  = 

AFB  =  %AEB  =  ^CBD,    CBA  =    iCBD.     Der   Aufgabe 

genfigen  auch  die  Winkel  CBD  -H  ^n  und  CBD  -y~  ^ir,  deren 

Dreifache  von  CBA  nicht  verschieden  sind. 

11.  Um  den  dritten  Theil  des  Kreisbogen  AB  ku  finden, 
ergUnzt  man  den  Bogen  AB  durch  AB'  tw  einem  Ilidl)kreis, 
so  dass  der  Centriwinfcel  AOB'  dem  Nebenwinkel  des  AOB 
gleich   ist,   und  zieht   durch  den  Punct  B'  die  Gerade,  welche 
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den  Bogen  AB'  in  C,  die  Gerade  OA 
in  D  so  schneidet,  dass  CD  dem  Ra- 
dius gleich  ist  (9) .  Dann  ist  der  Win- 
kel^OS=  OB'Z)-h£'öO  als  Neben- 
winkel des  DOS',  OB'D  =  B'CO  0  KJ  ß 
=  %CDO,  folglich  AOB  =  3CZ)0  = 
3A0C.     ÄRCiiiMEnES  Lemma  8. 

Wenn  E  die  Mitlc  der  OD,  so  ist  EC  normal  zu  OD;  und 
wenn  CEOF  ein  Reelangcl,  so  ist  CDEF  ein  Parallelogramni, 
und  OB'  wird  von  der  mit  DB'  parallelen  Geraden  EF  in  Q 
halbirl.  fte  cht  winkelige  Coordinaten  des  C  sind  OE  =  x, 
EG  =  OF  =  y;  der  Punct  B  hat  die  Coordinaten  a,  b,  daher 
hat  G  die  Coordinaten  — ^a,  |fi.  Weil  (?  auf  der  Geraden 
EF  liegt,  so  ist 

X     '*'    v    ~ 

d.  h.  C  liegt  auf  der  Ihpcrhel  mit  den  Asymptoten  x  =  — |a 
undy  =  56-  dem  Centrum  Ö,  den  Gegenpuncten  O,  2('[§.  23,12). 
Die  Hyperbel  hat  mil  dem  Kreis  den  Piinct  B'  und  noch  3 
midrc  Punele  jicraein,  in  welchen  die  Bogen  AB,  AB  AB, 
AB  AB  AB  nach  dem  Verhällniss  1  :  2  getheüt  werden. 

13.  Wenn  OA  =  \,  so  ist  a"-  -h  i'^  ^  1,  x^  +  t/''-  =  1, 
6a,'  —  «^  ==  2a:y,  und  man  findet  ftlr  y  die  reducible  Gleichung 
itcn  Grades 

{,,-b){4y=-S^  +  b)  =  0 

In  der  Thal,    wenn  x-  =  cos«,  y  =  sin«,  niithiii  a  -^^  eos3«, 


sin3«cosa— co.säasinß   -=   sin2B  =-   2 cos ß  sin« 
sin3c  =  Sin2a  cosa  +  aos2a  sina 

-  2sm«(l-sin^«)  +  (l-2sinSß)sinß 

Die  cubische  Gleichung  für  2i/,  welche  mit  der  Archimedi- 
schen  Gleicliung   (7)    eongruirt,    wird   uiinnttelliar   dureh   geo- 


y  Google 


I3S 


Cap.  iV.     Gleicliungen 


metrische  Betrachtung  gefunden.     Bombelli  Algebra  1579.    Des- 
CAHTES   Geom.  III  u.  Ä.     Wenn  die  Bogen  AB,  BC,  CD  gleich 
siad,  wenn  die  Ghorde  AD  von  den  Radien  OB,   OC  in  E,  F, 
von  der  ditrch  B  gehenden  Parallele  der 
OC'm  G  geschnillen  wird :  so  ist  B  CFG 
ein   Parallelogramm ,    und   die   Dreiecke 
OBA  lind  ABB,  BEG  und  AEB  sind 
ähnlich  wegen  der  gleichen  Winkel.     Da- 
"  her    bilden     OA,    AB,    EB,    GE  ihrer 

Lunge  nach  eine  geomelrische  Progression,  während  AE,  GF, 
FD  so  lang  sind  als  die  Chorden  AB,  BC,  CD,  und  SAB  —  GE 
=  AD.  Wenn  nun  AD  =  ib  .  OA,  AB  =  'iy  .  OA,  so  isl 
EB  =  'i'j  .  AB,   GE  =  ^ij  .  EB,  folglich 

e,j  —  8,ß  =  2b,      4^'  —  Si/  +  ö  =  U 

13.  Wenn  die  Bogen  eines  Kreises  AB,  BC,  CD  gleich 
sind,  oder  (was  dasselbe  isl)  wenn  in  dem  Dreieck  ADB  der 
Winkel  BAD  =  ^ADB,  so  liegt  der  Theilpunct  B  des  Bogen 
AD  auf  einer  beslimmlen  Hyperbel.     Pippus  IV,  'A'i  und  34. 

Die  Noruialprojeclionen  der  B,  C 
auf  die  Chorde  AD  sind  B',  C,  also 
DC'=B'A,  B'C  den  Chorden  BC, 
Aß  gleich.     Daher 

B'B''  =  AS^-B'A^  =  {DB'-  DO'y—V'A' 
=  DB'(DB'—  2B'A) 


Wenn    niii 

DF  =  FE  =   EA  ^  a    auf    der  Geraden    OA 

FB'^:^ 

B'B  =  y,    so   ist  D«'=  X  +  a,    B'A  =  ^a  —  :<: 

daher 

d.  h.  B  liegt  auf  der  Hyperbel,  von  der  die  Scheile)  D,  E,  das 
Centrum  F,  die  Excenlricitäl  2,  ein  Brennpunct  A,  und  eine 
Asymptote  FG,  wenn  das  Dreieck  FAG  gleichseitig.  Die  Hy- 
perbel hat  mit  dem  Kreis  den  Punct  D  und  uoch  3  andre 
Puncte  gemein,  in  welchen  die  Bogen  AD,  AD  AD,  AD  AD  AD 
nach  dem  Verhälluiss  \  :  2  getheilt  werden. 
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14.  Wenn  der  Kreisbogen  AD  ^=  iÄB,  und  die  Gerade 
DT  den  Kreis  berührt,  dessen  Genlrum  0,  so  ist  der  Winkel 
2£DT  =  BOD  =  'iAOB.  Daher  haben  die  _^ 
von  den  Geraden  OB,  DB  und  die  voq  den  Ge- 
raden OA,  DT  gebildeten  Winkel  parallele  Hal- 
birende.  Daher  (§.  23,  10]  liegt  der  Theilpunet 
B  des  Bogen  AD  auf  der  gleiehseitigen  Hyperliel,  "  ^ 
deren  Asyftiptolen  mit  den  lialbircnden  jener  Winkel  parallel 
sind,  und  welche  die  Gegenpuncte  D,  O  enlhall.  Chasles  Secl, 
con.  37. 

15.  Bald  nach  Erfiudunj^  von  algebraischen  Lösungen  der 
eubischen  und  biquadratisehen  Gleichungen  für  eine  unbekannte 
sind  die  Gleichungen  auch  höherer  Grade  nach  den  griechischen 
Mustern  graphisch  gelöst  worden.  Die  realen  Wurneln  einer 
gegebenen  Gleichung  mnten  Grades  werden  nach  Zeichnung  von 
2  Linien,  deren  Gleichungen  der  Aufgabe  genügen,  einer  Linie 
mler  Ordnung  und  einer  Linie  mler  Ordnung,  dargestellt  diirch 
die  Äbscissen  (Ordinaten)  der  gemeinschaftlichen  Punete  beider 
Linien.  Ferhat  Opp.  p.  9,  Descartes  Göom.  111,  Newton  Enuine- 
ratio  TU  und  Arilhm.  univ.  p.  238,  Maclaurin  Algebra  Hl,  3. 
Vergl.  Klügel  math.  W.  1  p.   131. 

Die  gegebene  Gleichung  wird  z.  B.  durch  die  Substitution 
x^  =  y,  oder  a:^  =  1  :  y,  oder  x^  =  y,  u.  s.  w.  ku  einer 
Gleichung  für  x,  y,  der  Gleichung  einer  zu  zeichnenden  Linie. 
Die  Äbscissen  der  endüchfemen  Punete,  welche  diese  Linie 
mit  der  gezeichneten  Linie  x^  =  y  oder  x'^y  =  1  oder  x^  ^=^  y 
gemein  hat,  sind  die  Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung,  Die 
Gleichung  na^i^  -i-  fcrc'i  +  . .  =  0  kann  durch  das  System 

x^  ^  y ,        ay^  +  haßy^  +  , .  ^  0 

erselKl  werden,  dessen  zweite  Gleichung  2  ten  Grades  für  x  ist. 
Die  entsprechenden  Linien,  welche  3ter  und  äter  Ordnung 
sind,   haben   3  unendlichfeme  und   12  endlichfernc  Punete  ge- 
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1.  Wenn  der  Kreis  mit  dem  Ccnlrum  B  und  dem  Dia- 
meter OA  und  seine  Tangente  an  A  von  einer  durch  0  gehen- 
den Geraden  in  M'  und  N  geschnitten  wird,  und  wenn  auf 
derselben  Geraden  OP  =  M'n  gemacht  wird,  so  ist  P  ein 
Punet  einer  Cissoide  [xt'fföoe,  Epheu)  mit  der  Spitze  (cuspis) 
0  und  der  Äse  OA. 

Wenn  GQ'  die  Normalprojeclion  der  PM'  auf  OA  ist,  so 
sind  die  Strecken  ÜQ'  und  OA  eoneentrisch  wie  die  Strecken 
PM'  und  ON;  die  Mitte  der  PM'  liegt 
auf  dem  -la  OA  normalen  Radius  BC. 
Auf  der  Cissoide  liegen  die  Puncte  0,  C, 
sowie  der  Punct  P\  welchen  die  Ge- 
raden OM  und  Q,'M'  gemein  haben, 
wenn  ClM  die  der  Abseisse  OQ,  ent- 
sprechende Kreis- Ordinate  ist.  Der  un- 
endlichferne Punct  der  Tangente  an  A 
ist  ein  Punct  der  Cissoide,  und  die  Tangente  eine  Asymptote 
derselben.  Die  Cissoide  besteht  aus  2  Zweigen,  welche  zu  OA 
symmetrisch  liegen  und  den  Punct  0  gemein  haben,  in  welciiem 
sie  beide  von  OA  berührt  werden. 

Die  Winkel  AOP  wnA  AOP'  sind  complementär,  das  Pro- 
duct  ihrer  Tange  Uten  ist  1,  also  dP .  Q/P'  =  OQ, .  OQ',  imd 
Oa*  =  QP  .  QM.     Dabei  ist  OQ  .  QA  =  QM^,  folglich 

QA  :  QM  ^   QM  :  OQ   ^  OQ  :  QP 

d,  h,  QA,  QM,  OQ,  QP  bilden  eine  geometrische  Progression, 
zwischen  QA  und  QP  sind  QM,  OQ  die  beiden  geomelnschcn 
Mittel,  so  dass  QM^  :  OQ^  =  Q^  :  QP  (§.  25,  1).  Wenn 
die  Gerade  BC  von  den  Geraden  AP,  OP  in  D,  E  geschnitten 
wird,  so  ist 

BE  :  OB   =   QP  :  OQ   =   OQ  :  QM 
BÄ  :  BD   =   QP  :  QA 

folglii-li  BF?  :  BA-'  ==  BA  :  BD.  Zur  MulÜplicalion  des  Ciihus 
von  BA  iiüt  BA  :  BD  dient  die  Gerade  AD,  welche  die  Cissoide 
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in  P  schneidet,  und  die  Gerade  OP,  welcl\e  BD  in  E  suhiieidel. 
Pappus  HI,  5  und  VIII,  11. 

Die  polaren  Coordinalen  AOP  =^  if,  OP  '='  r  und  die 
rechtwinkeligen  Coordinaten  0(i  =  a;,  Q.P^y  eines  Cissoiden- 
punctes  sind  unter  der  Voran ssetKun!>  OA  =  a  durch  di^ 
Gleichungen  verbunden 


Demnach  isL  die  Cissoide  eine  (siugulilre)  Linie  3ler  Ordnung, 
deren  reale  Punete  den  zwischen  0  und  a  liegenden  x  ent- 
sprechen. Auf  der  Cissoide  liegen  die  unendlichfernen  Krels- 
puncte. 

Auf  der  Axe  OA  maohe  man  PO  =  ^a  und  FBG  ^  OAN, 
so  \siGNP  ^BOM',  QP^  |«  und  der  Winkel /"ÖP  =  iVPÖ 
=  GNP  =  AOP.  Wenn  min  P  die  Mille  von  GII,  so  ist 
FGH  £  NOA,  der  Winkel  G HF  recM.  Um  dies  analytisch 
KU  beweisen,  benutzt  man  die  Coordinalen  F/i  und  KU,  HL 
und  LP  der  Strecken  FH,  HP,  so  dass  HLQK  ein  Itectangel 
ist.      Dann  hat  Tiian 

jä(a  —  x)   -=   x^ ,        v"^ ax  —  x^  =^  x^ 
\a-^x  =  FQ,         ■a  — .r  =  $B  =  KQ 

FQ.KQ  +  Qi'.LF  -   HF^   =  HL''  +  LPä  =   /f^i  +  f^p2 

{FQ-KQ)KQ  +  [Q1>-LF)LP  ^  i) 
FK  .  KQ  +  QL.  LF  =  i\     i\.  i.     FK  .  HL  +  KII.LF  =  0 

folglich  (§.  15,  2)  ist  FH  normal  zu  HP.    Vergl.  unten  [3). 

Die  Cissoide  war  den  griechischen  Mathemalikern  des  2ten 
Jahrh.  v.  Chr.  bekannt ;  als  Erfinder  derselben  wird  Diocles  ge- 
nannt von  EuTocius,  einem  Commentator  im  Anfang  des  6ten 
.lahrh.  n.  Chr.  Relmeb  hisl.  duplicalionis  eubi  1798  p.  174.  KLür.EL 
math.  W.  1  p.  434. 
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3.  Wenn  von  einem  rechten  Winkel  der  eine  Schenkel 
durch  den  gegebenen  Punct  F  geht,  und  der  andere  H6  von 
gegebener  Lange  anf  einer  gegebenen  Gemden  endigt,  so  liegt 
der  Punet  P,  welelier  HG  nach  gegebenem  Verhaltniss  theilt, 
auf  einer  beslimnit«n  Linie  4ter  Ordnung. 

Von  dem  gegebenen  Punct  F  hat  die 
gegebene  Gerade  die  Distanz  FB.  In  den 
Richtungen  FB  und  BG  haben  BP,  FS, 
GP  die  Coordinaten  BQ,  und  GP,  PÄ:und 
KH  =  QL,  JP  =  BQ  und  6J.  Weil 
FH  normal  ist  zu  GP,  so  ist  (§.  15,  2) 

QL.GJ+FK.BQ  =  0   d.i.   {QP~-LF)G.f +  (FB +  BQ  —  KQ)BQ  =  i) 

und  nach  der  Voraussetzung 

HF:  GP  =   KQ  :  }iQ   =  LF  :  OJ  —  n 

Wenn   nun   BQ  =  x,    QF  =  y,   FB  =  a,    GP  =  c,   initliin 
G.l'^  =  c^  —  z^,  so  ist 


»c^  —  a^  — 

^  ^   - V-,  --  - 


Die  Linie  der  Puncle  P  besteht  aus  2  Zweigen,  welche  zu  der 
Geraden  FB  synunetrisch  liegen,  entsprechend  den  zwischen 
—  c  und  c  liegenden  x.  Auf  ihr  liegen  die  unendlichferneii 
Kreispuncle.     Ein  Zweig  hat  mit  der  Geraden  FB  die  Puncle 

y  =  0,  nc'^  —  ax  —  a;^  ^  0  gemein,  Doppelpuncte  der  Linie, 
die  bei  positivem  n  unbedingt  real  sind.  Den  Abscissen  — c 
und  c  entsprechen  im  Allgemeinen  unendliche  Ordinalen,  Asym- 
ptoten des  Zweiges. 

3.  Wenn  aber  na^  —  ax  —  x>-  ^  [c  +  x][ne  —  x)  bei 
allen  x,  d.  h.  (1  —  n)c  =  «,  GH  =  FB,  so  besieht  die  Linie 
4ter  Ordnung  aus  der  Geraden  c  +  x  =  0  und  der  Linie  3ter 
Ordnung 
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(».  +  «)■ 

.-(..  +  «) 

d.  h.  difi  Linie  3ter  Ordnung  ist  eine  Cissoide,  deren  Spitze  die 
Mittu  von  FB,  auf  deren  Axe  =  FB  ist.  Die  Construetion 
der  Cissoide  durch  einen  rechten  Winkel  ist  von  Nkwton  er- 
funden worden.     Arith.  univ.  p.  130  und  231. 

Bei  M  =  0,  (■  =  «,  faUt  P  auf  H.  Die  Linie  3ler  Ordnung 
geht  durch  F  und  B.  (Doppelpunct),  und  hat  die  Asymptote 
X  =  a.  Auf  einer  durch  F  gezogenen  Geraden  liegen  2  Puncte 
H,  H'  der  Linie  3ter  Ordnung  und  der  Punct  M  der  Geraden 
BG^  so  dass  die  Dreiecke  FHG,  Fli'Q',  FEM  gleich  und 
ähnlich,  die  Strecken  HM,  H'M,  BM  von  gleicher  Länge  sind. 
Diese  Linie,  welche  dadurch  construirt  werden  kann,  dass  man 
um  jedes  Centruni  M  den  Kreis  mit  dem  Radius  MB  zieht,  ist 
eine  Strophoide  genannt  worden.    BaiOT-DouyuET  Geom,  anal.  27. 


4.  Wenn  auf  einer  Geraden,  die  den 
gegebenen  Punct  D  enthüll,  und  eine  ge- 
gebene Gerade  In  N  schneidet,  die  Strecke 
NP  oder  PA'  die  gegebene  Lunge  h  hat, 
so  ist  P  ein  Punel  einer  Conchoide 
[v.öyxii,  Muschel),  Vergl.  §.  25.  2,  IV,  Die 
gegebene  Gerade  (Basis)  hat  von  D  (Pol) 
die  Distanz  DE  =  a,  und  DP  hat  auf 
DE  die  Normalprojeetion  DQ,  so  dass 
EDP  =  %,DP^T  die  polaren,  DO.  =  x, 
QP  =  y  die  rechtwinkeligen  Coordinaten 
des  P  sind.     Dann  ist 


DP^  NP  =  DN, 


{r 


.h)c, 


+  b}{a  +  b 
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Daher  ist  die  Conchoide  eine  Linie  4ter  Ordnung,  und  be- 
steht aus  2  Theilen,  welche  symmetrisch  zu  der  Geraden  DE 
liegen,  entsprechend  den  »wischen  a  —  6  und  a  +  h  liegenden 
X.  Jeder  Theil  hat  Kwei  Zweige,  getrennt  durch  die  gegebene 
Basis  EN,  eine  Asymptote  der  Conchoide  [Tangente  an  ihrer 
imendlichfernen  Spitze).  Auf  der  Conchoide  liegen  der  Pol  D, 
ein  üoppelpunct  derselben,  und  die  unendliehfernen  Kreispuncle. 
Die  Gestalt  der  Conchoide  ist  von  dem  Verhaltniss  6  :  a  ab- 
hängig. 

Die  Conchoide  ist  von  Nicomedes  (nach  Eratosthenes  und 
vor  Gehinus  im  2ten  Jahi'h.  v.  Chr.)  erfunden  worden.  Reimkk 
a.  a.  0.     KLikiEL  uialh.  W.  1  p.  530. 

5  Dil  _o"l1  ene  Gtnde  wurde  im  1  jten  Jiiiirh.  durdi  eine 
andeie  sjiyebtne  Luiie  ii-set/t  Wenn  z.  B.  statt  der  Ceraden 
der  kieis  gegeben  wiid  dessen  Di  uneter  DE  und  dessen  Chorde 
DN  ist    so  erlillt  min 

DF       D^   ^  }  —a         9-   =  h,        {r^  —  ax)^   ^   J2,.2 

d.  h  P  hi„l  ul  L  1  LT  T  inio  4ter  Ordnung,  welcher  Robkrval 
den  Namen  limacon  de  Pascal  gegeben  hat.  Klügel  malh. 
W.  -1  p.  543.  Wenn  insbesondere  6  =  a,  so  ist  r  =  a  (1  -H  eos&) 
die  Gleichung  einer  Linie  4ler  Ordnung,  welche  im  ISlen  Jahrb. 
Cardioide  [naQdia,  Herz)  genannt  worden  ist  und  zu  den 
Epieycloiden,  sowie  zu  den  Gatacausliken  gehört.  Klijget.  math. 
W.  I  p.  396. 

Wenn  die  Ki-eisbogen  AB,  BC^  CD  gleich  sind,  O  und  A 
Gegenpuncte,  und  wenn  auf  den  Geraden  OA,  OB,  0(7,  OD 
die  Strecken  A'A  und  ÄA'\  . . ,  D'D 
und/)/)"  je  einem  Radius  gleich  sind, 
so  ist  A'B  mit  C'C  und  CC"  par- 
allel und  gleich,  folglich  .d'C  parallel, 
A'C"  normal  zu  der  Gliorde  BC  oder 
AD.  Um  den  Theilpunct  C  des  Bogen 
~  "  ~      AD  zu  finden,  zeichnet  man  die  Car- 

dioide A'D' ,.  A"D".  Die  Parallele  der^D  durch  4' schneidet 
den  Zweig  A'D'  in  C,  und  die  Normale  A&t  AD  durch  A'  den 
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Zweig   A"D"  in    C"  so,    dass  die    Gorade  OC  oder   OC"  den 
Bogen  AD  nach  dem  Verhallniss  2  theilt. 

6.  Wenn  in  Bezug  auf  die  gegebenen  Punete  F,  G  die 
Summe  oder  die  Differenz  der  Vectoren  FP^  GP  einen  gegebe- 
nen Betrag  hat,  so  isl  P  als  Puncl  einer  Ellipse  oder  einer  Hy- 
perbel definirl.  Ebenso  wird  P  als  Punct  einer  Cartesiscben 
Ovale  deßnirt,  wenn  eine  gegebene  lineare  Form  der  beiden 
Vecloren  einen  gegebenen  Betrag  hat.  Diese  Linie,  welche  bei 
diopiriscben  Aufgaben  sich  ergab  (Dksgartbs  Geom.  11),  ist  4ler 
Ordnung.  Elügel  math.  W.  1  p.  757  und  3  p.  707,  Chaslks 
Ap.  bist.  Not«  21, 

Von  derselben  Ordnung  ist  die  Linie,  auf  welcher  P  liegt, 
wenn  das  Product  der  beiden  Vectoren  einen  gegebenen  ßelrag 
hat.  Giov.  Dom.  Gassini,  Astronom  am  Hofe  Louis  XIV,,  wollte 
diese  Linie  an  die  Stelle  der  Ellipse  als  Planetenbahn  setzen 
(De  l'origine  et  du  progres  de  l'astronomie.  Anc.  Mem,  de  Paris 
t,  8  p,  43] ,  als  Newton  seine  Principia  eben  voUeudet  hatte. 
Eneyclopödie  art.  Ellipse  de  Gnssini.  Wenn  0  die  Mitte  der 
FG  =  2e,  GOP  ^  H-,  OP  =  r,  so  ist  für  die  G^ssisi'sche 
Linie 


-COi 

i9)(r3 

+  ei+  2er 

;2» 

-'' 

No 

nriale 

derselben 

Wenn  r  auf  FQ  und  auf  die  Ni 
projeotinnen  x,  y  hat,  so  ist 

Diese  Linie,  für  welche  die  Geraden  y  =  0  und  a^  =  0  Axen 
sind,  besieht  aus  einer  Ovale  oder  aus  2  getrennten  Ovalen,  je 
nachdem  e  :  c  weniger  oder  mehr  als  1   ist.    In  dem  besondern 

Fall  e  ^  c 

ist  das  Centrum  O  ein  Doppelpunct  der  Linie,  welche  Jac. 
Bkrnoulli  1694  betrachtet  und  wegen  ihrer  Gestalt  Lemniscala 
{i.ijfivianog,  Schlinge)  genannt  hat.     Klügel  malh.  W.  3  p.  441. 
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Kille .  Gorrelation  der  Lemuiscate  \iiid  der  gleichseitigen  Hyperbel 
ist  von  Magnus  Aufgaben  1  p.  286  aufgestellt  worden.  D'Arrest 
hat  -1854  bemerkt  (Astronom.  Nachrichten  t.  38  p.  199),  dasa 
man  eine  Cassinische  Linie  erhalt,  wenn  man  den  Schnitt  einer 
Kugel  und  eines  Rotationscy linders  auf  eine  bestimmte  Ebene 
durch  Normalen  derselben  projieirt.  Auf  der  Ebene  eines  Gy- 
linderkreises  liegt  ein  Kugelkreis;  mit  der  Geraden  ihrer  Centi'en 
parallel  sind  die  Projicirenden,  ku  welchen  die  Ebene  der  l'ro- 
jection  normal  steht. 


J 


7.  Wenn  die  Chorde  J'<X  iler  Ciissi- 
nischen  IJnir  dnirU  flie  lliilbironden  dei 
Wiiiliel  aFP,  QGF  und  der  Ncl»on\\  inkel 
in  K',  L'  und  in  A',  /.  gelhoill  wird,  so  isl 
[Planim.  §.  8,  fi) 

PK  :  QK  =  I'K'  :  K'Q   —   FT  :  FQ 
QL  :  PL  =   QL'  ■  L'P  =   GQ  :  GP 


Nun  isl  FF.GJ'^Fa.Oa^- 


füliilidi 

PK  :  QK  =   QL   :  PL,        PK  =   LQ 
PK':  K'Q  =   QL':  L'P,       K'P  =  QL' 

d.  h.  die  Strecl^en   KL,  K'L'  sind  mit  yft 
concentriseh. 

Wenn  Q  dem  P  hinreichend  nahe  isl, 
so  sind  mit  beliebig  kleinen  Fehlern  dii' 
Winkel  PFK,  LGP  recht,  die  Strecken  PK, 
/-P  gleich,  und  die  Gerade  P/C  Tangente 
der  Cassinisehen  Linie  an  P.  Wenn  daher 
die  Normale  der  FP  dui-ch  F  von  den  Nor- 
malen der  GP  durch  O  und  P  in  //  und 
d,  und  auf  dersellien  JK  ^=  ITJ,  so  ist  PK 
igenle.     Sthtn-kk  Grelle  J.  14  p.  SO. 


8,  Auf  den  Geraden  a:,  y,  die  den  Punct  0  gemein  haben, 
*gen  die  Strecken  AB,  CD;  der  Punct  P  hat  die  mit  a,,  y 
n-allelen  Coordinaten   OQ  =  ar,   <XP  =  .v;  die  Strecken  AP, 
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BT,  CP,  DP  liefen    auf   den   Geraden   a,  h, 

[§■  12,  4) 

AP.Bff^mah   =   'lABF  =   AB.ysl 

er.  i)r*\\\cd  =  •icni-  =  cd  .x^ 

AP.BPciaah   =  u,        üP.DPi-.mcd 


Cütrtft 

'ÄB.y?.mxii 

'''-    ÜD7x-. 

sin^j 

und 

(§■  17,  ■ 

1) 

=   yl<*. 

ifi;)  +  9P1  +  (vtc» + 

BQ)QPc<,»x,i 

=  OPa 

—  [OA  +  OB){x  4-1 

1  cosxd)  +  OA. 

OB 

.. 

=   0/'5 

:-(f)C  +  07))[,r«os 

xji  +  y)  +  OG  . 

0/) 

oder, 

^/f  = 

=  o,   CD^b,   0A-- 

=  cl\    OC^l 

.',  c 

« 

:=   rl 

-(a  +  2a'){x  +  tl^< 

>sa^,;)  +  (<J  +  o' 

>■ 

i- 

=    ,-2 

-{h  +  2i')(^0üs,ry 

+  ;,)+((.  +  ?, 

■)?/ 

Wenn  nun  die  gegebenen  Strecken  AB,  i>C  aus  i'  be- 
IrachleL  j^leielie  scheinbare  Grösse  hüben,  de  ^  ai,  die  Kreis- 
bogen AßP  und  DCP  iihnlich  und  eines  Sinnes,  so  ist 
oyi>  —  hxn  =  0,  d.  i. 
[«)/  — 6aT)i-2  +  («  4-  la')hr:'-  —  {h  +  2^')«,'/^  +  2  («'6— o'Ö).ry  cos.cy 
+  (6  +  &')a6'j/  -  («  +  a')a'bx   ^  Ü 

Der  Punel  /"liegt  auf  einer  bestimmten  Linie  3ler  Ordiuiug, 
welche  die  Punetc  {y  =  0)  0,  A,  B  und  [sc  =  0)  C,  n,  die 
unendlichfernen  Kreispunete  und  den  unendliehfemen  Punel  der 
Geraden  AE  enthylt,  wenn  BE  mit  CD  parallel  und  gleich. 

9.  Wenn  A  und  C  auf  0  fallen  >'  =  0,  i'=  o;  so 
liegen  BP  und  DP  symmelrisch  zu  doc  Geraden  0/',  und  £/■ 
ist  derjenige  Strahl  des  /t,  welcher  von  der  Geraden  OP  in  die 
Richtung  DP  vefleetirt  wird.     Dann  ist 

(a2/-6a;}rä— a6(ya_ar2)   =   0 

Klügel  math.  W.  3  p.  700.  Macnüs  Aufg.  1  p.  265.  Der  l>un(M 
0  ist  ein  Doppelpunct  der  Linie  mit  den  Tangenten  j»^  — a^  =  0, 
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weiche  den  Winkel  xy  und  den  Nebenwinkel  halbiren.  Die 
Gerade  ay  —  ia;  =  a^i  hat  mit  der  Linie  mehr  als  einen  un- 
endliehfernen  Punct  gemein  und  ist  eine  Asymptote  der  Linie, 
wenn  nach  Elimination  von  y  eine  Gleichung  für  x  bleibt,  in 
der  die  Coetfieienten  von  a;*,  a;*  null  sind,  also  unter  der  Be- 
dingung 

ati{^  +  b'^  +  2ab  wsx^)  —  ab(b^  —  a'^)  -^  (I 

Nun  ist  a'^  +  Ä'-" -H  2  «6  eosary  =  07?'^,  und  \v<^nn  j^'  die  Nor- 
mulprojeclion  des  B  auf  OE,  so  ist 

6ä_a2  =  i-'iia^OJ'^   ^   OE  {OE  ~  iOF)   =  OE.OG 
ft   :   h  ^  OG  :   OK 

Ilif-  durch  G^  t^ehende  P.iraJlele  der  a.'  seihneidet  i/  in  üT  so,  diiss 
fi  =  OH,  und  die  durch  H  jiehonde  Pm^alJele  der  OE  ist  dii- 
Asjniplole. 

"SVcnn  insbesondere  6  .=  a,  so  ist  fi  =^  0,  und  die  Linie 

(,j  -  x]{ri  -  aj!  -  ax)   =  0 

besieht  aus  dem  Kreis  OBD  und  der  Geraden  OE. 

10.  Wi-nn  ein  Strahl  des  B  den  um  0  mit  dem  Radius 
c  beschriebenen  Kreis  in  P  trifft,  und  von  dem  Kreis  in  die 
Gerade  DP  reflectirt  wird,  so  ist   [9) 

(ay  —  b3:)c^  —  ab{y^  —  x^)   =  (I 

d,  h.  der  Incidenzijunct  P  liei^t  auf  der  Hyperbel  mit  dem  Pnnet 
0  und  den  Punclen  B',  D' ,  welche  OB,  OD  so  theilen,  dass 
OB  .  OB'  ^  OD  .  OD'  =  c^.  Das  Cenlrum  ist  ^OB'\^OD', 
die  Asymptoten  sind  mit  den  llalbirenden  des  Winkels  ccy  und 
des  Nebenwinkels  parallel.  Mit  dem  Kreis  hat  die  Hyperbel 
4  Punele  P  gemein.  Dieses  biquadra tische  Problem  der  Catoplrik 
findet  sich  gelöst  bei  Alhazen  (Utes  Jahrb.]  Opl.  V,  39,  Vn'KLLü 
(14les  .lahrh.)  Opt.  VI,  22,  Huvr.ENS  Opp.  varia  p.  759. 
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§.  37.    Transscendeiite  Linien. 

1.  Wenn  der  Kreisquiidrunt  AB  iiiil  dem  Cenlrnm  0 
vi»n  (lein  Punct  L,  und  der  Radius  OB  von  dem  l'nncl  M 
gleichzeitig  und  gleichförmig  durchlaufen  wird,  d.  h,  OM  :  OB 
^=  ÄL  :  AB,    und    wenn   M  durch   die 

Purullele  der  OA  auf  OL  nach  P  projicirl    ■  -  ■  |  -  -  ■   - — - 

wird,  so  beschreibt  der  Punct  P,  dessen 
Ordinate  QP  =  y  mit  OM  parallel  und 
gleich,  mithin  der  Anomalie  AOL  =  5- 
proportional  ist,  eine  Quadratrix  {tstqvi- 
yoivi^ovaa).  Durch  Halbirung  des  Qua- 
dranfen^ß  und  des  Radius  OB  und  durch 

Halbirung  ihrer  Theile  findet  man  beliebig  viel  Puncle  L,  M,  P. 
Diese  Linie  ist  von  Deinostratus  ,  Bruder  von  Menaechmüs,  er- 
funden worden  nach  Pappus  IV,  25.  Die  Angabe  des  spateren 
Conimentator  PaocLrs,  dass  Hippias  von  Elis,  Zeilgenosse  von 
SocRATES,  der  Erfinder  gewesen  sei,  wird  nach  Reimer  für  un- 
richtig gehalten. 

Wenn  OA  =  <(,   OQ  =  x,  so  ist  AL  =  a»,  Ali  =  l'in., 

y  :  »  ^  a:  \n   ^  c,        x   ^  -,c..t»  =  c9cot9   =   ycot|  ^- 

Daher  sind  x,  y  durch  eine  transscendente  Gleichung  verbun- 
den, und  die  Quadratrix  ist  eine  transscendente  Linie.  Bei 
^  =  0  ist  a-  eottf  =  1  (Trigon.  §.  3,  10),  a;  =  c,  der  Puncl 
P  fallt  auf  den  Seheitel  C  der  Quadratrix.  Zufolge  der 
Gleichungen 


AL  =   -y  OÄL  ■- 


»a 


sind  der  Bogen  und  der  Sector  des  Kreises  proportional  der 
Ordinate  der  Quadratrix;  durch  Theilung  der  Ordinate  nach 
gegebenem  Verhaltniss  werden  der  Seelor  und  der  Bogen  nach 
demselben  Verhültniss  getheiU.  Daher  der  Gebrauch  und  der 
Name  der  Linie. 
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Die  Quadriilrix  ciilhäll  den  Puiicl  B.  Wenn  AL  ein  Halb- 
kreis, so  ist  OM  ein  Diaiiieter,  und  P  unendlichfern  anf  der 
durch  M  gehenden  Parallele  der  OA.  Wenn  LL'  ein  llnlbkreis, 
so  ist  MM'  ein  Diameler,  und  P'  liegt  auf  der  durch  M'  gehen- 
den Parallele  der  OA,  u.  s.  w.  Die  Quadralrix  hat  unendlieh- 
viel  Zweige  mit  den  Asymptoten  y  =  2a,  4a,  . . .  Der  unend- 
liehferne  Punct  der  OA  ist  ein  unendlichfaeher  Punet  der  Linie. 
Wenn  &  das  Zeichen  wechselt,  so  wechselt  y  das  Zeichen,  x 
bleilit  unverändert;  also  liegt  die  Quadratrix  symmetrisch  zn 
ihrer  Axe  OC.  Dui-eh  Differentialrechnung  findet  man,  dass 
die  Scheileltaugente  mit  OB  parallel  ist  und  die  übrigen  Zweige 
in  ihren  Wendepuncten  -schneidet. 

Die  Quadralrix  kann  als  Normalprojection  eines  Pliin- 
schnilles  von  SehraubenflUehen  erhallen  werden.  Paitis  IV, 
28  lind  2<J. 

3.  Weim  niari  OM  aiiC  die  durch /.  iichciidf  P;irallele  der 
OB  normal  projicirl  nach  Q,P,  so  i>eschrcibl  P  eiiif  voji 
TscHutMiAVSEN  Mediciua  nientis  1687  p.  114  definirlc  Quadralrix, 
für  welche 

iinior  der  BudiiiiiUiii;,  dass  OL  eine  gej^obcnc  FiliicIloli  von  !)■ 
ist,  iilso  h  auf  einer  ge;^obcneii  hinic;  liegt.  Wenn  insbesondere 
OL  =  a,  so  ist 


Die  Linie  geht  zwischen  den  (loraden  x  ^  a  und  x  ^  — a 
unendlichvichnal  hin  und  her,  und  liegl  syninielrisch  zu  den 
Geraden  y  =  0,  2«,  . . . 

Dieselbe  Gestalt  hat  die  Linie  j(  =  sina;  oder  x  =  urc  siuy, 
welche  die  Puncte  0|0,  ^nW,  jijO,  |«|  — 1,  2™|0,  ..  enthüll, 
unlor  denen  der  Ite,  lite,  ..  Cenlren  der  Linie  sind.  Die  Ge- 
raden y  =  1  und  y  =  —  1  berühren  die  Linie  in  unendlich- 
viel  Puncto n. 

Die  Linie  y  ^  tang»  oder  x  =  arctang;^  enthalt  die 
Puncte  — i7i|  — 00,  — i?i|— 1,  010,  i/j-|1,  Itt'x,  u.  s.  w., 
unter  denen  0|0.  ?i'0,  ..   Cenlren  der  Linie  sind. 
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Die  Liaie  y  ^  a"  oder  ic  =  ly  :  la,  welche  duliec  eine 
logarilhmische  Linie  heisst,  eathiill  die  Puncle  0|1,  1]«, 
2|<J^,  ...  Die  Ordinalen  a',  a^"*"^,  a^  +  ^f*  bilden  eine  geo- 
melrische  Progression,  Das  geometrische  Mittel  zwischen  den 
Ordinalen  «^  und  a~''  isl  I.  Bei  negativer  Abscisse  ist  die 
Ordinate  kleiner  als  1;  die  Linie  enthcllt  den  Punct  — *10, 
die  Gerade  y  =^  0  isl  ihre  Asymptote. 

Aus  den  symmetrisch  zu  der  Geraden  «,■  =  0  lict^eiiden 
Linien  y  =  ne^'  und  y  =  «^~^  bildet  man  die  Linie 

mit  dem  Scheitel  Um  und  der  Ave  a:  =  0.  Wenn  OQ.  =  x, 
aP,  =  at^,  ai\  =  ae~^,  und  P  die  Mille  der  F^P^,  sc  isl 
HF  =  y.  Diese  Linie  ist  die  Gleichgew iehlsliguv  eines  bieg- 
samen aber  nicht  dehnbaren  Fadens  (Kette),  der  in  2  Punclen 
befestigt,  von  seinem  Gewicht  in  der  Richtung  der  negativen 
Ordinalen  gespannt  wird,  und  heisst  eine  Kettenlinie,  cate- 
naria.     Jac.  Ber.voulli,  Leibm/  ii.  A.  1(i91. 

3.  Wenn  die  gegebenen  Geraden  a,',  n  den  Punct  0  ent- 
halten und  der  Winkel  xy  rechl  ist,  wenn  OA  =r^  a,  AB  =  b, 

BC  =  c  gegebene  Strecken  der  Geraden  u,  v,  w  sind,  so  ün- 
clct  man  die  mit  ic,  y  j>anii[elen  Coordinalen  der  Strecke  OC 
oder  des  Puncles  C 


X  —  OAa< 

asxu  +  ABc. 

MXV  +  Bücusxw 

y  =  0A^, 

asKjr    +  AB  c. 

[>svi/  +  BOiiQ&mj 

~  O^si 

acm   +  AB^\ 

,sxv    +  .Bf  sin»«' 

Wenn  nun  ti,  v,  w  s^leichförmisj  sicii  drehu,  d.  h. 

XU  ^  a  +  U,      XV  =  ß  +  nt,      xw  '^  y  +  vt 

so  bewegen  sieh  gleichförmig  A  auf  einem  Kreis  um  0,  B  auf 
einem  bewegten  Kreis  um  A,  C  auf  einem  bewegten  Kreis  um 
B.  Die  Bewegung  des  C  ist  aus  den  gleichförmigen  Kreisbe- 
wegungen des  A  und  B  coniponlrl;  jedem  t  enispricht  ein 
Pnnct  x\y.    Die  Kreise,  deren  Cenlren  auf  Kreisen  sieh  bewegen. 


y  Google 


152  Cap.  IV.    Gleichungen  von  LiDten. 

heissen  Epicyelen,  die  von  C  beschriebene  Linie  heisst  eine 
Epicycloide  (im  weitern  Sinne).  Die  Coordioaten  x,  y  sind 
Irigonom einsehe  Functionen  von  (  (FoiHiER'sehe  Reihen).  Bei 
hinreiehendviel  Gliedern  kann  die  Epicycloide  jede  gegebene 
Figur  mit  beliebig  kleinen  Abweichungen  erhatten;  ])ei  2  Glie- 
dern kann  sie  eine  Ellipse  sein.  Möbius  Mechanik  dos  Himmels 
■18i3  p.  V  nnd  46  IT.  Wenn  k.  B.  «  =  0,  /f  =  0,  A  +  /(  =  0, 
so  isl 

Bei  b  ^=  a  fällt   Hie   Ellipse   mit  ihrer  grossen  Axc  /iisanimon. 
Ueberhanpl  ist  unter  der  Vorausselznng  P  =  —  1 


Wenn  dabei  /,  /i,  v  commensurnbcl  sind,  sn  ist  die  Epieycliiide 
nicht  transscendent ,  sondern  algebraisch.  Denn  X,  fi,  v  ver- 
halten sich  wie  die  ganzen  Zahlen  /,  m,  n,  und  durch  die  Sub- 
stitution X  =  Ik,  fi  ^  mk,  V  ^  nk,  e'^  ^  z  erhalt  man  die 
Gleichungen 

x.->riy  ^  f^      +  gz'"      +  hz" 

.1^  —  w/  ■=  fz~^  +  g'z~"^  +  h'z~" 

aus  welchen  durch  Ehminalioii  von  s  eine  algebraische  Gleichung 
für  j',  y  gefunden  wird  ohne  i,  weil  das  System  bei  der  Ver- 
tauschung von  i  mit  — !  unverdndei  t  bleibt. 

Die  Composilion  von  Bewegungen,  insbesondre  die  Dar- 
stellung emei  gegebenen  Bewegung  [emei  Plane tenbewegung) 
durch  (jompo<!ition  \on  gleichförmigen  Kreisbewegungen  ist  ein 
Problem  dessen  Lo&ung  die  Mathematiker  der  Platonischen 
Schule,  namentlich  Eudoxi"«  und  die  Alexandrinischen  Astro- 
nomen mit  Elfolg  unternommen  hdien  Die  Vei-werthung  dieser 
Methode  in  dei  neuein  Astionomie  hat  Momus  in  dem  genannten 
Werk  gezeigt 

4,  Wenn  nin  dm  Pnnit  O  uinc  Guide  gleichförmig  sich 
dreht,  und  auf  der  Geraden  von  0  ans  der  PuncI  P  gleichförmig 
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ins 


Archimedische  Spirale 
r  Anomalie  5'  proportional, 


fortschreilet ,   so  beschreibt  /'  t 

{^'hij.     Der  Vector  OP  =  r   is 

r  =;  a9.     Wenn    die  Linie    den  Puncl   i>\r  enthält,    so   enlhüll 

sie  die  Puncto  },&\Xt  für  alle  l.     Sie  enlhäll  den 

Punct   B    {\n\^na),    und  auf   der   Geraden   Ol' 

die  Puncle  P',  wenn   OP' =  OP -\-  ^h  .  OB  für 

giinze    k.     Die  Punete   d-\r   und    —  5-|  —  r    d.  1. 

7i  —  -S-Ir    liegen     symmetrisch    /u    der    Geniden 

05  (il  =  -^nr) ,   welche   die  Axe  der  Spirale  ist. 

Der   Punct  0   ist   der   Scheitel   der  Spirale,    die 

übrigen    auf  der  Axe  liegenden  Punete  der  Spirale  B,  . .  sind 

Doppelpuncte  derselben. 

Diese  Spirale  ist  von  Archimedes  erfunden,  der  in  einer  be- 
sondern Schrift  ihre  Eigenschaften  entwickelt  hat.  Die  von 
Pappus  IV,  19  gemachte  Angabe,  dass  Conon  der  Erfinder  sei, 
ist  unrichtig;  Archimedes  halle  seinem  Freund  Co>on  Satze  über 
die  Spirale  ohne  Beweis  zugeschickt,  und  Conon  ist  gestorben, 
bevor  er  die  Salze  bewiesen  hatte. 


5.  Im  17.  und  18.  Jahrh.  sind  andre  Spiralen  helrachlel 
worden.  Die  Spirale  r3  =  a  heisst  hyperbolisch  wegen  der 
Form  der  Gleichung  [§.  23,  10).  Der  Kreisbogen  mit  dem 
Radius  r  und  dem  Centriwinkel  &  hat  constante  Lange.  Weil 
y  =;  r  sin 5-  =  a  sin S'  :  5',  so  ist  y  ==  «  hei  ^  =  0,  r  =  oo  , 
und  die  Gerade  y  =^  «  eine  Asymptote  der  Linie.  Hei  ^  =  oo 
ist  r  =  0,  und  der  NuUpunct  asymptolisch,  d,  h.  nach  unend- 
lichviel  immer  engern  Windungen  erreichbar. 

Die  Spirale  r*  =  2p^,  welche  parabolisch  heisst,  ent- 
hält den  Nullpunct,  der  ihr  Genlmm  ist,  und  umläuft  denselben 
in  immer  weiteren  Windungen. 

Die  Spirale  r'^d^  =  a  heisst  ein  Lituus  {Cotes  Harm,  men- 
surarum1723  p.  85).  Der  Kreisseelor  mit  dem  Radius  r  und  dem 
Centriwinkel  &  hat  constante  Fläche.  Weil  y'^  =  asin*^  :  &, 
so  ist  j/  ^  0  bei  ^  ^=  0,  r*  ^=  oo ,  und  die  Gerade  &  ^  0 
eine  Asymptote  der  Linie;  y^  erreicht  ein  Maximum;  der  Null- 
punct ist  das  Centrum  und  ein  asymptotischer  Punct  der  Linie, 
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Die  Spirille  r  =  e^'"  oder  it  =  a\r,  welche  logaritli- 
misch  heisst,  enlhiilt  den  Pnnct  0  I  und  mithL  von  da  an 
hei  wachsenden  tf  immer  weilere,  bei  f  illenden  0-  immei  cngeit, 
Windungen  um  den  Nullpuncl.  ^Ncnn  -J-  dat.  inlhmelisclie 
Millel  der  *[  und  O-^,  so  ist  r  das  £;eomeli ische  Miltti  dei  r^ 
und  j-j ;  aus  2  Puncten  der  Spirale  kmn  imn  einen  diiHcn 
Punct  derselben  conslruiren. 

Vergl.  KLiir.Ei.  malh.  W.  IV  p.  i09  ft'. 

6.  Wenn  auf  der  gegebenen  Linie  (-4)  die  j^egebeue  Linio 
(ß)  rolH,  so  fallen  auf  die  Puncte  L,  L'  der  Basis  [A]  nach 
und  nach  die  Puncle  M,  M'  der  [B];  in  jedem  vereinten 
Punel  berühren  sich  die  beiden  Linien,  und  ihre  gemeinschaft- 
liche Tangente  wird  entweder  auf  verschiedenen  Seilen  oder 
auf  derselben  Seite  von  den  beiden  Linien  heitlhrt.  Wenn  [B] 
auf  (Ä)  rollt  ohne  Gleitung,  so  sind  die  Bossen  LL'  und  MM' 
von  gleicher  Lunge,  und  ein  mit  (B)  starr  verbundener  PuncL 
besehreibt  eine  heslimmte  Linie,  Trnclioidc  (Roulotle) 
(genannt. 

Wenn  [A]  eine  Gerade  und  [B]  ein  Kreis  ist,  so  heissL 
die  von  einem  Punct  des  Kreises  beschriebene  Trochoide  eine 
Cycloide,  Wenn  [A]  ein  Kreis  und  [B]  ein  Kreis  oder  eine 
Gerade  ist,  so  heisst  die  Trochoide  eine  Epicycloide  (oder 
auch  Hypocycloide  in  dem  Fall,  dass  die  sieh  berührenden 
Kreise  einerseits  der  gemeinschaftlichen  Tangente  liegen). 

Die  Trochoiden  wurden  im  17.  Jahrh.  untersucht,  Robehval 
hat  1634  die  ersten  Sätze  über  die  Cycloide  gefunden.  Die 
Namen  Roulette,  Trochoide,  Epicycloide  sind  vonMuKSENjjE  1615, 
ROBERVAL  1634,  Beaiigranp  1638,  Newtos  1687  [Princ.  1  pr.  48 
imd  49)  gegeben  worden.  Vergl.  Klugel  malh.  W.  1  p,  595. 
Epieyeloiden  sind  als  die  geeigneten  Figuren  für  Radzähne  er- 
dacht worden  von  Desaruiies  [nach  Lahire  Mecan,  1695  p.  368) 
und  von  RÖheh  1672  (nach  Lüibkiz  Brief  an  Joh.  Beh^oulu  1698 
lan;  18  nobst  Antwort).     Vergl.  KiücKi.  math.  W.  2  p.  126. 

'i.  Nachdem  auf  einer  geliehenen  Geraden  ein  Kreis  rollend 
ohne  Gleiliing  die  Strecke  AR  berührt  hal,  so  hat  das  Cenlrmn  li 
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Iy5 


des  Kreises  die  parallele  und  gleiche  Strecke  BS  durchlaufen, 

und  der  Radius   BA  hat  sich  um  den  Winkel  PSJi   gedreht, 

dessen  Bogen  PB  so  lang  ist  jiIs 

AR   oder   BS.      Dabei   hat  der 

l'unct  A  des  Kreises  den  Cycloi- 

denhogen^P  beschrieben.  Wenn 

BM  nait  SP  parallel  und  gleich 

ist,    so    ist  der    Bogen    MA   mit 

PE  oder  BS  von  gleicher  Länge. 

Macht  man  M^A  ^  k  .  MA  auf  dem  Kreis,  BS^=^  l  .  BS  auf 

der  Geraden,   und  S^P^  parallel  iind  gleich  mit  BM^,  so  liegt 

Py  auf  der  Cycloide  AP  für  alle  l. 

Der  Puiict  A'  des  Radius  BÄ  besehreibt  isugleich  den  Bogen 
A'P'  einer  gedehnten  (prolataj  oder  einer  verkürzten  (cur- 
Ittla)  Cycloide,  je  nachdem  iT^d' kleiner  oder  grösser  als  BA. 
Der  coneentrische  Kreis,  dessen  Kadius  BA'  ist,  rollt  auf  der 
Geraden  A'R'  mit  Gleilung,  die  von  A'  nach  B'  oder  contrar 
gtnchtet  iht  je  nachdem  BA'  kleiner  oder  grösser  als  BA. 
Denn  wenn  MA  und  MA,  P'R'  und  PÄ  iihnli  ehe  Bogen  sind, 
so  ist 

I  P      M  i.  =  BS  :  M'A'  =  MA  :  M'A'  =  BA  :  BA' 

(Dil  hioiüiiLr  ^on  Aristoteles  Meehanica  c.  2i  und  2Ö  erhobe- 
nen Schwierigkeilen  beruhen  auf  Miss  Verständnissen.)  Wenn 
dahei  die  gegebene  Strecke  BA  um  den  Punet  B  sich  gleich- 
fdinug  dieht  und  B  gleichförmig  auf  einer  Geraden  fori  schreitet, 
so  besihreibt  A  eine  Cyeloide,  welche  eine  geineine,  oder  eine 
gedehnte  odei  eine  verkürzte  ist,  je  nachdem  die  Strecke  BS 
zu  dem  glen,hzeitig  zu  beschreibenden  Bogen  MA  das  Ver- 
hdltniss  I  hat  oder  mehr  oder  weniger. 

^\Lnn  AB  einem  Kreisperimeter  des  RadiusB.il  gleich  ist, 
so  hat  der  Punet  A'  eine  Welle  der  Cycloide  !)eschrieben.  Zwei 
folgende  Wellen  sind  gleiche  und  ähnliche  Figuren  nicht  nur 
eines  Sinnes,  sondern  auch  conträren  Sinnes;  jede  Welle  hat 
eine  Äxe,  auf  der  ein  Scheitel  der  Cycloide  liegt. 

8.  Die  Strecken  AR,  AB,  PS  liegen  auf  den  Geraden  x,  y,  v, 
der  Winkel  xy  ist  recht,  der  Vocior  AP'  hat  die  rochtwinkeli^en 
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Coordinalen  AQ'  =  a;,  Q>' =  y,  die  Strecke  P'Ä  der  ■ 
den  Werlh  <■  der  A'B  iiuf  y.  Wenn  mm  AB  =  b,  vy  ^ 
so  ist 

;c  =  ÄR  —  Q-R  =  AJi-I-'Soosxv  =  Jii'  — P'Ssinpi/  =  öw  — i 
-^  =  RS  +  SP'cosv!/  =  AB  —  P'Scosvif  =  5  — ctiosia 

Weil  c  cos  (II  =  ^--y-,  so  ist  c'^  sin'^w  =  c^  —  [b  —  y)'^  ' 
X   =   6  arü  cos  *-^^^  —  /eä^^(6  -  y)'i 


für  den  Piinct  x\y  der  Cycloide,  welche  eine  gemeine,  oder 
eine  gedehnte,  oder  eine  verkürzte  ist,  je  niichdem  b  :  c  ^  \ 
oder  mehr  oder  weniger  als  1, 

Weil  cosra  zwischen  1  und  —\  liefet,  so  steigt  und  fallt 
die  Ordinate  y  zwischen  den  Grenzen  S  —  c  und  b  +  c.  Gonlrür 
gleichen  w  entsprechen  gleiche  Ordinaten  und  conträr  gleiche 
Ahscissen,  also  ist  die  Gerade  a;  =^  0  eine  Axe  der  Cycloide. 
Auf  dieser  Axe  hegt  [a  =  0)  eine  Spitze  der  gemeinen  Cycloide 
mit  der  Tangente  a;  =  0,  ein  Scheitel  der  gedehnten  oder  ver- 
kürzten Cycloide  mit  der  Tangente  y  =^  b  —  c,  \vaA  ausserdem 
ein  Doppfjlpunct  der  verkürzten  Cycloide.  Denn  sinro  :  w  kann 
den  W^erth  6  :  c  <  1  erhallen  (Algebra  §.  8,  4) ,  hei  welchem 
a;  =  6w  ^  c  sinw  ^0  ist.  Ferner  ist  die  Gerade  ic  =  6/r 
eine  Axe  der  Cycloide ,  auf  welcher  der  Scheitel  (a  =  n  mit 
der  Tangente  ^  =  fi  +  c  liegt.  Elieuso  ist  die  Gerade  cc  =  26?i 
eine  Axe  wie  3;  =  0,  und  die  Gerade  a.-  ^=  ^bn  eine  Axe  wie 
X  =  i/t,  u.  s.  w. 


Nachdem  auf  einem  gegebenen  Kreis  mit  dein  Centruni 
0  ein  Kreis  rollend  ohne  Gleitung  den 
Bogen  AR  berührt  hat,  so  hat  das 
Centrum  B  des  rollenden  Kreises  den 
ahnlichen  Bogen  BS  durchlaufen,  und 
der  Radius  B4  hat  sich  um  den  Winkel 
BSP  gedreht,  dessen  Bogen  SP  so 
lang  ist  als  AS.  Dabei  hat  der  Punct 
A'  des   Radius  BA   den   Epieycioiden- 
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bo}(en  A'P'  beschrieben,  wenn  SP'P  und  BA'A  gleich  und 
.ihnlich  sind.  Durch  llalbirung  der  Bogen  jIÄ  und  fiPkiinn  man 
einen  andern  Punct  der  \AnuiA'P'  eonstruiren,  u.  s.  w.  DieKpi- 
cjcloide  ist  eine  gemeine,  oder  eine  gedehnte,  oder  eine  verkürzte, 
je  nachdem  BA'  =  BA,  oder  BA'  kleiner  oder  grösser  als  BA. 

Wenn  AB  einem  Kreis perimeler  des  Radius  BA  gleich  ist, 
so  hat  ^' eine  Welle  der  Epieycloide  besehrieben;  zwei  folgende 
Wellen  haben  die  Eigenschaften  der  Gycloidenwellen  (7).  Wenn 
eine  der  folgenden  Wellen  eine  bereits  beschriebene  Welle  deckt, 
so  ist  die  Epicycloide  eine  geschlossene  Linie.  Dieser  Fall  trilt 
ein,  sobald  eine  ganze  Anzahl  Kreisperimetev  des  Radius  OA 
von  einer  ganzen  Anzahl  Kreisperiineler  des  Radius  BA  be- 
deckt wird,  wenn  also  die  beiden  Kreisperimeter  commensurabel 
sind,  d,  h.  wenn  die  Radien  OA  und  BÄ  commensurabel  sind, 
ein  rationales  Verhältniss  haben. 

Dieselbe  gemeine  Epicycloide  wird  auch  von  einem  Punct 
eines  andern  bestimmten  Kreises  beseh rieben,  der  auf  demselben 
gegebenen  Kreis  rollt  ohne  filuitun^.  Ellek  1781.  Vergl.  PUmiiii. 
§.  12,  3. 

10.  Durch  O  geht  die  Gerade  x  der  Puncto  A,  B,  Ä,  die 
Gerade  ti  der  Puncle  R,  S,  und  die  Gerade  j,  die  mit  3;  einen 
rechten  Winkel  bildet.  Durch  S  geht  die  Gerade  v  der  Punete 
P,  P'\  die  Strecke  SP'  der  11  hat  denselben  Werlh  wie  BA' 
auf  a-.  Wenn  nun  OR  und  RS  eines  Zeichens  sind,  OR  ^  a, 
RS  =  b,  so  ist  OS  =  a-i-  b,  BP  und  AB  sind  gleiche  Bogen 
eines  Zeichens, 


Wenn  aber  OR  und  RS  nicht  eines  Zeichens  sind  (wobei  die 
Epicycloide  auch  eine  Hypocycloide  genannt  wird),  so  sind  BP 
und  AR  nicht  eines  Zeichens,  und  man  hat  b  durch  — h  zn 
ersetzen.  In  jedem  Falle  sind  die  Normalprojectionen  des  Veclor 
OP'  auf  X,  y 

X  =  OStosarw  +  SP'cosarw  =  OB  a(s%xv.  +  BA'^o^xe 
y   =  QSf^mvy  +  SP'cosüi/   ^  OBsinaiM  +  BA'fXaxv 
SO  dass  jedem  xn  ein  Punct  x\y  entspricht. 
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Wenn  a  und  6  eommeiisur.ibel  sind,  so  ist  die  Epicyelüide 
eine  geschlossene  Figur  (9)  und  eine  iilgebriiisuhe  Linie  (3) 
E'enider  Ordnung. 

Wenn  k.  B.  b  =  n,  A'der  Gegenpunct  di's^  d,  li.  S/''=  <t, 
und  XU  ^  fp,  so  ist 

X  -=  2a  ros^  +  a  f.tiaif ,      y  =   2a  sin^p  +  «  ^\(\2fi 

"-'*"  '-^   ^   -''-    ^   2a(l  +  WS7-) 

Daher  hyt  derPuncl  ei  +  x[y  ü\i:  pehiron  Coordinttlen  ^,  !■,  sodass 

r  =   2a(l  +  coS9) 
Diese  Epicyeloide  ist  eine  Cai'dioide  [§,  26,  ü). 

Wenn  dagegen  6  =  — \a  A.h.  B  die  Mille  der  0^  und 
BA'  =  c,  so  isl 


-.  {la^e)c. 


,  =   (J«-c)sin,, 


und  die  Epieyeloide  (Hypocycloide)  eine  Ellipse  \X). 

Vergl.  Euler  Introd.  W  §.  523.  KlPoel  malh.  W.  2  p.  115. 
Magnu.s  Aufgaben  1  p.  303.  Halmon  plane  curves  p.  51 1.  Hennig 
Borch.  Journ.  65  p.  52. 


11.  Wenn  auf  einer  gegel)euen  Linie  [A)  eine  Gerade  rolll 
ohne  (ileilung,  so  beschreibt  ein  Punct  der  Geraden  eine  Linie, 
deren  Evolute  die  Linie  [A]  ist,  und  welche  eine  Evolvente 
der  Linie  [Ä]  genannt  worden  ist  (Hivgens 
1673).  Nachdem  die  Gerade  rollend  ohne 
Gieitung  den  Bogen  AB  der  Basis  bertihrt 
hat,  so  hat  der  Punet  A  der  Geraden 
den  Evolventenbogen  AP  beschrieben, 
wenn  die  Strecke  HP  mit  dem  Bogen  AR 
von  gleicher  Lunge  ist.  Wenn  [A]  von 
einem  Faden,  dessen  Anfang  auf  [A]  befestigt  ist,  mit  unver- 
änderter Spannung  umschlungen  bleibt,  so  liegt  das  freie  Ende 
des  Fadens  auf  einer  Evolvente  der  [A]. 

Wenn   die  Basis   ein  Kreis   ist,   und  die  Radien  OA,  OR 
auf  den  Geraden  x,   s  den  Werlh  a  haben,   wenn   der  Veclor 


-U-^ 
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S-  ä7.    Transscciiilonte  Linu-n, 
OP  auf   der   Geraden    r  den  Werlh  r  liiil ,   w 

xr   =   &,    xs  =   W,    SO  ist 

riclit  ein  5   inid  ein  r.  \mm1   liiii; 


■lodom 
oder 


Dabei  ist  r  die  Hypotenuse  der  Callielen  a  und  neu.  Wenn  w  das 
Zeichen  wechselt,  so  wechselt  i)  das  Zeichen  Iiei  deniselhen  i-; 
also  ist  die  Gerade  ^  =  0  eine  Axe  der  Evolvente  des  Kreises, 
und  Tangenle  derselben  an  der  Spitze  A.  Die  Linie  niaclil  \m- 
endlielivicl  immer  weitere  Winduiif-cn  um  den  Kreis. 

^'m\n  r'  von  der  durcb  P  stehenden  Parallele  der  s  in  }•' 
i^esebniUon  wird,   x'x  =  \7f,    OB  =  a  auf  a:',    so  ist  P' P  ^=^  a 

und 

OP'  ^  EP  ^  OA  .  :c8  =  OB  .  x'r' 

Wenn  daher  der  Schenke!  AC  des  rechten  Winkels  CAO  auf 
dem  Kreis  rollt  ohne  Gleitung,  so  beschreibt  der  Puncl  0  des 
andern  Schenkels  eine  Archimedische  Spirale  (4)  mit  dem  Scheitel 
0  und  der  Axe  OA.  Ki.lt.el  innth.  W,  2  p.  HS.  Maoms 
Aufg.  1   p.  299  und  312. 


12.  Wenn  auf  einer  Geraden  oder  auf  einem  Kreis  ein 
Kreis  rollt  ohne  Gleitung,  so  wird  von  einem  unbew etlichen 
die  Ebene  des  beweglichen  Kreises  streifenden  Slitt  ,iuf  dieser 
liliene  eine  Linie  beschrieben,  deren  Glei- 
chung Glairaut  Mem.  de  Paris  1740  p.  US 
in   illterer  Ausdrucks  weise   gegeben   hat. 

Der  Stift  5  hat  von  der  Geraden  l 
die  gegebene  Distanz  A  S.  Wenn  die  Ge- 
rade von  dem  Kreis  in  if  berührt  wird, 
und  wenn  vorher  mit  dem  Punct  A  der 
Geraden  der  Pnnct  B  des  Kreises  vereint  v 
gebener  Punct  des  Kreises,  weil  der  Bogen  BE  und  die  Strecke 
AR  von   gleicher  Lilnge  sind.     In   Hestug  auf  das  Centruni    C 


I  ist  ß  E 


y  Google 


tfiO  Cap.  IV.    Gleichungen  von  Linien. 

und  die  Gerade  j  des  Radius  CB  wird  der  Punct  S  der  Kreis- 
ebene  durch  den  Veotor  CS  =  r  und  die  Anomalie  xr  =  i) 
bestimmt.  In  dem  Parallelogramm  SART  ist  AS  -=  RC -i-  CT 
lie^ebeM,  RC  =  *,  CT  =  c  nnd 

ST  =  AR  ^   BR  ^  h.a-l' 
Ferner  ist,  wenn  II'  ^=  -|-w, 

CT  ^  CSf.af.1-1',  TS  =  CSmislr  =  C.S'sin  )■;',  ST^  =  j-^  —  e' 
folt^licli 

tangii'  ^    ■!.  I.     liiiiij  I  S- j-    I    =    

die  gesuchte  (ileieliung  fUr  y-,  r. 

Bei   c  =  0   ist  /V  =  ^-n,    und   linier   der  Vitra usselüii na 
xy  ==  ^71 

ST  ^  r   -^   h  .al'  =  h  .yr 

d.  h.  die  von  dem  Stift  beschriebene  Linie  ist  eine  Arcliiiiie- 
disehe  Spirale  mit  dem  Scheitel  C  und  der  Axe  x. 

,r    „  ai.  Wenn    aber    der   Stift   S  auf   dein 

^^^  r    Radius    OA    eines  Kreises   liegt ,    wenn 

dieser  Kreis  von  einem  auf  ihm  ohne 
Gleitung  rollenden  Kreis  in  R  berührt 
wird,  nnd  wenn  vorher  mit  dem  Punct 
A  des  unbeweglichen  Kreises  der  Punel 
B  des  bewegten  Kreises  vereint  war,  so 
sind  die  Bogen  AR  und  RB  gleich.  Wenn  OA,  OR,  BC 
positive  Strecken  der  Geraden  m,  n,  x  sind,  so  ist 

OA.mn  —  BC.nx  —  BG[nr  —  xr) 

die  gesuchte  Gleichung  für  xr,  r.  Denn  die  Winkel  mn  und 
nr  sind  durch  die  Seiten  des  Dreiecks  OCS  beslinimt,  mitliiii 
gegebene  Functionen  von  r. 
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Capitel  V. 
Die    Gerade. 

§.  38.    Die  Geraden  der  Ebene. 

1.  Wenn  M  -^  ax  +  bj/  -i-  c  t^ine  gegebene  lineare  Function 
der  X,  y  ist  [des  Punctes  x\y,  dt*r  in  Bezu^  auf  die  Geraden 
X,  y  des  Punctes  0  die  in  0  anfangenden  und  mit  den  Geraden 
parallelen  (loordinalen  a;,  y  liat],  ao  ist  m  =  0  die  Gleichung 
einer  bestiminlen  Geraden  s  (§.  20,  2).  Die  Gleichung  m  =  0 
ist  durch  die  Proportion  a  :  li  :  c  der  Coefficienlen  bestimmt : 
denn  wenn  h  =^  a'a,'  +  b'y  +  c',  und 


SU  ist  au  —  I  i<  null  bu  >llu)  a  ^  d  h  di<  Inne  u  =  0  hat 
mit  der  Linie  k  =  U    illc  Punth    gemein 

Allen  Piopoiliontn  a  b  c  eutspieUun  ille  («eiaden  der 
Eltene,  welche  tme  Doppelsei le  bdden,  wie  die  Puncte  der 
Ebene.  Daher  sind  die  [oeffinenlcn  a  b,  c  hoino&;ene  Coor- 
dinaten  dei  Gei  idtn  s,  welche  als  Fleinent  dei  I-bene  be- 
trachtet, als  du  Gel  »de  a\b\c  heieichnel  wiid  (§  1<t, )  und  2], 

üie  Gerade  a\b\(i  enthalt  den  Nullpunct.  Die  Gerade  0\b.c 
ist  mit  X  parallel,  weil  i/  constanl.  Die  Gerade  a|0|c  ist  mll 
y  parallel,  weil  x  eonslaut.  Die  Gerade  OjOjc  ist  die  unendlich- 
ferne  Gerade  der  Ebene,  weil  sie  alle  iinend  lieh  fernen  Puneie  der 
Ebene  enthillt,  mit  a:  nnd  mit  y  KUji^leicb  parallel  ist  (§.  20,  i). 

3.  Wenn  die  Cnurdinalen.  a,  b,  c  durch  eine  homogene 
Gleichung  verbunden  sind,  so  giebt  es  eine  Serie  von  Geraden 
k;  durch  2  solche  Gleichungen  isl  a  :  b  -.  c  bestimmt,  also  aueh 
die  Gerade  s  (eine  Gruppe  von  Geraden). 
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162  Cap.  V,     Die  fiprad^. 

Wenn  ap  +  bq  -k-  er  ^  0,  so  enthält  jede  Gerade  der  Serie 
den  Puncl  p  :  r|g  :  r.  Die  Serie  der  Geraden  cjp  4-  c  =  0 
eiilliäll  den  Puncl  p\ü.  Die  Serie  der  Geraden  ap  -4-65  —  0 
entliült  {)■  ==  0)  den  unendlich  fernen  Punct  der  Riclitun^'  p^q 
{§.  20,  2) ;   in  der  Th;U  ist  nach  Elimination  von  b 

qx—py  +  CS  :  a  =   I) 

wobei  rq  :  a  unbestiniint  bleibt. 

Wenn  /'^  eine  Form  tten  Grades  der  o,  fi,  c,  so  ist  die 
Gerade  (f^  =  0,  7^,  =  0)  »ndeutig  bestimmt,  weil  das  Sy- 
stem der  hoinosienen  Gleichungen  für  a,  b,  c  congruenl  ist  mit 
dem  System  einer  Gleichung  mten  Grades  und  einer  Gleichung 
llen  Grades  für  a  :  c  und  b  :  c.  Die  Serien  7^^  =  0  und 
F^  ^  0  haben  m  gemeinschaftliehe  Gerade;  unter  den  Geraden 
der  Serie  /"^  =  0  gehn  m  durch  den  Punct,  welchen  die  Ge- 
raden der  Serie  /",  ^  0  enthalten. 

Die  Serie  f ^  ^  0  heisst  eine  Serie  mter  Glasse;  ihre 
Geraden,  deren  jii  einen  gegebenen  Punct  enthalten,  berühren 
eine  Linie  wter  Classe,  die  Enveloppe  der  Serie  (§.  19,  3). 
Die  Serie  F^  ^  G  ist  1  ter  Olasse,  ihre  Geraden  berühren  einen 
gegebenen  Punct.  Daher  heisst  in  der  Geometrie,  welche  als 
Element  der  Ebene  die  Gerade  gebraucht,  /",  =  0  die  Glei- 
chung eines  Puncles,  F.^  =  0  die  Gleichunf;  einer  Linie 
2ter  Classe  [dei-  von  den  Geraden  der  Serie  berUhrlen  En\e- 
loppe).  Die  Linie  'S  ler  Classe  besteht  aus  2  Punclen,  wenn 
F.^  reducibel  ( l'roduct  von  2  Formen  I  ten  Grades  1 .  Zwei 
Linien  mter  und  nler  Classe  haben  mn  gemeinschafl liehe  Tan- 
genten, v\elche  die  Linie  Fjn-t-^F„^0  berühren.  Plüiikeb 
-1830  a.  a.  0.  Der  Begrilf  Classe  war  dem  Begrift'  Ordnung 
einer  Linie  dualistisch  hinzui;et'Ugt  worden  von  Geriionse  18^7 
Ann.  18  p.  119.  Die  Linie  nter  Ordnung  hat  n  Puiicle  einer 
Geraden,  die  Linie  wiler  Classe  hat  w  'rjmgfnien  eines  Punctes 
(die  ihn  enthalten).  Wenn  jene  Pnncle  nicht  alio  \on  einander 
verschieden  sind,  sc  ist  die  Gerade  eine  Tangente  der  Linie; 
wenn  diese  Tangenten  nicht  alle  von  einander  vei'schieden  sind, 
so  ist  der  Punct  ein  Puncl  der  Enveloppe. 
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^.  as.     Die  (ieraticn  (iei-  Ebenf.  ifiU 

3.     Wenn    die  Gev;iile  na  +  S^  +  c  =  0    den  Vuiict  x^\1/^ 
eulliäll.  (I.  Ii.  axf  ■+■  %,  +  ^  =  0.  so  ist 

«(,r-,r,)+''{.V-?/>)    =   <-> 

wiilii-L'iid  b   :   —ti  <].  i.  .r  —  a^,  :  ,7  —  7,    iiiilifslimml  bleibt. 

Wenn   die  GeiMile  die  Puiu;le  a^jlO   und  ü\y.,  enlliHU,   d.  h. 
nir,  +  c  =  0   und   bi/.,  +  c  =  0,   SO   ist 

a.r  +  h,t  +  -■  =  ~f^  -  -  "^  +  /■  =   0  .  ~-   +  -^^^^    \      {%.    16) 

Wenn    die    {'.i-v-mV-    die    Pun.;l.-    a,  y,     und   x.^'y.^    enibull, 
so  ist 

<ix    +  6f/    +  c  =^    (I  I  .r      ?/      I    I 

ax-!  +  b)f2  +  c  ^   0  I  3^2     ^3     1   ; 

»(a:  — a:,)    +&(!/  — 1;,)     =    0  ^^£1    ^    a'i  ~  ^i 

Die  Gerade  isl  durch  %  Puncte  bestiinml.  ihre  Conrdinjilen  sind 
die  Ädjuncien  der  ersten  Zeile  des  Systems 


und    liucli    dann    reiii.    wenn    die    L'i;gel>enen    Puncle   nicht    re;d 
über  eonjni^ii'l  sind. 

4.     Wenn    die    Geniden    o,|6,|,.|    und    n,,  1 6-,   «-,    den   Pnnel 
x\y  j^einein   hidieii.   sn   isl 


I  n,a:  +  -^1     ''1    I  y  I  «1     ''!?'  +  "^^    I 

i  %.r  +  f.,     hn  I  I  n-i     h.jfi  +  Cj  | 

{ab)x  +  {>^b)   ^   0,         {'.'h)!,  +  {("■)   = 
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16i  Gap,  V,    Die  Gerade. 

indem  {ab)  für  a,J2  —  a^b^  u.  s.  w.  gesetzt  wird.  Die  Coor- 
dinaten  des  Punctes  sind  die  VerhiiUnisse  von  [be]  und  [ca] 
zu  [ab],  gebildet  iius  den  Adjunclen  der  ersten  Zeile  des 
Systems 


und  auch  dann  real,  wenn  die  gegebenen  Geraden  nicht  rejil 
aber  conjugirt  sind  bei  conjugirt-complexen  Coordinaten  der 
Geraden. 

Wenn  [ab]  =  0.  so  ist  der  gemeinschaftliche  Punct  un- 
endlichfei-n,  und  die  Geraden  sind  parallel.  Wenn  zugleich 
(6c)  =  0  ist,  so  ist  auch  (ca)  =  0,  und  die  Geraden  haben 
alle  Puncte  gemein. 

5.  Wenn  u,  =  OfO;  -h  b^y  +  c,  ,  «.,  =  a^a:  +  h^y  ■+■  c^, 
und  u^  ■+■  Xu^  constant,  d.  h,  a^  +  Xa,^  ^  ü,  &,  +  Ai^  ^  ü, 
so  ist  a^  :  6,  =  a,  :  S, ,  die  Geraden  «j  =  0 ,  u^  =  0  sind 
parallel.  Die  Gerade  u,  +  ^uj  =  0,  welche  den  Punct  (w,  =  0, 
Mj  =  0)  enthält,  ist  die  unendlichferne  Gerade,  Die  Gerade 
li,  —  Au^  =  0  ist  mit  den  Geraden  «,  =  0,  '^  =  0  parallel 
uüd  halbirt  den  Streifen  derselben.  Denn  a,  —  la.^  :  6,  —  Xb.^ 
=  2a,  :  26,  =  o,  :  6i,  und  von  der  Geraden  >/[x  =  0)  wer- 
den die  Geraden  u,  =  0,  «^  =  0,  «,  —  lu-^  =  0  in  L,  L',  L" 
so  geschnitten,  dass 

b,.OL  +  c,   =  0,      ^2.  0L'+  Cj  ==  I),      (?(,—  ;.62)0//'-l-  C|-- fej  =  « 

folglich  (b,  -  -  U.^)  OL"  =  b,.OL  —  Xb..  .  OL'.  20L"  = 
OL  ■+■  OL'. 

6.  Wenn  die  Ordinalen  der  Puncte  A,  B  und  die  Gerade 
AB  von  der  Geraden  u  =  ax  +  bi,  -i-  c  =  i)  in  A' ,  B\  C 
geschnitten  werden',  so  ist  (Planiui.  g.  10,  2  und  §.  8,  1)  das 
Verhältniss,  nach  welchem  AB  von  «  =^  0  getheiit  wird, 

AC  :  BG  ^  Ä'B'A  :  A'B'B   =  A'A  :  B'B 

Wenn  nun  A  ^=  x^\y^,  B  =^  ^2  1^2)  "^i  +  %;  +  ''  ^=^  %  ■ 
so  ist 
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fol^lk-h 


].  38.    Die  Geraden  der  Ebene. 


ax2  +  b(y.i  —  B'B)  +  e   ^  <S,       wj  =  b  .  B'B 


AC  :  BG  ^   A'Ä  :  B'B 


ird    die   Strecke  AB 


Nach    dem  VerhBltniss 
Piniol  {§.  16) 

"  1  — 1~     1  —  r 

lietheilt,  welcher  auf  der  Geraden  u  =^  0  liegl,  wenn 


d.  h. 


-  lu^  -=  0,  wie  vorher. 


X  Wenn  «,-  =  a^-a: -f- 6,-j/ -f- «j,  so  eulhält  die  Gerade 
!(,  4-  Au^  =0  den  Punct  (w,  =  0,  «^  ^  0)  hei  jedem  A,  und 
den  Punct  a^,  |y^  unter  der  Bedingung  «„  +  lu^^  =  0,  wohei 
ü^i  ^  Oj-a^j  +  J^y,  +  c^  gesetzt  ist.     Daher  ist 


diu  Gleichung  der  Geraden,  welche  den  gemeinschaftlichen 
Punct  von  3  gegebenen  Geraden  und  einen  gegebenen  Punct 
enthält. 

Die  Gerade,  welche  die  Puncte  (w,  =  0,  «j  =  0)  und 
(«3  =  0,  M^  =  0)  enthält,  hat  die  Gleichung  m,  +  ).u^  =  0, 
wenn  diese  mit  mj  4-  ^lu^  =  0  congruirt.    Unter  der  Bedingung 


Oi  +  la-i  :  ii  +  AS;  :  c,  +  Acj   =   a^  +  /la,  ■■  t 


h  f(6j  ;  c^  +  fic^ 


I  «1  +  3.O2      as  +  /ra, 
I  ''1  +  ^"2       ^^3   ■•■  f"^i 


I  Kl  +  Xa-i     a^     a^   1 


I  0|  da  «j  +  ^«i 
!  i|  öj  ftj  +  fihi 
Ci     «s      «3  +  fte,   I 
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d.i.  (134) +  i  (234)  =  0    und   ^123)  + /( (124)  =  0.     Dal 
für  die  aesuchle  Gerade 


(234)mi  -  (134)u,   =   0    oder    (124)  «3  —  (123)w4   =  0 
In  der  Tiiiil  sind  diese  Gleichungen  oongruent,  weil  bei  allen  x,  y 

W,        11;       «3       «4 


&,         6;         &3 
C,         C;         C3 


(   =   (234)«,  —  (i;i4)(i,  +  {124)((,i  -  (123)w,   =   l 


Ebenso  congruiren  (234)«;  +  (läi)«;,  =  0  und  1134)^2+  (I23)ü4 
=  I),  welche  die  Pimcle  (m,  =  0,  u.^  =  0)  und  {ii;  =  0, 
M^  =  0)  enihidten,  11.  s.  w. 

8.     Wenn  die  Gertidtni  u,  =  0,  u.^  =  It,  »3  =  0  den  l'iinci 
x\y  gemein  haben,  so  ist 

«,  cc  +  6i2/  +  Ci   =   Ü  I  «1     by     ö|   I 

a-,x  +  &,!/  +  cj  =   0      l'ul^lii;lL      \  a-i     h-i     Cj      ==   0 


Nun   ist  Itei  idlen  a-,  »y 


{ahc')   -=   i  «2     62     Ci  i    =       o;     6j     U2   '   =  7i(ti  +  y,'i-,  +  j':,^!^ 
'   oj     fia     cj   !  !  fla     tj     f'j 

Also  isl  unler  der  Bediiiguiisi  {ahc)  =  I)  eine  besliniinli.' lineare 
Tonn  dei-  !(,  ,  «^ ,  «;,  identisch  niül  d.  i.  Iiei  idleii  x,  y,  so 
dass  die  (Jorade  ^y^üii  =  0  congruenL  isl  niil  der  Gerade» 
y,ü[  +  y^w.^  =  0,  weli'-he  den  Piinel  [h,  =  0,  «^  =  *>) 
cntl.all. 

Wenn   /.   ti.    ",  =  k^ii.,  —  «^u,.    r.j  =  ^i.^u,■^a^u^,    r., 
«,«,  —  «.jHj  ,    so  isL    ",  +  v.y  +  fa  =  II    liei  allen  a-,  y.      Daher 
haben  dio  Genideii   v^  =  0,    v,  ------  0.    r,i  =  11  einen   l'uri.-l   :;e- 

mein   [«,  =  0,  i-.^  =  i)]. 

It.is  Ihvieek  0  0,  «  0,  0,6  li;tl  die  llianieler   ^MiUollinien, 
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g.  iS.     Die  Geraden  der  Ebene. 


welche,  weil  p  —  q  —  r  =  ü  bei  allen  x,  ,j  ist,  den  Puncl 
^a]^b  gemein  haben,  den  Schwerpunel  der  gegebenen  Eck- 
puncte  bei  aleichen  Coefticienten. 

9.     Unter  der  VoraiisselKuii^  iqj^  =  a^x^  +  b^y^  +  <■;  isl 

I  «II     «II    «13  I  I  «1     *i     Ci   I  I  a;,     7/1     1   j 

I  «2!     «22     «äs       =    I  "J     '>■'     C;        a^2     J/i     l   I 

I    «31        «31       «3i     I  I    «J       &3       1^3     I  I     ^:)       J/S        1     I 


O;       62       Cj     ^      I     «2  f>2  "2)i 

'1     «1       63        Ts     I  I     «3  63  "-Jk    I 

\Vonn    nun    dii>  (ieruden    m^  =  U,  «^  =  "  •^•-''^  ''"'i*-'^  ^'lii/L    f^^'" 
mein  hal)en,   u.  s.  w.,  so  ist 


rol^lieh 


I  n,     6,     c,      \  X,     'j,      l   j 

j     »2       Ö;       C2     1  j    a^2       !/i         i     \     ^     flllM22»33 

I  aj     63     1^3   I  !  2:3     !/3     l  ! 


>'i:'2)'3 


/,n.-    IkTCi-hnuHL;    der     Kliu-lie     des     Di'eieeks    der    lioraden 
„^  =  0,  «,  =  0,  «,  =  0   l§.  IT,  Ij-    Verjil.  Dot.  g.  15,  9. 


daher 

!    ^1       Vi 

i    a^2       J'a 

!  ^1  Ä 
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10.  Vier  Gerade  (k,-  =  a^x  +  b^y  +  c,-  =  0,  i  =  1 ,  2,  3,  4) 
geben  3  Paare  von  Schnillen  23  und  14,  31  und  94,  12  und 
34,  die  durch  p  und  p',  q  und  q,  r  und  r'  bezeichnet  wer- 
den, so  dass  pp\  qq' ,  rr'  die  3  Diagonalen  eines  Vierecks  sind. 
Die  Goordinaten  von  p  sind  pi  '■  p^,  p-^  :  p-j,  wenn  (4) 


I  i'i 


\  h     e'A 


!  «3     03  ! 


oder  iibgeitürzt 

p,  :  (6t,),3   =  p,  .  (ca)n   =  p,  :  (ab). 
Ebenso  findet  man 


I  «a     Bi  j 


■>,'■■   (»«),.   -t,':    (  =  »), 

=  Pi' 

("»)l 

- 

:  -1 

1  :  (»«)..  -  ä.    ■■  ('•}> 

=   2 

(<■»), 

= 

:  ß 

,'  :   (»O..   -  S/  '   (")• 

=   fe' 

(•6)2 

-  1 

I  ß 

■   :   (»«)«   -   r,    ,   (t,), 

=  »'a 

(»'). 

^ 

:  C 

,':   (».)..    -  >•.':   ("). 

(«6),,. 

-  > 

:  C 

rend   die   12  Grössen 

P,   ■■  Pl 

:  Ps, 

?i'  ■ 

Pl' 

durch  4  Gleichungen  verbunden  sind,  in  Betracht  dass  die 
Puncte  p',  q,  r  auf  der  Geraden  1  liegen,  u.  s.  w.,  giebl  es  ö 
Gleichungen,  welche  dieselben  Grössen  mit  AA'  :  BB'  :  CC 
verbinden.     Diese  6   Gleichungen  sind  von   Hesse   Grelle  J.  36 

p.  146  angegeben  nnd  verwendet  worden.     Es  ist  nitmlicb 

-^A'pjPi'  +  BB'q^q,' +  CC'};i\' 


-  (S«),.(Se)„  +  V"UI")„  +  (S«)i.(»«)i,  - 
und  ebenso 

Aä'pjP-^'  +  BB'fj,y'j-/  +  CC'i--j 
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__     !    "3      «3       Oj      63    I 


^A'(p3p,'+  ps'p^)  +  BB'(q3qj'+  q^'q,)  +  CC'(rir,'+  r/r,)   —  D 

Durch  Composilion  der  i'i  Gleiehun^iün  mit  a,  b,  c,  f,  g,  k 
erhalt  mun 

AA'F-t-  BB'Q  +  CC'B  =  i> 
wobei 

p  =  apiPi'+  bp2p)  +  <:piPi'+  f{Pilh'+  PiPi) 
+  3{pi  Pi'+  P/Px )  +  ''  {Pi  p/+  Pi  'p-i ),  u-  s.  w. 

§.  39.    Winkel  und  Distanzen. 

1.  Die  Coordinalen  einer  Sirecke  der  Geniden  s{u  =  0) 
haben  das  Veriialtniss  &:—<[(§.  28,  3).  Wenn  die  Strecke 
b\  —  a  der  s  den  Werth  q  hal,  so  isl  (§.  15,  2; 


tangics  = 


)sccy- 


Ndchdem  um»  den  ttinkel  1  zw  i  sehe  11  — |rr  und  ^rr  und 
ddnnl  auch  die  poMlive  Rithtunji  der  Geraden  e  bestimmt  hat, 
findet  m<iu  p  eindeutig  \\  dhlt  mau  den  um  !r  grössern  Winkel, 
so  eihdlt  die  Gerade  die  contr.lre  positive  Richtung  und  g  das 
contidtre  Zeichen      Die  Gleiihung 

giclit  Q  zweideutig.     Auch  ist 
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langi(a>ä  — ay)  ^    sina^s—  siiisy       ^   .        tang(a;s  —  jxi/)    ^   6^  a 

bmgiixs  4- sg)  sinars  +  sin%             '              tang.Ja;^                  b  —  a 

3.     Wenn  die    Gerade    a''.b'\e'   durch   s'  beKeiehtiet  wird, 


=   tans(a^s  —  a^s)   = 


-  taug  3^1 

]  +  tanga;s  iangxi 
{ab  ■ —  a'b)  &iaa:y 
i^^bb'—  i^b'  +  ~i'b)~^^~if 


Die  Geraden  «,  s'  sind  parallel,  wenn  a'  :  b'  ^  a  :  b. 
Vergt.  §.  28,  4.     Die  Geraden  sind  normal  ku  einander,  wenn 

aa'+bb'  —  (ab'+a'b)  cusa;!/  =  ",      a':  6'  =  o  cos^y  —  b  :  a  —  b  oosa^y 

Vergl.  §.  17,  1.     Im  orüiosjonhilen  Sysleni   [xi/  =  ^n)  ist 

Daher  isl  zu  der  Geraden  a\b\c  normal  die  Gerade  h\^a\c\ 
ihr  gemeinsehaftlicher  Punct  x')/  ist  (na:  +  fty  -i-  c  =  0, 
bx-ay+c'  =   0). 

3.     Kine  Norni^de  der  Geraden  n  wird  durdi  n  i»e/eiehnel, 

und  sn  =  ^7i  vorausgesetzt,    so  dass    cosxn  =  sinsa:  u.  s.  w. 

Wenn    OQ  =  x,    QP  =  y    die    Coordinalen    des   Puneles   P, 

vienn  NR  die  Nornialprojeclion  der  OP  auf  *,  mithin  ffO,  RP 

die    DistanKen  der  Puncle    O,   P 

von  der  Geraden  *■  sind,  so  findet 

"       man  durch  Normalprojetlion  auf  n 

OQ  cosxn  +■  QPcmyn  +  FE  +  NO  ^  i) 
SP  ^   X  iiüfxn  +  y  w&yn  +  HO 

Wenn  RP  =  0,  d.  h.  x  uosa«  -+-  y  itcisyn  +  NO  =  0,  so 
liegt  der  Punct  x.y  auf  der  Geradon,  welelie  die  Gerade  n  des 
Punetes  O  in  iV  normal  seliiieidel.  Diese  (Jleichuuii  der  Go- 
raden s  ist  mit  der  Gleiehunt;  cra-  +  %  +  c  =^  0  eoniiruenl 
unler  den  Bedineunaeit 
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Xcosx-n   =   a,        ;.  cosy«   =  ö,         I. .  NO   =   c 

folglich  ist  Isisiuy  =  e  die  Strecke  der  Coordinaten  b,  —  n, 
und  c  :  k  die  Distanz  des  Pnncles  0  von  der  Geraden 
ax  +  bt/  +  c  =  a. 

Wenn  der  Punct  I'  auf  der  Geraden  s  liegt,  so  ist  das 
Parallelogramm  der  folgenden  Seilen  ^  sina:^,  OP  gleich  dem 
Reciangel  l  sinxy  .  ON,  also  nach  §.  17,  ?> 

I  Isina:)/   =   i.s\axy.ON  =^   — csin^y 

—  ay 

ax  ■*■  hy  +  e  =^   \i 

Durch  den  Fusspuncl  N  ist  die  Gerade  s  (a  =  0)  elndenlii; 
beslimml;  die  rech  Iwinkeli  gen  Coordinalen  des  Absind  ONnüsxn, 
ONsitiam.  Hiervon  hat  Gauss  1810  Gebrauch  gemacht  \V.  i 
p.  385. 

Zugleich  ist 

X.IIF  =^   ax  +  hy-^-<:   -=   « 

folglich  u  :  l  die  Distanz  des  l'unclos  a.|y  von  der  Geraden 
M  =  0. 

Wenn  der  Fusspuncl  R  die  Coordinaten  a:, ,  y,  hat,  so  hat 
die  Strecke  RP  die  Coordinalen  x  —  x^,  y  —  ij^-  Diese  wer- 
den ans  RP  gefunden  durch  Mullipücation  mit  sin.')/  :  üaxy 
inid  siiia^s  :  sina;^,  d.  i.  mit  b  :  k^mxy  und  — a  :  Ismxy. 
Also  isl 


iii«(/ 


4.     llic  lineare  Funcliim  dos  Pancles  x\y   [i) 

tt  :  X   =   X  i;os3^)i  +  !/  ciis!/«  +  NO 

isl  \on  PLiieKüR,  Sai.hon,  IIkssb  gctiraucht  und  von  Lolzlerem 
die  .^o^nilll'onll  der  u  gcnaiuil  worden.  Sie  hedeulel  die 
DisUiiiz  des  Pinictes  P  von  der  Geradon  .<(«  ^  Oj,  wclcJic  die 
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Normale  n  der  s  in  N  schneidet.  Sie  wechseil  das  Zeichen, 
wenn  die  posilive  Eichtuna:  der  Geraden  s  (mithin  auch  die 
der  Normale  n)  mit  der  conträren  vertauscht  wird.  Die  posi- 
tive Richtung  jeder  Geraden  wird  durch  Signirung  ihres  linken 
Ufers  festgesetzt,  so  dass  Puncte  des  signirleu  Ufers  positive 
Distanzen  von  der  Geraden  haben,     Vergl,  §.  10,  1. 

Wenn  «,-  =  a^w  +  6,-y  +  Cf,  s^  die  Gerade  w;  =  0,  n^  die 
Normale  der  «,-,  und  wenn  die  Gerade  ?,■  des  P  mit  der  Gera- 
den «,-  den  Punct  T^  gemein  hat,  so  ist  T^P  cosmli  =  ii,--P 
=  w,"  :  ^,-.  Wenn  z.  B.  l,  mit  ^j ,  l^  mit  s,  parallel  sind,  so 
sind  TfP,  T^P  die  von  dem  Punct  [u,  ^  0,  Uj  ^  0)  anfangen- 
den mit  Ä2,  s,  parallelen  Coordinaten  des  P{x\y),  und  zwar 
bei  xy  =  \ft  fvergl.  §.  18) 

Wenn  die  Geraden  s  und  die  Winkel  nl  gegeben  sind,  und 
wenn  eine  gegebene  Function  »ten  Grades  der  Strecken  T^P, 
T^P,  ..  nnll  ist,  so  liegt  P  auf  einer  bestimmlen  Linie  nter 
Ordnung.  Wenn  z.  B.  das  Verhsltniss  T^P .  T^P  :  T^P.  'J\P 
gegeben  ist,  so  liegt  P  auf  dem  Kegelschnitt  u^u^  +  av^u^  =  0. 
Derselbe  enthält  die  Puncte  (a,  =  0 ,  mj  =  0),  (m^  =  0, 
u,  =  0),  («2  =0,  «3  =0),  («3  =  0,  «4  =0)  und  («,  -I- M"s 
=  0,  ^(!ij  —  au^  =  0)  bei  allen  //.  Durch  diesen  Salz  wird 
das  von  EucLmss  und  von  äpollonujs  behandelte  Problem  »ad 
quattuor  bneasu  (Pappiis  VII  praef.  p.  677)  gelöst,  von  welchem 
Fermat  opi>.  ]i.  T,  Descartes  Göom.  II  analytische  Lösungen, 
Newtos  Princ.  [  lemma  19  eine  Construction  gegeben  haben. 

5.  Die  Fläche  des  dem  Polygramm  s^ s^s^  .  .  einge- 
schriebenen Polygons  T^  T^T^  . .  ist  die  Summe  der  Dreiecke 
Pl\  T^  +  P'1\T^  +  .  .    (§.  10)  und  zwar 

2P2\T2  =   FTi.  PT.^^mhl^   = 


n.  s.  w.  Wenn  die  Flüche  des  eingeschriebenen  Polygons  ge- 
geben ist,  so  liegt /"auf  einem  bestimmlen  Kegelschnitt.  SrEiNER 
Crelle  ,1.  1  p.  51   und  2  p.  263. 
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Bei-  rechlwiiikelit^un  Coordioateii  [cosny  =  sina.71)  isl  dei' 
Kegelschnitt  ein  Kreis,  wenn  der  Coefficient  von  xf/  und  dio 
Diflferenz  der  Coeffieienlen  von  x^  und  y^  null  sind  (§.  21,  7). 
Dabei  werden  im  Allgemeinen  zwei  unter  den  Winkeln  nl  durch 
die  übrigen  bestimmt.  Wenn  aber  die  Winkel  nl  null  sind,  so 
werden  die  obigen  Bedingungen  ohne  Weiteres  erfüllt:  das  Pro- 
ducl  ,r^  hat  den  Coefficienten 

^   (sin^iCB]  —  nm^xn,)  +  .  .   ^  Ü 

und  die  DiHereuz  der  Ooeflicienlen  vun  x'^  und  y"^  isl 

{cusxM,  coS3;»ä  —  »inxn,  sinxnj)  ,sin«i«2  +  . . 
=   coa(_xni  +  xn,)sin(xn.2  -  x»,]  +  .. 
=  (J8in2icnj  —  l&m^xn,)  +  .  .   =  0 

Der  Kreis,  auf  welchem  dabei  J'  liegt,   ist  g.  'i\.  10  l)esehrieben 
worden. 


(§■  ^«,  9) 

I  COS3T«,   sinxn,   N,0\ 
(123)  =   !  .0.:^   sin.^■,,,   J^,0      =    .„     '"-"^   "'"^"^      =  .„sin.,«., 
I  .os.«^   si„.,.,   N,0  !  I  '■"'■^"^   """"=  I 

Nun  ist  M|,  die  DistaiiK  des  Puuctes  A{u.,  =  ü.  t/.,  =  0)  von 
der  Geraden  s, ,  \veleln>  von  den  (ieradeu  s.^,  .>■.,  i<i  C.  B  ge- 
schnitten wird,  also 


(I2;t)   =   ^ßsiiLnjHa  sinnjM,   =--   yiyfsiiMsinß 

Wenn  der  Punct  a:|y  von  den  Geraden  S|,  Sj,  Sj,  s^  gleiche 
Distanzen  hat,  mithin  die  Geraden  einen  Kreis  berühren,  der 
auf  ihren  gleichnamigen  Ufern  liegt,  so  isl 
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xcoixn,  +jrsin,rii,  +  N,0   =   r         '■  cos^n,     <Mxii,     N,0     1   ' 

a^cüs.r»,   +,ysiu,r»,  +  A',')   =   r         loos.T»,     sin..;",     N,0     ^^ 
(123)  +  (m)   =   (234)  +  (412) 
BCmBxiuC+  DA^mlmaA   =   CD  MuÜ sitnD  +  AB  ^\,\A  w<B 

indem  die  Scl.nifi.-  x^s.^,  s^.'a,  s^s^,  s^»,   .linvli  ^,  n.   C.   D  l.e- 
Keiehnel,  werden.     Sai.mo\  Con.  IV,  16. 

7.  Wenn  dio  Disljin/üii  des  P  von  den  (k-v;ideii  s,  niid 
s.^  das  Varliiilliii.ss  —  «  liid>en ,  so  liey;t  /'  aid'  der  Geraden 
t(ui  :  ).^  +  ß«2  ■  h  =  •*)'  "'^''=1'*'  'l^"  SehiiiU  C  der  s,  und 
s^  enihillt,  und  den  Winkel  Si-v^  (und  den  Seheilelwinkel]  niicli 
dem  Sinus- VerhHilniss  —a  theüt  (g.  13).     Denn 

u,:  X^=   CBcosln^   -    CPsmsJ.        w,  ;  J.j   =   CfsinSj' 

folglich  sin^i/  :  sin^.jf  =  —a. 

Wenn  die  Geniden  s,  und  .«.,  pamllel  sind  (xn,  =  X7,.^ 
=  a;n),  so  isl 

A,  :  A^   =  "i  ;  a?   =  fii  :  O-, 


NfN;   —  N,0  —  M,0   = 


,..,!. 


rol!>li^^h  li.'iil  P  aid  der  Geradon  (,  wcldie  niil  j-,  und  .'^  |)iii 
adel  ist,  und  den  Slreifen  derselben  naeli  dem  VürliiilliH; 
—  a  llieill. 

8.  Das  Paar  der  GiTaden  .-,{",  --  Cl],  ■■'■^{'■■i  =  0)  wii 
von  dein  Pai.r  ((„,  +  «„,  =  0),  i'[»,  +  «V,  =  Ü)  nai 
dem  Doppel verhiillniss  a  :  «'  getheill.  Denn  ü,  +  ct"^  - 
CP(i,  8in.V|(  +  «A.jsin.'.jOi  Malich 
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Daher  ist  mit  dem  Paar  «^uj  =  0  d-  '■  «,  =  0,  k^  =  0 
das  Paar  u^^  —  «^„^^  =  0  d.  i.  «,  +  au.,  =  0,  w,  —  ceu^  =  0 
in  Hjirmonie  (§.  3),  auch  wenn  die  Geraden  parallel  sind.  Ein 
besondrer  Fall  dieses  Sal/es  ist  S.  28,  Ij  ao^eoeben  worden. 

9.  Das  Paar  der  Geraden  m,  +  a«.  =  Ü  ,  «i  4-  .tJuj  =  Ü 
wird  von  dem  Paar  »;,  4-  yti^  =  0,  m,  +  (Jm^  =  0  nach  dem 
Doppel verhältniss  der  Zahlen  a,  ß,  y,  6  ^elheilt.  Wenn 
Uj  4-  «!i_,  =  U|   und  u,  +  /?U;j  =  ii^,  so  ist 


nach  dem  Düppel  verhältniss 

^  -  r  ■  ^  -  «f 
gelheill  (8).     Versl.  1^.  2,  fi  ft'.     Salmon  Kes^elschn.  c.  lY. 

10.  Wenn  der  Punet  i{xf  :  ti\yi  :  /J  die  Uomot^enen  Coor- 
dinalen  a.y,  y^,  /,-  hat,  und  w,-  =  «x^  +  6;/;  +  ct^  delinirt  wird, 
so  enlhült  die  Gerade  a\b\r  den  Puiiut  i  unter  der  Bedin^inio 
a,-  =  0.  Nach  §.  38,  t  sind  dann  u,  =  0,  »^  =  0  die  Glei- 
chungen der  PuniHe  I,  3.  Der  Pnncl  u,  +  ilu.,  =  0  liesjt  auf 
der  Geraden  der  Piincle  w,  ^^=  I)  und  u.,  —  0.  und  llieilt  die 
Strecke  13  nach  dem  VcrhällhJHS  —uU  :   i, .      IJi'un 

,„.„,_(.^..,.)^,(,,^.,..^^,(,^.., 

Bei  ",  +  ttv.,  =  0  mUhäil  Jede  Gerade  a:J,\<-  den  Punet 

der  auf  der  Geraden  12    licgl,    und    die  Streeke  Vi    nacii  dem 
Verhällniss  —ct^  :  /,   tbeill  (§.  46,  2). 
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Der  Piinct  'i,  +  ßu.^  ^  0  Ihuilt  die  Slrecke  12  nach  dem 
VerhHllniss  — ßt^  :  (,.  Also  haben  die  Pnncle  «j  =  0,  wj  =  0. 
K,  +  ß«2  =  0 ,  w,  +  ßu^  =  0  der  Geraden  (wj  =  0,  «j  =  l)) 
das  Doppetvefliiiltiiiss  a  :  ß.  Und  das  Dop|)el\'erhUlliiiss  der 
Punele  m,  +  awj  =  0,  ü,  +  jSmj  =  0,  a,  +  ^-u^  =  0,  u,  +  cfjij 
=  0  ist  das  Düppel verhältniss  der  Zahlen  a,  ß,  y,  Ö  (9). 

11.  Weiiii  ilii-  G.Tiidi;  ?■  die  Cleioliuni^  «^  =  ü  hat  (i).  so 
i»l  der  PuneL  13,  weldien  die  Geraden  I  und  2  enlhallen,  durch 
das  System  (u,  ^0,  «2  =  ^)  bestiinml.  Die  Gerade  12'34, 
welche  die  Punete  12  und  34  enthalt,  hat  nach  §,  28,  7  die 
Gleichung  {2;Ji)»<,  —  (\M)u^  =  0. 

Unter  dem  Doppel ver hal In Jss  (1,  "i,  34,  56)  der  Geraden 
1,  2  und  der  Punele  34,  56  wird  düs  Ooppelvevhaltniss  der 
Geraden    1,  a,    U-;U,   12-56    verslnndeu.     Ni.ch   (K:    findet  man 


(1,  2,  hi,  ■ 


(j34)    .    (156) 
"  (234)    ■    (246) 


ans  den  tlodi-dinaten  der  (1  Geraden.  Dieses  Doppeiverhüllniss 
ist  dasselbe,  uadi  welchem  die  vi>m  :H  ])is  56  reichende  Slrecke 
durch  die  Geraden  1,  2  gelheill  winl. 

Wenn  der  PnncI  i  die  Gleii-liiuiii  «,■  =  I»  lial  [10),  so  ist 
die  Gerade  12  durch  das  Sjslein  (u,  =  ü,  u.^  -----  0)  beslitnnd, 
und  der  Pnnct  12'34,  welchen  die  Geraden  12  und  34  enl- 
liullen,  hal  die  entsprechende  Gleiehniis^  (234)  m,  —  (134)«^  =  ft. 
Daher  lindet  man  das  Doppel verhiillniss  der  Pnnete  1,  2  tnul 
der  Geraden  34,  56  d.  i.  das  Doppel verhältiiiss  der  Punele  I, 
2,  12-34,  12-56 


(1,  2,  34,  56) 
lalen   der  (>  Puncti 


(134)    ,    (2M) 

(234)     ■    "(256) 


§.  30.    Trilineare  Coordiiiateu  eliifis  Pmictes. 

1.     Wenn   7(^ ,    11^,   u^    von  einander  unabhiinfÄi^  gegebene 
re  l'orinen  der  a,  1;.  /    sind,  so  wird  ilurch  die  Proportion 
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«,  ;  «2  :  !/g   der  Punct    x  :  t\y  : 

/    eirideuUt!  liesl 

unler  den  Voraussetz  untren 

«,   =  OiiK  +  6,1/  +  c,* 

1  ö,    ^i 

11;  =  (I..X  +  li^y  +  i^o' 

(«iO   =    1  a,     h 

«3    =    aja:   +    '-3//   +  '^it 

1  «3     h 

lindel  nuiii 

(o?,c)^  =  (i,?-.),        («fc^y  " 

(anc),        (abc)f 

r  :  ?/  :  i   =   (nhc)  ; 

:  («».)  =  («6«) 

Wenn  (n6c)  null  ist,  so  sind  »,,  «j,  »j  nicht  umibhiinoi^ 
von  einander,  sondern  durch  eine  homogene  lineare  Oleichunti; 
X.  B.  [ubc]  ^  0  Yerliunden  bei  iiilen  x,  y,  t,  und  die  Geraden 
Wj  =  0,  uj  =  0,  wj  =  0  hallen  einen  Punct  gemein  (§.  28,  8). 

3.  Daher  sind  u^ ,  «j,  «^  homogene  Coordinaten  des  Puncles 
x:t\i/:t{%.\G,9].  Die  Geraden  ßC(«,  =  0),  CJ(«2=0), 
^B(uj  =  0)  heissen  die  Fundamen tallinien  der  trilinearea 
Coordinaten  des  Punetes  u  (auch  Irimetrische  oder  Dreieek- 
Coordinaten).  Plücker  Entw.  1828,  I.  System  1835.  Der  Punct 
[u,  ;  u^  =  — «,  ii,  :  1*3  =  — (?)  ist  der  gemeinschaflliche 
Punct  von  zwei  bestimmten  Geraden  (§.  29,  7j. 

Die  Coordinaten  «, ,  wj ,  "3  des  Punetes  m  sind  verbunden 
durch  die  (nicht  homogene)  lineare  Gleichung 

{abu)     d.  i.     j'i«!  +  j'jUä  +  j'sUa   =   {abc)t 

Wenn  u  auf  A,  B,   C  fallt,  so  hat  man  wie  g.  28,  9 

y,«i,  =   {abc)t,        y^u^i   =   {ahc)l,        ysU^s   =   {ahc)t 

folglich 


«,i 


«21 


=  1    [g- 16,  9) 


am  des  ^  von  ßC  (§.  29,  3)  ist 

«„  :  A,   =   2ABC  :  BC 
folglich 


CA 


-«2  -1 


AB 
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Wenn  03,  6;j   miil  sind,    so  ist    U3  =  0    die  unendiiühfenie 


sind  gemeine  Coordinülen  des  l'uncles,  wcli^lion  l>L'stiinitil(! 
Piiralleleii  der  Geraden  ;(,  =  i)  uihI  Uj  r^  0  gemein  liid>en. 
Ver-1.  ^.  18,2. 

3.  Eine  gegel)ene  Form  nlen  Grndes  der  11,  ,  u^  ,  «^  ist 
eine  beslimmte  Form  desselben  Gnidus  der  x ,  y ,  t.  Wenn 
dieselbe  null  ist,  so  iiei^t  der  l'uncl  u  .nif  einer  besliininten 
Linie  »ter  Ordnung. 

Wenn  /  =  a^u^  +  ö^Mj  +  «j"»  ,  so  ist  /  --.  U  die  Glei- 
ehunj;  der  Geraden  a.  Sie  isl  die  Gieit-lniTii;  der  unendlieli- 
fern.in  Geraden,  wenn 

BÜ       CA        AB 
Ol  :  a,  :  ßa   =   7i  :  72  :  ys   =    j-    ■    ^-    ■    -^- 

also  /  eoüstanl,  (  null  ist  (Ä). 

Die  gemeinschaftlichen  Puiicle  der  Linien  /  =■  0  niid 
/  =  gu'^  sind  niolil  alle  von  einander  verschieden,  sondern  auf 
die  Puncle  [/=  0,  m  =  Ü)  fallen  je  2  derselben.  Daher  wird 
die  Linie  /  ^  0  von  der  Linie  /  ^  gu'^  berUhrl,  die  Conlacte 
liegen  auf  der  Linie  ü  =  ü.  Z.  B,  die  Linie  21er  Ordnung 
ujMg  =  fcw,  "^  hat  die  Tangenten  w^  =  (1  und  »3  ^  ü  mit  der 
Chorde  der  ilontaote  «,  ^  0,  so  dass  sie  den)  Winkel  A  ein- 
geschrieben isl  und  dessen  Schenkel  in  }i  und  C  berührt. 

4.  Die  Gerade  «  schneidet  BC  in  A'{f  =  ü,  ü,  =  I}}. 
Die  Gerade 


enthüll  den  Punct  A'  und  den  Piuu-t  A[u.^  =  0,  u.^  =  0). 
Ebenso  enthält  die  Gerade  «313+  cijJi,  =^  0  den  gen )einsclifi fi- 
lichen Puuct  B'  der  a  und  CA,  sowie  den  Punct  B.     Und  die 
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Genide  a^u^-^-  a^u.^  ^  0  tiiilhält  den  gern  ei  nsuhaftli  dien  Piinet 
C  der  a  und  AB,  sowie  den  Puncl  C. 

Die  Gerade  a^u^  —  «3113  =  [«^Uj  -1-  a^u^)  —  [a^u-,^  +  «[«,) 
=  0  onthäll  den  gemeinschaftlichen  Punct  A"  der  CC  und 
BB',  sowie  den  Punet  A.  Die  Geraden  AC{u^  =  0), 
AB[us  =  0),  ^^'{«2 «2  +  «s^s  =  OJ,  AA"{a^u^—  «jU^  =  0) 
sind  in  Harmonie  (§.  29,  8) .  Daraus  folgt,  dass  von  den  beiden 
Diagonalen  B'C,  BC'  des  Vierecks  BCC'B'  die  sogenannte 
dritte  Diagonale  A'A"  harmonisch  gelheilt  wird.    Trigon.  §.  7,11. 

Die  Geraden  AA" ,  BB",  00" 

ajUa  —  «3 "3   =   Oj      «3 "3  —  «i"i  ="  O7       "i"]  —  ö2"i    =  t) 

haben  einen  Puii(;l  gemein   {%.  28,  8),  n.imlidi  den  l'unut 

_  _I     .    1    .   J_ 
'  ■     ^  ■  c,    '    «2    ■    «3 

Ueberhaupl  haben  die  Geraden  a,  ß,  y  einen  t^eriieinsehal'l- 
lidien  Punt-l  u    wenn 


^1        A        /?3 

I  yi    yi    n  I 


A«. 

+ 

ß'>«-> 

+  A«3 

= 

0 

J'l«! 

+ 

y^^H 

+  y^^h 

= 

0 

Dabei 

ist 

(«1 

i'l  +  , . 

)' 

idjö, 

+  (^."1 

+ 

..)■' 

"•■■ 

«i  :  «3 

= 

adj« 

5. 

,     Wei 

an 

auf 

der    G 

erji 

iden 

so 

ist 

ßi", 

+ 

ßä«S 

+    03«3 

= 

0 

«1«, 

+ 

öa"? 

+  OaWa 

= 

0 

a,«»! 

+ 

Ojto; 

;  +  Ö3"'3 

= 

Ü 

h  (j'i«,  +  .  .  )  adjf,  =  U 


I    "1  «2         "3     I     ^     Ij 

]  IV,     iCj     «'s  ' 


Dieser  Bedingung  genügt 

w,  :  TP;  ;  «13   ^   «1  +  äv,  :  7(j  +  öw^,  :  Mj  - 
d.  h.  der  Punct  u  +  ^v  liegt  auf  der  Geraden  1 
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Cap.  V.     Die  (lerude. 
in  der  Puiict  v  ;iuf  den  Puiiet  a.'' :  t'  \y'  :  l'  fallt,  'sö  ist 
■.  +  9„.   =  a^[x  +  9x')  +  hfit/  +  »!/']  +  Cf{t  +  &t') 
1,  2,  3,   d.  li.  dei-  Puiict  v  +  !>i'  fillll  auf  den  Puiicl. 

X      m'  x' 


Nun   ist     - — ^/ 


iilso  wird  in  dem  Puiicl  v  +  -S-c  die  Sli-ocko  uw  mich  dem  Ver- 
hallniss  —öi'  :  t  getheilt    (§.  16,  2). 

6.  Weil  die  Slreeke  uv  in  dem  Puncl  u  +  d^v  njich  dem 
Verhaltniss  —  &t'  :  t  getheilt  wird  (5) ,  so  hnhen  die  Puncle 
Mj  V,  n  ■+■  i^jj,  u  +  rjv  das  Doppel  verhaltniss  if-  :  r^. 

Um  diis  Doppelverhiiltniss  der  Puncle  u-^av,  u -t- ßv, 
n  +  yv,  M  +  dv  zu  finden,  setzt  man  wie  §,  29,  9  (i  =  1 ,  2,  3) 

und  ertiiill  [a  —  ß)[iif  +  yv;]  =  [y  —  (l]ui  ■^-  (u  —  y]v/ 
u.  s.  w.  Das  gesuchte  Doppelverhaltniss  ist  das  Doppelver- 
hallniss  der  Puncto 


''''®°  3  —  V  ■  s"^~rf    "^^  '■  ^^^  Doppelverhältniss    der    Zahlen    a\. 

ß,  r,  -J- 

7.  Wenn  tt,',  x^',  K3'  unabhängig  von  einander  gegebene 
lineare  Formen  der  w,,  m^i  "a  sind,  so  sind  die  Puncte  u  und 
u'  entsprechende  Puncte  collinearer  Planfiguren  [§.  A  und 
|.  18,  4).  MöBius  Baryc.  Calc.  217  ff.  Crelle  J.  4  p.  101.  Magnus 
Aufgaben  I  p.  31.  Plucker  System  1835,  I  §.  3.  Chasles  G^om. 
sup.  1852  c.  25.    FiEDLER-SiLMOH  Kegelschn.  1873  art.  375. 
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Die  linearen  Formen  der  u,,  u^,  u^  enthalten  9  Coefficien- 
ten,  deren  Proportion  durch  das  System  der  8  linearen  Glei- 
chungen bestimmt  wird,  welche  ausdrücken,  dass  4  gegebenen 
Piinclen  «  der  einen  Figur ,  unter  denen  nicht  3  auf  einer  Ge- 
raden liegen,  i  gegebene  Piincte  w'  der  andern  Figur  in  der 
gleichen  Beschränkung  entsprechen.  Daher  können  alle  Vierecke 
(in  der  angegebenen  Beschränkung)  als  eolüneare  Figuren  be- 
trachlet  werden,  während  zwei  Fünfecke  nicht  unbedingt  colli- 
near  sind. 

.  Wenn  der  Punct  u  eine  gegebene  Linie  nter  Ordnung  be- 
schreibt, so  beschreibt  der  entsprechende  Punct  u'  eine  be- 
stimmte Linie  derselben  Ordnung.  Dem  gemeinschaftlichen 
Punct  von  zwei  Linien  der  eineu  Figur  entspricht  der  gemein- 
schaftliche Punct  der  entsprechenden  Linien  der  andern  Figur. 
Drei  Puncten  einer  Geraden  entsprechen  drei  Punele  der  ent- 
sprechenden Geraden,  worauf  die  Benennungen  CoUineation  und 
Gollinearität  sich  beziehen. 

Vier  Puncten  einer  Geraden  der  einen  Figur  entsprechen 
vier  Puncte  der  entsprechenden  Geraden  der  andern  Figur  von 
demselben  Doppelverhallniss.  Den  Puncten  u,  v,  u  +■  ^u  ent- 
sprechen die  Puncte  «',  v',  u'+  D-v',  weil  (i  =  1,  9,  3] 


folglich 

uf  +  Sv{  =  «,.,(«1  +  atJi)  +  a;2(wa  +  ^"2)  +  ''>3("3  +  Öfs) 
U.S.W.  (6). 

Wenn  daher  die  Fünfecke  ABCDE  und  A'B'C'D'E'  colü- 
near  sind,  so  werden  ä'b'  von  C'D',  D'E'  und  B'O'  von 
D'ä',  A'E'  nach  denselben  Doppelvcrhaltnisseu  getheilt,  wie 
die  entsprechenden  Strecken  von  den  entsprechenden  Geraden. 
Die  Geraden  D'E'  und  A'E'  sind  diesen  Bedingungen  gemUss 
lineal-eonstruciibel ,  und  haben  den  Punct  E'  gemein,  welcher 
dem  gegebenen  Punct  E  entspricht. 

Die  Chorden  entsprechender  i'uncte  von  2  entsprechenden 
Geraden  berühren  einen  Kegelschnitt.     Die  Schnitlpuncte  ent- 
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sproühender  Geraden  von  2  entspre eilenden  Punclen  liegen  anf 
einem  Kegelschnitt.    §.  23,  12. 

8.     Der  unendlichfernen  Geraden  der  zweiten  Figur 
Bi«i  +  «2**;  +  03«/  ^  0    (3) 
entspricht  die  Gerade  r  der  ersten  Figur 

(»it«!  +  a-na-i  +  «3103)«!  -I-  (Ois«!  +  a-ii'H  +  naias)»^ 
+  {«i3«i  +  öss^ä  +  «3303)%   =  0 

welche  nieht  unendlichfern  ist;  einem  unendlichfernen  Puncl 
der  zweiten  Figur  entspricht  ein  Pnnet  der  Geraden  r  der 
ersten  Figur.  Ebenso  giebt  es  in  der  zweiten  Figur  eine  Ge- 
rade q' ,  welche  der  unendlichfemen  Geraden  der  ersten  Figur 
entspricht,  so  dass  einem  Punct  der  g'  ein  unendlichferuer  Punct 
der  ersten  Figur  entspricht.  Dem  gemeinschaftlichen  Punct  der 
unendlichfemen  Geraden  der  ersten  Figur  und  der  r  entspricht 
der  gemeinschaftliche  Punct  der  q  und  der  unendlichfemen 
Geraden  der  zweiten  Figur,  d.  h.  dem  unendlichfemen  Punct 
der  T  entspricht  der  unendliehferne  Punet  der  3', 

Punclen  der  Geraden  l  entsprechen  Puncle  der  entsprechen- 
den Geraden  l\  so  dass  die  entsprechenden  Figuren  auf  den 
entsprechenden  Geraden  colünear  sind  (§.  4).  Wenn  insbe- 
sondere l  mit  T  parallel  ist,  so  ist  V  mit  q  parallel,  dem  un- 
endliehfernen  Punct  der  l  entspricht  der  unendliehferne  Puncl 
der  l':  also  sind  die  auf  den  Geraden  /  und  i' von  entsprechen- 
den Punctcn  gebildeten  Figuren  ähnlich.  Das  Verhältniss  ent- 
sprechender Strecken  dieser  ähnlichen  Figuren  ist  von  der 
Distanz  der  Parallelen  /  und  r  abhängig.  Folglich  giebt  es 
eine  b^timmtc  Parallele  s  der  r,  welcher  die  Parallele  s'  der 
q'  SO  entspricht,  dass  die  auf  s  und  s'  von  entsprechenden 
Puncten  gebildeten  Figuren  gleich  und  ahnlich  sind. 

Wenn  die  entsprechenden  Punetc  dieser  gleichen  und  ahn- 
lichen Figuren  vereinigt  werden,  so  erhallen  die  beiden  colli- 
nearen  Planfiguren  hei  jedem  Winkel  ihrer  Kbenen  perspec- 
tivische  Lage  (Sfereom.  §.  5,  7  ff.).  Dabei  sind  alle  Puncle  der 
Geraden  s  (der  Gollineationsaxe)  und  der  gemeinschaftliche 
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PuDul  aller  Chordeü  von  eiilspfecheiide«  Punclen  (das  Colli- 
neationscentrum)  taulologe  l^incle  der  beiden  Figuren 
(§.  2,  2).  Die  Geraden  r,  q'  sind  die  Gegenaxen  der  Figuren 
von  Magnus  genannt  worden. 

9.  Wenn  die  collinojireu  Figuren  beide  auf  derselben 
Ehene  liegen,  so  wird  ein  Uuilolnger  Puncl  u  dorsoll)en  durcli 
die  Gleiehungeii  [7) 

()U|    —    Uli»!    +  «12  «2  +  ais"3 
{■%     ^=     031«!    +   «ajKa   +    "33  "s 

licsliuinil.     Vprmöao  derselben  ist 


I     «31  «3-:  «33—  P     1 

l'jils[>reeliend  den  Wurzeln  dieser  eiibisclien  Gleichung  für 
p  bildet  mau 

«,  :  «,  :  «3   =   atlj(«„  ~  {,)  :  aJJ«i,  :  a.lj--(,3 

mithin  ein  lautologes  Dreiet-k,  von  welclienr  ein  Eckpunct  und 
die  gegenüberliegende  Seile  ohne  Ausnalinie  real  sind.  Pllckeh, 
Ghasles,  Fii-iilkr-Balhon  a.  a.  O.  Die  [;iutologoii  Punt-Ie  liegen 
auf  den  Kef;i-lschnith>ji 

y,,(ü3i«i  +  ..)    =   «3(»n«, +  -.}>      ih{a;,«,  +  ..)   --   «;,(«2,"i  +  -.) 

wulehe  den  Puuot   (''3|M|+  .  .  =  0,  ».;  =  0)   geaiein  haben. 

10.  Als  Irilineare  Goordiualeu  eines  l'unctes  /•(«),  dessen 
Lage  jungen  das  fJreieek  ABC  der  Fundanienlallinien  durch 
Theiluiig  von  Seilen  und  Winkeln  naeh  gegebenen  Verhältnissen 
heslinimt  ist,  werden  die  Disinnzen  ti^,  u^,  m^  des  Poncles  von 
den  Fundanienlallinien  gebriiuchl.     Vergl.  Salmo.i  Con.  u.  4. 

Wenn  iVv  Gorade  CP  den  Winkel  C  halbirl  oder  den 
Anssenwinkel,  so  sind  Uj  und  ü.,  gleich  und  eines  Zeichens  oder 
nieht  eines  Zeichens,    üaher  sind  u.  —  «^  =:  (I  und  «,  +  «2  =  0 
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die  Gleichungen  der  lialhii-enden  des  Winkels  C  und  des 
Äussenwinkels ;  u.^  —  u^  '=  0  und  u^  -t-  «^  =  0  die  Ualbirenden 
des  Winkels  A  und  dos  Äussenwinkels ;  u^  —  k,  =  0  und 
«3+1*1  ^  0  die  Hidbircnden  des  Winkels  B  und  des  Äussen- 
winkels. 

Es  gieht  4  Puncle  P 

deren  Distanzen  von  den  Fundamentilllinien  gleich  und  eines 
Zeichens  oder  nicht  eines  Zeichens  sind,  und  welche  je  3  unter 
jenen  tlulbirenden  gemein  haben.  Z.  B.  («,  =  "j  =  "a)  ^i^S^ 
auf  den  Geraden  u,  —  «^  =  0,  m.;  —  m.,  =  0,  u^  —  m,  =  0,  in 
Betracht  dass 

(«1  — »2)  +  («2  — »3)  +  (mj  —  Ui)  ==  0 

Dabei  ist  {BC  +  e  .  CA -i-  s'.  AB]u^  =  2,ABC. 

Auf  der  Geraden  ?[,  +  e«j  -*-  e'uj  =  0  liegen  die  bei  der 
obigun  Cnnstruclion  sich  ergebenden  Puncto 

[e'ks   +  lli    =    0,    Ma    ^    0) 

Plücker  Entw.  1  p.  10  ff.  Der  hierin  enthaltene  Satz  war  auf 
anderem  Wege  in  Gerüonne  Ann.  1819  t.  10  p.  203  bewiesen 
worden. 

11.  Wenn  die  Gerade  67'  die  Seite  AB  und  die  Flache 
ABC  halbirl,  so  sind  die  Dreiecke  CPB  und  CFÄ  gleich  und 
contrar,  CPB  +  CPA  =  0,  BCP—CAP^Q,  BC.u,  —  CA.u^ 
=  0.     Die  Üiameter  des  Dreiecks  ABC 

BC .  u^  —  CA  .»2=0.         CA  .  u^  —  AB  .  ii^   =  0 , 
AB  .  U3  —  BC.  u,  '^   0 
haben  den  Punct 


gemein,  den  Schwerpuuct  der  Punete  A,  B,  C  und  der  Flache 
ABC.     Dabei  ist  BCP  =  CAP  =  ABB  =  \ABG. 
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Wenn   die  Gerade   CP  mit  AB  parallel   ist,    so  ist  AOF 
=  BCB, 

BC.  u,  4-  CA.  Ha    ^  Ü 

Die     Geraden     m,  =  0  ,      h^  =  0  ,      ÜC  .  «,  ~  GM  .  Uj  =  0, 
BC  .iif-t-  CA  .11^  =-  0  sind  in  liafmoiiie  (4). 

13.     Wenn   die  Gerade   OP   auf  der   Normale  n^  der  AB 
liegt,  so  ist 
«,  =   CP.;osii3Hi   =   —CPcosB,      «2   =   CFoosni«3  =  — CPcos^ 


Die  HShen  des  Dreiecks  halten  den  gemeiuschaH liehen  l'unet 


Wenn  die  Gerade  CP  normal  zu  CA  ist,  so  ist 

Ml    ^    CPwSlhlh,        «2    =    CP,        «,  +   ll-i  cosC    =    0 

und  für  die  iNormale  CP  'lu  BC  ist  HjeosG'+  "^  ==  0.  Wenn 
aber  P  von  dem  Paar  Uj  +  u^  cos  C  =  0 ,  a,  cos  C  +  u.^  ^  0 
gleiche  Distanzen  hat,  so  ist  (e^  =  1 ) 

M,  +  u^cosC  +  e(«i  cosC4-  »2)  =  0 

d.  i.  («1  +  eM2)(l  ■+■  £  eosC)  ^  0.  Die  llalbirenden  des  Win- 
kels und  des  Nebenwinkels  der  Geraden  u^ -t-  u^  vosC  =  0 , 
W|CosC+  w,  =^  0  halbiren  die  Winkel  des  Paares  u,  =  0, 
„,=0. 

13.  Das  Centrum  P  des  Kreises  ABC  hat  von  BC  die 
Distanz  ^l^  =  ßPeosin,  ,  wenn  BP  auf  der  Geraden  (  liei^t. 
Auf  dem  Kreis   seien   T   der  Gegenpunct   des   B,   und  N  die 

Spitze  des  gleiehsch enkeligen  Dreiecks  BCN,  welches  mitBC^ 
eines  Sinnes  und  Zeichens  ist.  Dann  ist  tn^  ^^  TPN  =  'iBNP 
=  BNC  =  BAC  [§.  9,  4),  «1  =  BP  cosA,  folglich 

Wi  :  «2  '  "3  "^   cos^  :  cosB  ;  cosC 
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Die  Mitten  der  Seiten  BC,  CA,  AB  werden  durch  A  ,  B', 
C'  bezeichnet.  Diis  Gentrum  P'  des  Kreises  A'B'G'  hjit  von  CA 
die  Distanz  uj  =  B'P'v^a&t'it^.  Wenn  die  positive  Norm« le  der 
B'C'  durch  «/  bezeinhnet  wird,  so  ist 

t'n-,   =  t'ni  +  n,'n,  +  m,«; 

f'n,'^tn^  =  A,  w,'«i  =  jr,  nim^^/c— C,  v.^  ■■=  B'P'cos[C—A), 
iilsü 

V,  :»;,  :  i>^   =   cos[ß-C)  :  ^oi{C  -  A)  :  co^{A  -  B) 


14,    Auf  der  Geraden,  welche   den  Höhenpuncl   und   liyn 
Sch\\erpiinc'l  des  Dreiecks  ABC  enthält  (3) , 


hegt  das  Centruni  des  Kreises  j1  S C,  weil  cos4  =  —  cos{ß+C) 
n.  s.  w.,  und  das  Ccnirum  des  FEUüRBAcn'schen  Kreises  A'b'C', 
weil  cos[ß  —  C)  =  cosß  eosC  +  sinß  sinC  u.  s.  w.  Diese 
Gerade,  von  der  die  GAUss'schc  Gerade  (§.  2),  i)  nichl  ver- 
schieden isl,  erscheint  demnach  als  Millellinie  des  Dreiecks 
ABC. 


15.     Ftlr    eine    l'arallelo    der    durcli    C   normal    zu   HC  ^c- 
;cnon  Geraden  ji,  cosC  +  Uj  =  0    (12)   ist 


weil    M|  sin.4  +  u.^  sinB  ■+■  u-^  sinC  cnnsianl  (ä). 
enthalt  die  Mille  der  BC  (11) 


unter  der  ßedinguns  k  —  üsintf  ^  0.      I);hiii  ist 

fctosC— sin^  =    2siniJcosC— si[i(«+ C)   =  si,i(ß-C) 

also    ii|Sin(e— C)  -t- u.^&iaB  —  «jsinG'  =   0    die    Gloichung 
der  die  BC  normal-halhirenden  Geraden.      Wenn 
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g M,  si 


SO  sind   in   der   Delerminanle  dei'  /,  g,   h  die  Ädjuncle 
ersten  Colon iie 


und  die  Ädjuncten  der  ersten  Zeile 


Daraus  findet  r 


;  Determinante  null, 


und  («I  :  U;i  :  Mg  =  eosJ  :  cosB  ;  eosC)  uls  den  ßeLiiciii- 
schaftlichen  Punct  der  Normal -Halbirenden  /=  0,  </  ^  0, 
A  =  0  der  Seiten  BC,  CA,  AB  (13).    Vergl.  Salmon  a.  a.  O. 

le.  Weil  SC .  u,  +  0^  .  «a  -*-  ^Ä  •  «3  =  2/lßC  für  alle 
n,  so  sind  die  Geraden  BC .  u,+  CA  .  u^  =  \)  und  u^  ^  0 
parallel  [§.  28,  5).     l)io  llalhireude  ihres  Sireifens  [CC\  AB) 


1-  C^. 


-AB  . 


enthalt  die  Milien  der  BC  und  CM   (II) 
{([,  =  0,   C^.Ki  — jIB.  «3  =  0)    und   (uj  =  U, 


^Iß.  iv^~BC  .. 


-») 


Wenn  -IB,  B6',  C/«,  DA  auf  den  Geraden  «,  =  ü, 
U.J  =  0,  «3  =  0,  «4  =  0  liegen,  so  ist  ^B  .  w,  +  iJC.  u^ 
+  CD  .  «3  4-  D4  .  «4  =  iABCD  für  alle  u.  Daher  sind  die 
Geraden  AB  .  u,  +  CD  .  u^  =  Q  und  ßC .  lu  +  D^  .  «j  =  0 
parallel.  Jene  enlhtill  den  gemcinsi'haft liehen  Punct  K  der  AB 
und  C/>,  diese  den  {jemeinsehii filichen  Punct  F  der  BC  und 
/)^.     Die  Halhirende  ihres  Streifens   (££',  fi^') 


^ß. 


-ßC.%  +  t'Z).  iis—  ö^. 


enthält  die  Mitte  der  Diagonale  AC,  welche  sowohl  der  Geraden 
AB.u^~BC.v^  =  0,  alsauehderGeradenCD.Mj  — D^.U4  =  0 

angehört;  ebenso  die  Mille  der  Diagonale  B/>[^ß.«,  — /?.4.!i,  =  0, 
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—  BC.u^+  CD  .  Ui  =  0),  und  die  MiUe  der  dritten  Diago- 
nale EF,  einer  Chorde  des  Streifens  EE',  FF'.  Salmon  a.  a.  0. 
Diese  Gerade,  welche  als  Millellinie  des  Vierecks  ABCD 
erscheint,  enthält  die  Ceniren  der  dem  Viereek  eingeschriebenen 
Kegelschnille :  Newton  Princ.  1  leniina  25  und  prop.  27.  Vergl. 
Gauss  1810  Werke  4  p.  387.  Ebenso  haben  die  Vierecke  ACDB, 
ÄDBO  je  eine  Millellinie;  die  3  Miltcllinien  haben  einen  Pnncl 
gemein.     Plunim.  §.  8,  ä. 

Die  Gerade  EE'{ÄB  .  w,  -i-  CD  ,  uj  ^  0)  wird  construirl, 
indem  man  A'E  =  AB  auf  «,  —  0,  und  D'E  =  DC  auf 
Hg  :=  0  nifichl.  Wenn  nun  EE'  mit  A'D'  parallel,  so  ist 
A'EE'  =  D'EE',  AB.u,  =  DC.  M3,  AB  .u^-t-  DC  .u^  =  0. 
Bei  unendliehfernem  E  beniilKl  man  den  Punct  F  der  Geraden 
BC,  DA,  und  machl  E'B  =  CF  nnf  der  Goraden  BC,  und 
EE'  parallel  mit  AB.  Dann  ist  AB  :  DC  ^  BF:  CF 
=  CE'  :  BE',  AB  .  u.-h  CD  .u.  ^  0. 


§.  31.    Trigonalc  Co«rdinaten  einer  Cieraden. 

1.  Wenn  «j ,  mj,  Mj  von  einander  unabhängige  lineare 
Formen  der  homogenen  Coordinaten  a,  b,  e  einer  Geraden 
(§.  28,  1)  sind, 

1I3   =  ax^  +  byj  +  c 

SO  wird  durch  die  Proportion  w,  :  w^  ;  u^  die  Proportion  a  :  b  :  c, 
mithin  die  Gorade  ax  +  by  +  c  =  0  eindeutig  bestimmt. 
Vergl.  §.  30,  1.  Wenn  die  Determinante  (a;  y  1)  null  ist,  so 
liegen  die  Puncle  A{xj\yj],  ^[icjl^j),  0(3:31^3)  auf  einer  Ge- 
raden  (§.16,2). 

Daher  sind  «, ,  mjj  "s  homogene  Coordinaten  der  Geraden 
a\b\c  d.  i.  ox  +  hj  +  c  =  0.  Die  Puncte  A,  B,  C,  deren 
Gleichimgen  «,  =  0,  w^  ==  0,  «3  =  0  sind  (|.  28,  9),  heissen 
die  Fundamentalpunete  der  trigonalen  Coordinaten 
der  Geraden  «.   Plücker  a.  a.  0.  Salmon  Plane  curves  1852  c.  1. 
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Die  Fundamen Ijilpuncle  A,  B,  C  haben  von  der  Geraden  w 
^ie  Distanzen  w,  :  A,  «2  ■  ^i  "s  ■  ^'  welche  durch  die  §,  16, 10 
s;egebene  quadratische  Gleichung  verbunden  sind.  Die  Strecken 
AB,  BC,  CA  werden  von  der  Geraden  u  s^elheilt  nach  den 
Verhältnissen  «,  :  n.^,  %  :  »3 ,  «3  :  "1,  deren  Vroduel  1  ist. 
Vergi.  §.  28,  6  und  Trigon.  §.  7,  0.  Daher  findet  man  aus  den 
trigonalen  Coordiiialen  der  Geraden  3  Puncle  dersellten. 

3.  Eine  gegebene  Form  mlen  Grades  der  Coordinaten  v^, 
iij,  %  des  Elementes  v  ist  eine  heslirnmle  Form  desselben  Gra- 
des der  a,  b,  c  (der  Geraden  <i|6|c).  Wenn  dieselbe  null  ist, 
so  berühren  die  Geraden  u  eine  bestinnnle  Linie  mler  (JUisse, 
bei  w  =  1  einen  Punct  (§.  98,  2). 

Wenn  /  =  a^1l^  4-  a^ü-i  +  «3%,  so  ist 

f  =  a[a,3^, +  ßj3;2  +  aiX^) +  b{a^!i,  +  a^n  +  ßaJ/s)  +«(«1  +  02  +  03) 

und  /=  0  die  Gleichung  des  Punctus  a,  des  Schwer- 
punctes  der  ß,  .  A,  a.^.  B,  «3  .  C,  der  Fundauientalpuncte  A,  B, 
C  mit  den  Coefficienten  «, ,  «.; ,  «g  (§.  1 6,  5  ff.) .  Der  Punet  «  ist 
nnendlicbfern  in  bestimmter  Riclilung,  \\enn  «^  4-  «^  +  "3  =^0. 
Die  Punete  /  ^  0  und  w,  =  0  liegen  auf  der  Geraden 
•aA  (/=«,  =  0) ,  welche  die  Serien  /  =  0  und  «,  =  0  gemein 
haben  (§,  28,  2).  Die  Gerade  uA  enthält  den  Punct  A'  der 
Gleichung  /—  a^u^  =  0  d.  h.  a^v^  +  »^"3  =  Oj  der  auf  der 
Geraden  BC'(«2  =  «3^0)  liegt  und  als  Schwerpuncl  der 
Punete  ßj  .  S ,  Cb  .  C  die  Strecke  B  C  nach  dem  Verhält- 
niss  —  «3  :  Kj  theilt.  Ebenso  enthült  die  Gerade  aB  den 
Punct  S'(ß3"3  +  "i"!  ^  **)  ,  und  die  Gerade  itC  den  Punet 
C'[«,ü,  -t-  «2 «2  =  0),  so  dass 

BA'   CB^  AC'    ___    —^3  — a,  — «s 

CA'  AB'  BC'    ~      «3        «3        «,' 

Trigon.  §.  T,  5.     Daher  findet  man   aus  den  Coefficienten   ß, , 
«2,  03  der  Gleichung  des  Punctes  3  Gerade  desselben. 

3.  Die  Strecke  AB  wird  nach  dem  Verhallniss  S  in  dem 
Punct  u.  —  y«,  =  0  getheilt.    Daher  ist  u,  +  n..  ^  i)  die  Miltc 
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der  Aß,  u.  s.  w.,  Uj  +  u^  +  "s  =  **  *^'"'  Schwerpuiiet  der 
Fundamenlalpuncte.  Die  uneodliclifemen  Puntle  der  Geraden 
AB,  SC,  CA  sind  Wj  —  u^  =  0,  «^  —  «^  =  0,  hj  —  «^  =  0. 
Sie  liefen  a\if  dei'  unendlich  fernen  Geraden  Uj  =  %  =  mj. 

Von  der  Halbirenden  des  Winkels  C  und  des  Aussen  wink  eis 
wird  AB  getheill  nach  den  Verhältnissen  +  sinß  :  sin/l  in 
den  Puneten  Uj  sin4  +  ü^  sinß  =  0,  ii.  s.  \v.  Daher  ist 
(*^  =  s'-^  =  1) 

)'i  siii-1  +  S!'2  siaB  +  e'hj  sioC  =   U 

das  Cenlrum  eines  von  den  Geraden  AB,  BC,  CA  berührten 
Kreises. 

Von  der  Höhe  des  C  wird  AB  getheill  naeh  dem  Ver- 
hültniss  —  tantiß  :  im\3,A  in  dem  Panet  u,  tang^  +  «^  tangif 
=  0,  u.  s.  w.  Daher  ist  «,  tang J  +  %  tanj^-B  +  u^  tang  C  =  0 
der  Höhenpunel  des  Fundainenlaldreiecks  ABC. 

Wenn  a  das  Cenlrum  des  Kreises  ABC,  so  wird  4ß  von 
der  Geraden  aC  nadi  dem  Verhiillniss 

—  sinJaC:  ^iiiC'ßß  =  ^:^\üCaA  :  sinßßC  =  -  sm2B  :  siirivl 
in  C'(ü,  sinS^l  +  w^sin  2ä  =  0)   gelhedt,  u.  s.  w.    Daher  ist 

?i,  sin2-^  +  H^  am2B  +  %  sin2C  =   U 
d;is  Cenlrum  des  Kreises  ABC. 

4.  Aus  den  Punelen  a  (ö|U,  +  «^itj  +  «a  "3  =  t>)  und 
^(,t/,Ui+,Sa«j+ftw3  =  ü)  bildet  man  das  System  von 
Gleiehunsen  der  Geraden  aß 

[ß,„,  +  .,  =  (I,  ^1«,  +..  =  0) 

J-  i.     ".  ^  ".:".=    ,  ^;     A  M    i  ^"     ^!   I       I  ^,'     A  I 

der  Geraden,  welche  die  Serien  «,»,  +  .,  ^  0  und  |3|ii|  +  . . 
=  0  gemein  haben   (§.  98,  2). 

Die  Punete  «,  ß,  y  Hegen  auf  di;r  Geraden  u,  wenn 
a,!(,  +  ..   =   «,      |S,«,  +  ..   =   «,       j^jH,  +  .  .   =   U 
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Diinn  ist  (wie  §.  30,  3  if.)    die  Delerminuiitc   [aßy]   =  0  und 
Ml  :  «2  :  wa   =  adjß,  :  adja,  :  adjas 
Auf  der  Geniden  aß  liest  der  Punt-t  k  +  0-ß  di-v  C.leiduins 
«1«, +  ..+9(^1«,  +  ..)  =  0 

der  Sehwerpunct  der  Puncle  {a^+  Qß^'jA,  {(x.^  +  i)-ßi)B, 
(«3  +  i^ßi)C,  d.  i.  der  Punete  («,  +  o^  +  Oj]«  und 
^{ßi-*-  ßi  +  ß3]ß-  »«ii'seibe  Iheilt  die  Sirecke  aß  nach  dem 
Verhälliiiss  —  ^(ft  +  ^2  +  ft)  :  {c,  +  «2  -*•  «a)-  l'^'^er  linl 
der  Punel,  welcher  aß  iiiich  dem  ge^elieiicii  Verhiiltiiiss  e  llimlt, 
die  Gleichung 

a,  +  ..  (?,  +  •- 

wie  im  barycentrischen  Calcul  e.  4. 

5.  Aus  den  Fundunientalpiinclen  und  den  oben  (2)  bestinunten 
Punclen  ^'(a^Wj  +  «3^3  =  0),  B'{<x^u^  +  a^«,  =  Ü),  C'[(r,«, 
+  a-^u.^  =  0)  findet  m^in  die  Mitte  der  £(?(((,  +  "3  =  0),  die 
Mitte  der  B'C 

«3  +  «1  "1  +  «2 

d.   i.      (2«,   +  «^  +  ß:,)"!"!  +  ("=  +  "i)«'"J   +  ("I   +  ''-)«:i"3    =    0 

und  die  .Mitte  der  aA 

^>-±^J^-*■^■!!.?.+  u,^^^  d.i.  (2«,  +  «,  +  «3)",  +  «^«2+ "3":^  =  » 


|U     (2o,  +  ßi  +  <ij)r.,      2ai  +  B->  +  c^   I  lü     0  •2o,  +  «.  +  a3J 

I   1     (oa  +  xOaj  "■2  !  =  1  1     02Ha     02  ="  <> 

Also    ÜBgeii   die   Mitten  der  :t   Di;ii;oualen  des  Viereeks  BC'CB' 
(g.  :10,  16)    auf  der  Geraden 


2«!  +  «:,  +  «3  ■ 
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6.  Die  gcmcinsebafllicheii  Gcriiden  der  Serien  /  =  0  und 
/  ^  gu^  sind  nicht  alle  von  einander  verschieden,  sondern  auf 
jeder  Geraden  s(/=  0,  m  =  0)  liegen  2  derselben.  Wenn  s 
den  Punct  M  der  Enveloppe  /  =  0  enthält,  so  gehn  durch  M 
zwei  vereinte  Gerade  der  /  ^  gu"^,  mithin  liei^l  M  auf  der 
Enveloppe  /  r=  gu'^,  d.  h.  die  Enveloppen  /  =  0  und  /  =  gn^ 
berühren  einander  in  Punclen  mit  Tangenten,  weldie  die  Linie 
u  =  0  berühren. 

Die  Linie  2ter  Claase  u^u,^  ^  fcu,  *  enthalt  die  Puncto 
B[u.^  =  0)  und  C(m3  =  0)  mit  Tangenten,  die  durch  Ä(u^  =  0) 
gehn.  Denn  der  Puncl  «2  =  **  «enthalt  2  vereinte  Gerade 
[u.^  =  0,  «I  =  0)  der  Serio,  und  der  Punel  «3  =  0  enthalt  2 
vereinte  Gerade  [u^  =  0,  w,  =  0)  der  Serie.  VergL  Saimon 
Plane  curves  1852  c.  1. 

Wenn  von  der  Geraden  u  der  Punct  (x[tx^u^  +  a^u^  4-  k^u^ 
=  0)  die  Distanz  c.  hiit,  mithin  von  der  Geraden  ein  gegebener 
Kreis  berührt  wird,  so  sind  u,  :  Ä,  %  :  A,  «3  :  ).  die  Distanzen 
der  Funde  A,  B,  C  von  der  Geraden  jk  Nun  ist  «  der  Sehwor- 
punct  der  a,  .  A,  u.^  .  B,  u.^  .  C  (2),  folglich  hat  man 

(or,  +  «2  +  Oa)<'^   =  ß|«i  +  "2"a  +  "3  "3 

und  nach  §.  16, 10 

"1!  +  1?^  +  "ä^  — aül^cos^  — 2"^-"^  cosiJ  — 2"i-''^cosC  =  A« 
A,ä         A5S         ft^a  ftjÄj  ftiftj  A|Aj 

Die  linke  Seile  ist  p'^  +  q^,  und  zwar  sind  p,  9  lineare  Formen 
der  »I,  Wj,  Uj  der  Art,  dass  die  Summe  der  Coeffieienten  jeder 
von  beiden  null  ist,  dass  also  p  =  0  und  5  =  0  unendlieh- 
ferne  Puncto  sind.  Die  Gleichung  des  von  der  Geraden  u  be- 
rührten Kreises 

[i)3  +  q^){tti  +  «i  +  aife^  =  (oi«,  +  «jMj  +  «3''3p 

giebl  nach  dem  Obigen  zu  erkennen,  dass  die  Puncto  p^  +  5^  =  0 
d,  i.  p  +  iq  ^  0  und  p  —  iq  =  0  die  unendlichfernen  Puncto 
des   Kreises  sind    (§.  21 ,  7)  mit  Tangenten,   die   das   Gentrum 

a{a^ll^  +  .  .  =  0)  enthalten.     Salmon  a.  a,  0. 
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7.  Wenn  unter  den  Voraussetzungen  §,  30,  7  dem  Punct 
u  die  Gerade  n,  der  Geraden  u  der  Punct  u'  entspricht,  so  ist 
eine  der  beiden  Figuren  die  Reciprote  der  andern  (§.  19,  4 
und  5).  Die  Gerade  u'  heisst  die  Polare  des  entsprechenden 
Punctes  w,  der  Punct  u  der  Pol  der  entsprechenden  Geraden  ii'. 
Der  unendlichfernen  Geraden  der  einen  Figur  entspricht  ein 
endlichfemer  Punct  der  andern  Figur,  Auf  der  gemeinschaft- 
lichen Ebene  der  beiden  Figuren  giebt  es  3  Puncle  der  Art, 
dass  ihnen  als  Punelen  sowohl  der  einen  als  der  andern  Figur 
dieselben  3  Geraden  entsprechen.  Die  Puncte  der  einen  Figur, 
welche  ihren  Polaren  angehören,  liegen  auf  einem  bestimmten 
Kegelschnitt;  die  Geraden  der  einen  Figur,  welche  ihre  Pole 
enthalten,  berühren  einen  bestimmten  Kegelschnill. 


§.  ää.    (Jrnppeii  von  Geraden  eines  Punctes. 

1.  Eine  Form  nten  Grades  /  der  x  —  p,  y  —  q  ist  das 
Product  von  »  linearen  Formen  derselben  Grössen,  entsprechend 
den  Wurzeln  der  Gleichung  f  :  [y  —  5)"  =^  0  für  den  Quo- 
tienten a,'  — p  :  y  —  q.  Zufolge  der  Gleichung  /'  =  0  liegt  der 
Punct,  dessen  gemeine  Goordinaten  cc,  y  sind,  auf  einer  be- 
stimmten Linie  uter  Ordnung,  die  aus  n  Geraden  des  Punctes 
p\q  besteht.     Vergl.  §.  20,  i.     Z.  B. 

Axi  +  -lA'xij  +  A";,3  =   A(x  +  ay){x  +  a'y) 

wenn  a  +  a'  =  '■i  A'  :   A,  ua  ^  A"  :  A.   folglich 

tt'—a  =  2-/T'^^-~.0""  ;  Ä 

Die  Linie  Ax"^  -t-  %A'xy  +■  A"y''-  =  0  besteht  aus  den  Geraden 
a[x  -Y-  ay  ^=  0)  und  a'{x  +  a'y  =  0),  welche  den  Punct  0|0 
gemein  haben,  und  getrennt  (real  oder  nicht)  oder  vereint  sind. 

3.  Bei  rechtwinkeligen  Goordinaten  ist  ianga;a  =  —  1  :  o 
(§.  29,  2),  colaa;  =  a,  cota'x  =  «'    folglich 


■i-vaT- 
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194  Cap-  V.    Die  ßerade. 

Salmon  Cor.  70.  Die  Geraden  Ax"^  +  ^  A'wy  +  A"y^  =  0 
sind  parallel  (vereint),  wenn  A'^  —  AA"  ^=  0;  sie  sind  normal 
zu  einander,  wenn  A  -h  A"  =  0.  Insbesondere  sind  die 
Geraden  x'^  + 'iA'a:>/ —  i/'^  ^  0  norniiil  ku  einander  bei 
allen  A'. 

Bei  schiefwinteligen  Coordinateii  sind  die  Geraden  normal 
zu  einander  unter  der  Bedingung  A  —  ^A'cosxy  +  ^    =  0. 

3.  Die  den  Winkel  aa'  der  Geraden  Ax'^  •+■  'iA'xy  +  A"y^ 
=  0  Halbirende  b(x  -^  ßy  =  (i)  wird  nai;h  §.  29,  1  bereclinel, 
oder  unmilielbar  aus  der  Gleichung  aoi'ibx  =  cot(«a;  +  a'x) 
d.  i. 


^i:r  y_  _    ^~.-     ..i1.T     -4V  +  {A-'-  A)^ii  -  A'yi   ^   U 
—  xy  A 

Salmon  a.  a.  O.  Uie  den  Winkel  und  den  Nebenwinkel  der 
Geraden  At^  +  .  .  Halbirenden  A'x'^  +  .  .  sind  real  und  normal 
zu  einander  (2],  auch  in  dem  Fall  dass  die  Geraden  Ax"^  +  . . 
nicht  real  sind.  Z.  B.  Die  Geraden  Ax^  +  A"y'^  =  0  haben 
die  Winkelhalbirenden  w/ =  0.  Die  Geraden  xy  \.a.a%d  —  y'^ 
=  0  haben  die  Winkelhalbirenden  x'^  — 'ixy  mlö  —  y'''  =  0, 
Die  Winkelhalbirenden  bleiben  unverändert,  während  A 
und  A"  um  n  verHnderl  werden.  Daher  haben  bei  allen  /< 
die  Geraden 

Ax^  +  lA'xy  ■¥  A"y'^  +  /i{j:'^  +  y')   =   Ü 
dieselben  Winkelhalbirenden 

A'x^-  +  {A"—  A)xy  -  A'y^   =   0 

insbesondere  auch  {(i  ^  oo)  die  Geraden  x'^  +■  y-  =  0,  welrfie 
die  unendlichfernen  Pnncte  der  Kreise  enthalten  g.  il,  7. 

4.     Mit  den  Geraden  aa' 

Ax'i  +  iA'xy  +  A'\f    =    A[x  +  'xy){x  +  a'y)    =    II 
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g.  3a.    Gruppen  von  Gerailer]  eines  Punctes.  195 

hilden  die  Geraden  bb' 

Bx'^  +  2B'xy  +  ßV  =   B[x  +  ß,j){x  +  ß'y)    =   U 
das  DüppolverliiiHiiiss   (g.  29,  9) 

a'--ß  ■   a'-ß- 

welches  durch  die  j^e^ebeiien  Coefficienten  ^,  ^',  A",  B,  B',  B" 
iiucb  §.  6,  5  iiust^edi-ückl  werden  kann,  iinahhüiigig  von  dem 
Winkel  xt/. 

Wenn  z.  B.  der  Winkel  xi/  =  ip,  und  a:^  +  g^-f/  cosi/!  -(-  y"' 
=  c^,  80  tie^t  der  Puncl  a:\y  auf  dein  Kreis  mit  dein  Cenli-nin 
1)|0  und  dem  Radius  c.  Die  unendlielifei-nen  l*uncle  des  Kreises 
liegen  auf  den  Geraden  ««'(3;^  +  2a;^  cos'/i  +  ^^  =  0) ,  bei 
welchen 


Bei  den  Geraden  bb'{x-y  =  0)  ist  ß  ^  D,  ß'  =--  x  ,  mitliin  das 
Doppel  verhültniss 

d.  h,  mit  je  2  Geraden,  deren  Winkel  </)  isl,  bilden  die  Ge- 
raden, welche  die  unendlichfernen  Puncle  der  Kreise  enihallen, 
dasselbe  Doppelverbällniss.  Mit  je  2  Geraden,  deren  Winkel 
recht  ist,  sind  die  Geraden,  welche  die  unendlichfernen  Puncle 
der  Kreise  enthalten,   in  Hannonie.     Salhon  Con.  1855  n"  377, 

5.  Mit  den  Geraden  A^c'^  +  'iA'xj/  +  A"^'^  =  0  sind  die 
Geraden  Zfx^  +  'iB'xy  +  li"i/'^  ^=  1)  in  Harmonie  unter  der 
Bedingung  (wie  §.  6) 

ÄB"—2A'li'  +  A"B  -^  U 


Daher   sind   i 
Geraden 


den   Gei-aden   Aic'^  ■+■  . . 
H -^,-    xy  +  hß  =  u 


die 


B.    die    Winkellialbii 


oder*  die  Geradei 


^nden    (3)    bei    ^  =.  —  1 
llii'  i'eclilwinkelijien  Ge 
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f96  f^äP-  ^-     ^'^  Gerade. 

raden  x^  -t-  ^A'xy  ^  y^  ^=  d  sind  mit  den  Getüden  x"^  +y'^  =  0 
in  Harmonie, 

Mit  den  Geraden  Äx'^  +  . .  +  A  (Ba:^  +  . . )  =0  sind  die 
Geniden  Cx"-  +  . .  in  Harmonie  unter  der  Bedingung 

[A  +  XB)C  '  -2(A'  +  }.B')C  +  [Ä"+IB")Ü  =  0 
und  zwar  bei  allen  '/.,  wenn 

AC"  —  2A'C'+  A"C  =  ü  I  ^       ^'      ^     I 

i/2C"+ 2iB3C"+ 3;2C   =  0  I  yä    —xy    x^    j 

Dieses  Paar  -von  Geraden  ist  in  Harmonie  mit  allen  Paaren 

Ja:2  +  ..  +  ;.{JJä2  +  . .)   =   (I 
welche  in  Involulion  sind   (§.  7). 
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Gapitel  VI, 
Die  Linien  2ter  Ordnung. 

§.  33.    Formation  der  Gleiühang. 

1,     Eine  quadratische  Form  u  der  x,  y,  t  hat  6  Glieder 
u   =   aa^ä  +  6y2  +  cf  +  Ifyt  +  Igxt  +  Ihxy 

Hiid  ist  durch  die  Coefficienten  a,  6,  c,  /,  g,  k  bestimmt.    Nach 
Formen  der  a;,  y  geordnet  ist 

«  =-  ax'^  +  'Ihxy  +  V  +  2E(33;  +  f'j)  +  cß 
Nach  liiieareü  Formen  der  x,  y,  t  geordnet  ist 


=   ,ix  +  h!/  +  gt 

^  hx  +  by  +  ft              det« 

^  gx  +  fy  +ct 

-   dpt[2i,  (/,  1 

aha 
-)  =      h    h    f 

(det»   ^   \h    i     q 
\g    f    r 

(2  dett!  = 

a    h    p 
k     b     q 
p     q     u 

Die  linearen  Formen  p,  q,  r  sind  nach  dem  Satz  von  den  ho- 
mogenen Functionen  die  halben  Fluxionen  (Ableitungen)  der  u 
nach  X,  j/,  t.     Die  Determinante  der  Form  u  giebl 

abc  —  at^  -  bg'i  —  ch^  +  2fyh 
^  aa'  +  hh'+  gg'  =  ■  ■ 
indem    durch   a'  h' ,    .  .    die  Adjuucten  der  a,  h,  . .    bo/eiclinel 
werden. 
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198  Cap.  VI.    Die  Linien  atcr  Oi-dnung, 

Zufolge  der  aufgostellleii  Definilioncn  isl 

u  p  q  r   \ 

p  a  n  g\ 

q  h  b  f. 

r  g  f  o\ 

oder  onlwiekoll  (Del.  §.  5,  51 

u  tSpiu  =  a'p'^  +  S'jä  +  e'r^  +  If'qr  +  'l'j'pr  +  2h'pq 

Die  Form   a'p'^  +  ..    der  p,  q,  r  heissl  die  Adjunt^le  der 
Foi-ni  ax^  +  .  .  der  cc,  y,  t  (Det.  g.  13,  9). 
Uiiiaekehrl  ist 


X  detM  =      hx     b    f      = 
gx     f    c 

i- 

! 

b 

r 

f   = 

a'p  +  ;*V 

+  a 

u. 

s.  w.     Folglich 

a'p  +  h'q  +  ff'r  =  X  det« 
h'p  4-  D'g  +  fr   =  )/  det!( 
J>  +  fq  +  c'r    =   (  detif 

h' 

f  <=' 

'J    ' 

u  :  detH 

[)l 

rch  Eulwiekeluiig  dieser  Delci 

Linie  li 

deL  man  in  d^ 

n  =  aa;^ 

+ 

V 

+  ... 

3.     \\'enn  die  Detenuinanle  der  Form  u  null  isl,  so  isl  die 

Form  Singular,  durch  weniger  Variable  ausdrüekbar.  Denn 
unter  der  Bedingung  del«  ^=  0  sind  p,  q,  r  diiroh  die  honiu- 
gcüc  Gleichung  (1)  verbunden 


a'p  +  h'ij  +  g'r   =   i) 
dem  Sjsleni   (p  ^^  0,  5  =  0) 


Zufolge   der    Gleichung  aa  +  kh' +  gg' 
durch  eine  der  Subslilulioneu  für  x,  y,  i 


Lud  u  null 
.-rden    nun 


y  Google 


x  —  n  -  y  —  k'  --,  t  —  9'  --'  9'  iiiclit  "ull 

g  '  9  9 

die  Formen  p,   q,   r  und  u   nicht  verändert,    während  sie   in 
Formen  von  nur  2  Grössen  Ubergehn.     Det.  §.  \'A\  10. 

Wenn  demnach  die  lemare  quadratische  Form  u  singuIär 
ist  (detM  =  0),  so  ist  sie  binär,  und  als  solche  das  Producl 
von  2  linearen  Formen,  also  redueibel:  die  Linie  u  =  0  be- 
steht aus  2  Geraden  des  Punetes 

welchen  die  Geraden  p  =  0,  y  =  0,  r  =  0  gemein  haben. 
Z.  B.  u  =  x^  +  4^^  —  2(^  -*-  ^yt  +  xt~  hxy  hal  die  De- 


üaher  wird  die  singulare  Form  u  durch  die  Substitutionen 

x--ly         a  i-'j 

als  Form  von  ä  linearen  Formen  ausgedrückt  durch 
(;c  _  ^yy.  _  2((  -  yf  +  (a;  -  2^){(  -  y) 

3.  Wenn  die  Form  u  singular  ist  (delu  ^  0) ,  so  ist  ihre 
Adjunctc  u  das  Quadrat  einer  linearen  Form,  Det.  i^.  o,  7. 
Denn  nach  [1)  ist 
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Cap.  VI.    Bio  I.iiiii^n  ater  Orilnung. 

10       p       q       >■ 
_     ,  ^\  P      "      h      g 

\r     i,      f      c 

(liiri'h    a^^    das    tle  Element    der    ileii   Zoilo    ItOKOithiiel 
so  ist  nach  dem  Lehrsaln  Del.  §.  7,  2 


Nun    ist    i)dj«||   =   delu   =   0,     und    wo^cn    der    SymmelrU 
Hdja^i  ^  «dja,2    {Det.  g.  %,  5),  folglich 

a'u'  =  !  g    b    r  i  =  (o>  +  ;,'5  +  j,V)a 

b'tt'  =   [ftV  4-  b'q  +  fr)' 

c'„'  =  iff'p  +  r.i  +  '^v)^ 

Nach  dem  an}>e\vendeten  Lehrsal/.  ist. 

\  b'    f  '  h    f  ■ 

II.  s.  w.,  folglich  sind  unier  der  Voriiusselzung  detu  -—  0 


j6'  r 


h'     b'  \ 


null.  Wenn  denigemass  y^ö'  =  //  :  lAa',  "v^c'  =  i/'  :  Y^'  ge- 
selzl  wird,  so  ist  eindeutig  a' =  [pYa  +  qYb'+ r^':']'^,  und 
wird  null,  wenn  keine  der  Grössen  rt',  b' ,  t'  von  1)  verschie- 
dCLl   isl. 

4.     Wenn  durch  die  lineare  Substilulion 

^    =   &2,3^'+  h^i/  +  b-i^t' 

t    =-  bj,x' +  bi^ij' +  bj,ft' 
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S-  33.    formatiiin  div  (lloiclmng.  201 

I    b,,       6,2      6,3 

öai     6.12     fijs  I 

ist,  die  quadratische  Form  u  m  die  Form  v  (fer  a,'',  y',  t'  Irans- 
formirt  wird,  so  ist 

(lito  =  ß^etM 

also  mit  delu  eines  Zeichens.     Del.  §.  6,  i  uikI  ^.  14,  3.~ 

5.  IMe  ternare  quadratische  Form  u  kann  auf  verschie- 
dene Arten  durch  3  Quadrate  linearer  Formen  dargestellt  wer- 
den.    Det.  §.  13,  M. 

Wenn  a  nicht  null  ist,  so  ist  u  =  ax"^  +  ^xp  +  v,  p  und 
V  von  X  unabhängig,  au  =  {ax -i- p)'^  +  av — p^,  av  ~  p'^ 
eine  binare  quadratische  Form,  foli^lieh  u.  s.  w.    Man  lindet  z.  lt. 

((   —  aw^  +  V  +  cP  +  2fyt  +  2gxt  +  -Ihxy 

au  =  (fi=c  +  hy  +  gty  +  c'y^  -  2fyt  +  b't^ 

ac'u  =  c'lax  +  Ity  +  gt)i  +  (c'y  -  ft)^  +  (b'c' -  f^)t^ 

=  c'(«x  +  hy  +  gty  +  {c'y  -  ft)^  +  ati  detn     (3) 

Wenn  «,  b,  c  null  sind,  h  nit-hl  null,  so  ist 

u  =   2hxy  +  2t(gx  +  f,j) 
2hH   =  i{hx  +  ft){hy  +  gl)  -  ifgt^ 

Nun  ist  4Pa  =  [F+  Q)'' ~  {P  —  a)^  folglieh  ii.  s.  w. 

Wenn  die  Form  singulijr  ist,  so  kann  sie  durch  weniger 
Quadrate  dargestellt  werden  (2). 

Seispiel,     h   =   Sa;"  +  y^  —  3(*  —  6yt  —  bxt  +  ixy 

=  y=  +  2i/(2*  -  30  +  3a.'ä  —  h.ct  -~  3(ä 

v'i  —  y-i  +  \ii 


Oder  auch 


«  —  3a;^  +  x{iy  —  bt)  +  i/^—  Gyt  —  3(2 
=   3[ar  +  i(4j-  50?  -  Ky  +  4*)^  +  5'^ 
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202  Cap.  VI.    Die  Linien  äler  Ordnung. 

Dabei  isl   (i) 

(let(3a;ä  +  ..)   =  >Xel(a:'^  —  .  .)  det^^x',  y,  t) 

=  det(33;"2-..)det2(a;"  1/",  0  ^ 1 

ö.  Bei  allen  Üarslellungeu  einer  gegebenen  quadratischen 
Form  dureli  Quadrate  von  einander  unabhängiger  linearer  For- 
men findet  man  dieselbe  Menge  Quadrate  eines  Zeichens. 
Det,  §,  13,1g,  Wenn  die  Form  der  Xf,  x^,  x^  sowohl  durch 
C',l/i^  +  «2  ^2  '■'  "*"  "^s  iVs  ^  als  auch  durch  (3,  z,  ^  -i-  /S^  z^  ^  -»-  ß^  z^  2 
dargestellt  wird,  indem  die  linearen  Formen  y,,  y^,  y^  und 
2i,  J2'  *3  'iß''  '^ii  ^21  '^s  J6  von  einander  unabhängig  sind;  und 
wenn  bei  der  einen  Darstellung  nur  ein  o  z.  B.  a^  negativ  ist, 
so  können  nicht  bei  der  zweiten  Darstellung  zwei  ß  z.  B.  ß^ 
und  ß^  negativ  sein.  Unter  der  Voraussetzung  negativer  0^, 
Äi  /?3   hat  die  l''orm  der  3?j,  a^^,  x^ 

mehr  als  3  positive  und  weniger  als  3  negative  Glieder.  Nnn 
üiobt  es  a^j ,  X2,  % ,  die  nicht  alte  null  sind,  und  dem  System 
(^3  =  •*.  ■^i  =  0)  gentigen.  Die  entsprechenden  y^,  y.^  sind 
nicht  alle  null;  denn  dem  System  [y,  =  0,  yj  =  0,  yj  =  0), 
dessen  Delerminanfe  nicht  null  ist,  genügen  nur  x^,  x^y  ^31 
die  alle  null  sind.  Ebenso  sind  die  enlspreehenden  ^21  ^3  nicht 
alle  null.  Daher  isl  die  entsprechende  v  positiv,  und  a^y^'^+  . . 
verschieden  von  /*!  ^i  ^  +  ■  ■ ,  gegen  die  Voraussetzung. 

'?,  Wenn  die  lernäre  quadratische  Form  singuliir  ist  (bei 
verschwindender  Delerminaule) ,  so  ist  sie  durch  weniger  als 
3  Quadrale  darstcUIiar,  also  ein  Produet  linearer  Formen,  die 
entweder  real  vorschieden,  oder  conjugirt  eoniplex,  oder  ein- 
ander gleich  sind. 

Eine  ordinäre  ternüre  quadratische  Form  (mit  liicht  ver- 
schwindender Determinante)  ist  darstellbar  entwedei'  durch  kein 
Quadrat  eines  Zeichens  (3  Quadrale  des  contrslren  Zeichens), 
oder  durch  1  Qnadral  eines  Zeichens  und  2  Quadrale  des  con^ 
Irüren  Zeichens. 
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g.  39.    Formation  der  Cleiohuiit;.  20:J 

Weim  die  Form  durch  Quadrale  eines  Zeichens  darsleübur 
isl,  so  ist  sie  nur  null,  während  alle  Variablen  null  sind. 
Realen  Werthcn  der  Variablen,  die  nicht  alle  null  sind,  ent- 
sprechen Werthe  eines  ZeicTiens  der  Form,  positive  bei  posi- 
liver  Determinante,  negative  bei  negativer  Determinante.  Die 
Form  ist  definit,  positiv  mit  dem  Minimum  0,  oder  negativ 
mit  dem  Maximum  0. 

Wenn  die  Form  durch  1  Quadrat  eines  Zeichens  und 
2  Quadrate  contrüren  Zeichens  darstellbar  ist  bei  negaliver 
Determinante,  so  kann  sie  null  werden  und  das  Zeichen  wech- 
seln, ohne  dass  alle  Variablen  null  sind. 

Wenn  die  ordinäre  Form  u  null  wii'd  bei  realen  Werthen 
der  Variablen,  die  nicht  alle  null  sind,  so  ist  sie  nicht  definit. 
Wenn  insbesondere  die  Coeffieienten  a,  6,  c  derselben  nicht 
alle  eines  Zeichens  oder  nicht  alle  von  0  verschieden  sind,  so 
ist  die  Form  nicht  definit.     Del.  §.  13,  12  und  13. 

8.  Wenn  die  gemeinen  Goordinaten  x  :  t,  y  :  t  eines 
Punctes  (die  homogenen  Goordinaten  x,  y,  t  desselben]  der 
Gleichung  it  ^=  0  genügen,  so  Hegt  der  Punet  auf  einer  be- 
stimmten   Linie    zweiter    Ordnung.      Vergl.  §.  28,  1.     Die 

■Linie  ist  durch  die  Proportion  der  Coeffieienten  a,  b,  e,  f,  g,  k 
bestimmt,  und  hat  5  Goordinaten  [6  homogene  Goordinaten). 
Alle  Linien  zweiler  Ordnung  [Kegelschnitte  §.  29  ff.)  bilden  eine 
5fache  Serie,  Eine  Linie  zweiter  Ordnung  ist  (7)  entweder 
Singular  (redueibel),  oder  ordiniir  (imaginJlr  oder  ein  gemeiner 
Kegelschnitt) . 

9.  Wenn  dctw  ^  0 ,  so  ist  die  Linie  u  =  0  singuliir  und 
redueibel.  Sie  Iwsleht  aus  2  Geraden  eines  realen  Punetcs,  der 
endlich-  oder  uneiidlichfern  isl,  wahrend  die  Goraden  real  oder 
nichlreal  verschieden,  oder  vereint  sind. 

Wenn  bei  t  =  1  z.  B.  w  =  4(ia:  —  i/-»-3)^+  (4^-  — 7)^ 
wird,  so  besieht  die  Linie  u  ^  0  aus  2  verschiedenen  imagi- 
nären Geraden  des  realen  Punctes  (4a;  —  y  -»-  3  =  0,  4a.-  —  7 
=  0).     Wenn  u  =  (a;  — \y  —  J-)"^  +  i '   so  bestehl  die  Linie 
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u  =  0   aus  2  verschiedenen  imaginären  Geraden,   die  mil  der 
Geraden  x  —  ^ty  ^  0  parallel  sind.     U,  s.  w.     Vergl,  §.  33L 

10.     Wenn   die    Form    u   nichl   singulär  ist,   so  findet  man 
(5)  hei  ;  =  1   im  All^onidnod 


wobei  x' f  y'  von  einander  unabhängige  lineare  Formen  der 
X,  y,  lind  mx',  jiy'  die  von  dem  Puncl  [x  =  0,  y' =  0)  an- 
fangenden mit  den  Geraden  y'=  0,  x'  *=  (i  parallelen  Coor- 
dinalen  des  Punetos  x\y  sind  {%.  39,  4).  Der  ordinäre  Kegel- 
schnitt u  =  0  isl  nichl  real  oder  real,  je  nachdem  «,  ß,  y 
eines  Zeichens  sind  oder  nicht  eines  Zeichens. 

Auf  der  Linie  ax"^  -\-  ßi/'^  -j-  y  =  0  entspricht  dem  Punct 
(x'  =  /,  j/'  =  j/}  der  Gegenpunct  {x'  =  — /,  ^z'  =  —  g],  so 
dass  der  Puncl  [a:' =  0,  »/'=  0)  ein  Centrum  der  Linie  ist. 
Ferner  entsprechen  dem  Pimct  (x'  =  /,  y'  =  g)  der  Ponct 
{x'  =  — /,  y'  ==  g]  nnd  der  Punct  [x'  =  /,  ^'  =  — g),  sodass 
die  Chorde  der  Puncto  (a;' = /,  y' =  s')  und  [3;'=  — /, 
y'  ^  s)  ^on  der  Geraden  a;'  =^  0,  und  die  Chorde  der  Puncte 
(a:' =^ /,  y'  =  g)  und  (a;'  =  /,  ^' =  — ^)  von  der  Geraden 
j'^  0  halbirt  wird.  Daher  sind  die  Geraden  x' ^  0  und 
!/'=  0  conjugirte  Diameler  der  Linie,  der  Art  dass  die 
Chorden  der  Linie,  welche  mit  dem  einen  parallel  sind,  von  dem 
andern  halbirt  werden.     §.  20,  8  und  9.     Z.  B. 

,(   =    4a:ä  +  nxij  +  12i/2  _  16a:  +  6y  +  92 
=   (2a;+  3y  — 4)!^  +  3(y  +  5)3  +  1 

hat  das  Minimum  1  bei  [%x  -h  'iy  —  4=0,  ?/  -i-  5  =  0).  Die 
Linie  u^O  hat  keinen  realen  Puncl;  die  Geraden  %x  +  'iy  —  4 
=  0  und  (/  +  5  =  0  sind  reale  conjugirte  Diameler  derselben, 
welche  das  Conlrum  9^]-   5  gemein  haben. 

Wenn  man  insbesondere  «  =  ax'^  +  ßy  findcl,  so  hat  die 
Linie  m  =  0  bei  allen  ßy',  welche  mit  a  nicht  eines  Zeichens 
sind,  reale  Puncte.  Dem  Punct  (a:'  =  /,  y'  =  g)  der  Linie  ent- 
spricht der  Puncl  (x' = — f^y'^^g]^  so  dass  die  Chorde 
der  beiden  Puncte  von  der  Geraden  a;'  =  0  halbirt  wird.    Der 
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Diameter  x'  ^  d  halhirl  die  mil  der  Geraden  j'  =  ü  parallelen 
Chorden.  Die  Parallelen  des  Diameter  «'  =  0  haben  mil  der 
Linie  je  einen  endlichfurnen  und  einen  im  Bndlichter nen  Punct 
gemein;  auf  dein  Diameter  a^' =  0  ist  diis  Contruin  der  Linie 
unendlichfern. 

11.  Wenn  die  ordinäre  quadratische  Form 

u  =   ax^  +  b^  +  cl^  +  2fyt  +  2gxl  +  Ihxy 

durch  ax"'-  +  ßy'^  -t-  yt^  ausgedrückt  wird,  so  hat  die  Linie 
u  =  0  zwei  unendlichferne  Puncte  (i  ^=  0}  welche  auf  der 
Linie  ax^-^'^hxy  +  hy'^  =^  0  und  auf  der  Linie  ax"^  +  ßy"^  =  0 
liegen. 

Die  Linie  ax'^  +  'ihxy  -t-  by'^  =  0  besteht  aus  2  Geraden 
des  Punctes  0)0  (§,  32,  1),  die  nicht  real  oder  real  verschieden, 
oder  vereint  sind,  je  nachdem  die  Subdeterminanle 

positiv  oder  negativ  oder  null  ist.  Die  Geraden  ax"^  ■+■  ßy''^  =  0 
des  Punctes  (x' ^  0,  31'=  0),  parallel  mit  den  Geraden 
ax"^  4-  9,hxy  +  by"^  =  0,  sind  Diameter  der  Linie  u  ^  0,  und 
zwar  die  Asymptoten  der  Linie,  Wenn  die  unendlich  fernen 
Puncte  der  realen  Linie  nicht  real  sind,  so  ist  die  Linie  ge- 
schlossen (Ellipse);  wenn  dieselben  leal  veisihieden  sind,  so 
ist  die  Linie  nach  zwei  Richtungen  offen  (Hjperbelj;  wenn  die- 
selben vereint  sind,  so  ist  die  Lmie  nach  einer  Richtung  offen 
(Parabel),  Die  Gleichung  «  =  0  wird  m  die  Gleichung  des 
entsprechenden  Kegelschnittes  unten  §   3h  lianiformirt, 

12.  Wenn  x,,  x^,  x^  von  einander  unabhängige  lineare 
Formen  der  cc,',  x^',  x/  sind,  so  sind  die  Figuren  der  ent- 
sprechenden Puncte  a^'und  x'  collinear  (§.  30,  7).  Eine  quadra- 
tische Form  u  dera;, ,  x^,  x^  ist  dann  eine  bestimmte  quadra- 
tische Form  u'  der  a^,',  x^',  x^'.  Jene  kann  durch  a^y^  -  +  «2#i^ 
+  "33'3^.  di^se  durch  ji,Si^  -f-  /SiSj'^  +  ß^e^'^  ausgedrückt  wer- 
den, so  dass  y^,  y^,  y%  von  einander  unabhängige  lineare 
Formen  der  x, ,  x.^,  x.^  sind,  und  z^,  s^,  s^  eben  solche  Formen 
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der  3T,',  «2',  x.^' ,  also  auch  der  x^,  x^,  x^.  Dabei  giebl  es 
unter  den  ß  ebensoviel  eines  Zeichens,  als  unter  den  a  (5). 
Zugleich  sind  ^^,  z^,  z.^  von  einander  unabhüngige  lineare  Fm-- 
inen  der  i/,  ,  y.^,  y^,  d.  b.  y  und  s  entprechende  Punele  der 
col linearen  Figuren 

«1^1^  +  f^iVi^  +  CiV^   =   0     Ulli     A^i*  +  h^t'^  +  A^3^   =   1^ 

Die  coUinenren  Kegelschnitte  sind  deniniieh  beide  real,  oder 
beide  nicht  real  [10). 

Je  zwei  reale  Kegelschnille  sind  colUnear;  die  Unlerscliei- 
dung  ihrer  unendlichfernen  Puncle  koiiiml  dabei  niehl  in  Be- 
trachl.  Je  Kwei  nielit  reale  Kegelschnitte  sind  collinear;  ein 
realer  und  ein  nieht  realer  Kegelschnitt  sind  niehl  collinear. 
Det.  §.  18,  12. 


§.  34.    Polaren  und  Pole. 

1,     Wenn  die  Sireelte  \±  der  Puncte  x^\y^    und  sc^l^j  von 
der   realen   oder   nicht   realen  Linie  zweiler  Ordnung    m  =  0 

(§.  ;i3,  1)  in  dein  Puncl  x\y  nach  dem  Verhiillniss  — e  gelheill 
wird,  so  hat  man   (§.  16,  2) 

(1  +  0^  =  .«^i  +  i^-i  (I  +  i)y  =  Ih  +  m 

folgheh  (1  +  t]p  =  /j|  +  ip.^ ,  indem  man  p^  ---=  iix^  +  %,  +  g 
u.  s.  w.  setzt;  ferner 

P1X2  +  q,y-.  +  f,   =  p..x,  +  q^y,  +  r-^ 

=   axyx.^  +  by,yt  +  e  +  f{;f,  +  y^)  +  y{x,  +  a-.) 
+  Ä(.-r,-,,  +  x-.y,)   =   V 
(I  +,)in   =   n,  +  2^f  +  n,fi 

als  TAYi.uH'sehe  Knlwickeluns  der  v  nnch  steigenden  Polenzen 
der  i,  und  deimiaeh 

zur  Berechnung  von  s.  Den  beiden  Wumeln  t'  und  t"  der 
Gleichung  entsprechen  die  Puncle  P' ,  P",  welche  die  Gerade 
Ali  d.  i.  IS  mit  k  =  0  gemein  hat,  so  dass 
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g.  34.    Polaren  unii  Pole,  g07 

AP'        AP^'   _   —JIr  AP'  AF^'   _    u, 

BP'  '*'  BP"    "      "W2  BP'  BP"  «2 

JoACHiHSTiiAL  Crdlc  .!.  ;i;t  p.  :S73  und  dessen  analyt.  Gtioni.  dfi' 
Ebene  ^§.  89.  101. 

3.  Uie  beiden  Werthe  s  und  die  beiden  Schnitlpuiicle 
sind  real  oder  nicht,  je  nachdem  «,«2  —  v^  negaliv  ist  oder 
positiv.     Der  Ausdruck.   u,v^  —  u^  ist  eine  quadratische  Form 

der  beiden  Differenzen  ^  =  a-^  —  x, ,  rj  ^  y-^  —  y,  -     Denn 


(Det.  §.  6,  1)    und   nach    Sublraclion   der   ersten    Zeile 
zweiten 


worin  p^  —  p, ,  . .  lineare  Formen  der  a.^  —  x^ ,  y.^  —  y^  sind. 

Zu   demselben  Resultat  gelangt  man  auf  folgendem  Wege. 
Durch  Entwickelung  nach  Subdeternünanten  der  beiden  ersten 

Zeilen  (Det.  §.  4,  1)  ergiebl  sich 


I  j»!    92    »-i  1 1  «2    y-x    1  I 


I    Xi     X-i 


IS  0  X2  ?/■..  i    ! 

X,  X2  o'  h'  y' 

Vi  m  fi'  *'  f\ 

1  1  ff'  r  •:■' 


0  0  a  h  ff  ' 
U  0  /^  i  f  ; 
ü      I,      g      f     c\ 
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wenn  d  ==  delw  =  aa' ■+■  kh' +  yg\  ii.  s.  w.     Also 

I  0  0  «,  j/,  1  0  0  a:,  y,  1 

\  >i  Ii  x-i  yi  \  ■  0  0  £  i;  0 

'          I   =   I  a:,  a;^  a'  fi'  s'  =   I  a'i  g  a'  h'  g' 

I  !/i  ?/.  h'  b-  f  j  ?/,  ,  ;/  i'  f 

\\  \  g'  f  c'  j  1  0  /  f  c' 

eine  quadratische  Form  dur  ^,  ij. 
3.     Wenn  u,«^  —  n'  durch 

A^i  +  -IB^ii  +  Ci;ä 

bezeichnet  wh'd,  so  ist 

positiv  bei  realen  |,  ^,  wenn  ^C—  fi'^  positiv  ist. 

Die  A,  B,  C  sind  die  Coeflicienlen  der  a-^^,  Sic^^'ai  ^2^  in 

«.(«a;;^  +  ,  .  )  _  [j,|a:j  +  ,  .)2 
Man  findet  daher 

^  =   u,a  —  pi'-'  B   =   Ulli  —  Piqi  C  ^  m,ö  —  q,'' 

A  +  C  ^  c'(a:,3  +  y,ä)  +  2f'yi  +  l^'a^i  — a'— i' 

I  J.     ß     y,  \  a      h     p,  \ 

AC  —  B'i^B      C      5i    '  :  Ml  =  I  Ä      ft      3i    I  M,   =   M,  det« 

I  0     0     M,  ■  I  i".    ö.    «1  I 

Z.  B.   «  =  *2  +  «/^  —  e'^  (a;  +  c)  ^  giellt 

p  =    (l-*ä)^_f5c,         9  -  ?/,         r  =  -e3<.(^  +  <,) 
«'  =  —  fä^ä  f  =.   —  f2cä  e'  =   1  —  f^ 

/•'  =   0  y'  =   *^.  det«  : fä„^ 

^  +  C  =  (1  -  e2){x^  +  y^)  +  2fä„(^  +  c) 

hl   der  Thal  ist  ii^u^  —  v'^   eine  quadratische  Function  der 
a-2,  y^    [l''orui  der  x.^,  y.-^,  t.^),  deren  Delerminanle 
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g.  34.     Polaren  und  Pole. 

u,a  —p,pi  M,A  —p,g,  Uiff  —  P,r, 
M,A  ~p,Si  »16  —  3i3i  «if  — Si''( 
«li»— i'i''i     «if  — 9in      «,c— r,»-, 


null  ist  zufolge  der  Definitionen  von  Mj  ,  p, ,  5, ,  vi . 

4.  I.  Unter  der  Bedingung  v  =^  0  hat  die  Gleichung  fUr 
£  conliär  gleiche  Wurzeln,  so  dass  die  Schuittpuncle  (real  oder 
nichl)  der  Geraden  12  und  der  Linie  «  ^  0  mit  12  in  Har- 
monie sind  (§.  3).  Die  Puncte  \  und  2,  welche  mit  der  Linie 
u  =  0  (mit  Ihren  Jiuf  der  Geraden  12  liegenden  Punelen)  in 
Harmonie  sind,  heissen  harmonische  Punete  an  dem  Kegel- 
schnitt (conjuglrte  harmonische  Pole,  reciproke  Punele).  Pon- 
CELET  propr.  proj.  196.  Steiner  Syst.  Entw.  p.  165.  Hesse 
Grelle  J.  18  p.  102,  20  p.  291,  36  p.  146.  Chisles  G6om. 
sup.  687. 

Vermöge  der  Bedingunj;  v  ^  0  liegt  von  den  harmonischen 
Punelen  1  und  2  einer  auf  einer  durch  u  und  den  andern 
Punct  bestimmten  Geraden,  welche  real  ist  auch  wenn  m  ^  0 
keine  realen  Puncte  hat.  Die  Gerade  helsst  die  Polare  des 
Punctes,  der  Punet  helsst  der  Pol  der  Geraden.  Stereom. 
§.  1,  9  Anm.  und  Trigon.  g.  7,  21.  Mit  der  Linie  u  =  D  sind 
ein  Punct  und  seine  Polare  in  Harmonie,  d.  h.  jede  Gerade 
des  Punctes  A  hat  mit  der  Polare  des  A  den  Punct  ß  und  mit 
der  w  =  0  die  Punele  C  und  D  gemein,  so  dass  die  Paare 
AB  und  CW  In  Harmonie  sind.  Wenn  der  Punct  2  auf  der 
Polare  des  1  liegt  d,  h.  p,x.^  +  q^i/.^  +  r,  =  0 ,  so  ist 
p2Xj  +  32^1  +  ''i  =  0  d.  h.  die  Polare  des  Punctes  2  enthält 
den  Punct  1 . 
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Wenn  2  und  3  harmonische  Puncle  sind  auf  der  Polare  des 
1,  so  sind  1  und  2 ,  1  und  3  hiirmonische  Punele,  also  1,  2,  3 
drei  harmonische  Puncte  (ein  harmonisches  Dreieck,  Tripel) 
der  Arl,  dass  die  Polare  je  eines  die  beiden  andern  enthält. 
Wenn  ^.  B.  der  Linie  w  =  0  das  Viereck  ABCD  eingeschrieben 
ist,  undÄC,  CA,  AB  von  AD,  BD,  CD  in  1,  2,  3  geschnitten 
werden ,  so  ist  mit  der  Ghorde  A  D  der  Puncl  1  und  seine 
Polare  in  Harmonie ;  daher  füllt  die  Polare  des  1  auf  die  Gerade 
23  (§.  13,  10],  u.  s.  w.  Die  Puncte  1,  2,  3  sind  drei  harmo- 
nische Puncte  an  dem  Kegelschnitt,  die  Polare  des  I  wird  durch 
Linealconstruction  erhallen. 

Wenn  die  Linie  u  •=  0  aus  zwei  Geraden  des  Puncles  F 
besteht,  so  hat  der  Punct  1  eine  bestimmte  den  P  enthaltende 
Polare;  die  Polare  des  F  ist  unbestimmt.  Der  Pol  einer 
Geraden  des  F  ist  unbestimmt  auf  einer  bestimmten  Geraden 
des  F;  für  andre  Gerade  existiren  keine  Pole. 

IL  Wenn  in  der  zu  Grunde  gelegten  ßechnung  (1)  die 
durch  Coordinaten  bestimmten  Elemente  nicht  Puncte  sind, 
sondern  Gerade ,  so  ergeben  sich  entsprechende  Satze.  Den 
gemeinschaftlichen  Punct  der  Geraden  a;,  y^\^  und  a^jl^^l^  "Mit- 
hält die  Gerade  a^l^l^,  wenn 

[1  +  t)x  =  x,  +  Fx^  {!  +  t)i/  =  1/1  +  fyi 

bei  beliebigem  i,  weil  der  Gleichung  f  +  n/  =  0  das  bj&tem 
(/^  0,  ^  =  0)  genügt.  Die  Gerade  a;|!/|1  gehoit  zu  den 
Tangenten  eines  gegebenen  Kegelschnittes,  wenn  e  duich  die 
Gleichung  m  =  0  bestimmt  wird.  Die  Geraden  i  und  2  smd 
mit  w  =  0  (mit  den  beiden  den  Punct  12  enthaltenden  Geiaden 
der  Serie ,  Tangenten  der  Enveloppe)  in  Harmonie  unter  dei 
Bedingung  u  =  0  (§,  29,  8).  Die  so  bestimmten  Geraden  Mnd 
harmonische  Gerade  an  dem  Kegelschnitt,  wenn  die  eine 
gegeben  ist,  so  enthalt  die  andre  den  Puncl  o  =  0  di  n  P<il 
der  gegebenen  Geraden.     U.  s.  w. 

5.  1-  Der  Punet  A:  (dessen  Coordinaten  cc^,  y^  sind)  hat 
die   Polare    pj^x  +  g^^y  +  r;^,  =  0    d.  i.    px^.  -i-  jy^  +  r  =  0. 


y  Google 


Polaren  und  Pole. 


Sil 


Wenn  xj^  und  yj^  durch  eine  Gleichung  nten  Grades  verbunden 
sind,  so  liegt  der  Punet  auf  einer  Linie  nter  Ordnung,  und 
seine  Polare  ist  eine  Gerade,  deren  homogene  Coordinalen 
Pki  9k'  ^k  lineare  Funclionen  der  a^j.,  yj  sind.  Also  ist  die 
Polare  eine  von  den  Geraden  einer  Serie  nter  Classe,  eine  von 
den  Tangenlen  einer  Linie  nter  Classe  (§.28,2).  Diese  Linie 
nter  Classe  Ist  die  ReeiproVe  jener  Linie  nter  Ordnung 
(§■31,71. 

II.  Wenn  die  Geraden  23,  31,  12  die  Pole  V,  2',  3' 
haben,  mithin  die  Polaren  der  Punete  2,  3  den  Punel  1'  ge- 
mein haben,  u,  s.  w.,  so  haben  die  Chorden  11',  22'  33'  einen 
Punet  gemein.     Denn  unter  den  Voraussetzungen 


i  -  Pk^'i 


-  %yi  -< 


Die  Gerade  v^  +  lv.;^  =  0 
enthält   den  Punct  1 ,    wenn 


hol  1  die  Polare  i-j  ^  0,  u,  f 
des  Pnnetes  1'  [v^  ^  0,  Hg  = 
v...  +  i.v,,  =  0.     Daher  hat 


die  Chorde  ll'die  Gleichung  v^^v^  —  "ai^a   ^   0 
„         „         22'    „  „  Vi^Vi  —  Vs2V,   =   U 

„        M         ''3'    .■  "  "23«!  —  "is^'a   =   U 

Durch  Addition  der  3  Gleichungen  erhillt  man  0^0,  lolglieh 
haben  die  Chorden  einen  Punct  gemein.  Plucker  Grelle  J.  5 
p.  \\.  Fiedi-er-Salmon  Kegelschn.  1873  p.  163.  Die  Dreiecke 
123  und  r2'3'  sind  perspectivisch  (Stereom.  §.  5,  1],  so  dass 
die  Schnitte  der  Geraden  23  und  2 '3',  31  und  3'1,  12  und 
r2'  auf  einer  Geraden  liegen.  Vergl.  Chasles  soet.  con,  133. 
Schröter-Steiner  Kegelschn.  p.  155. 

ni.     Der   Punct,   in   welchem   die   Strecke    12    nach    dem 
Verhältniss  — f.  getheilt  wird,  hat  die  Polare 


d.i.    iii a;  +  Si y  +  »"i  +  A (ji'j ai  + 


vir.,  - 


1-  *-2)     =     Ü 

Dieselbe   enthält  den  Punct,  welchen  die  Polaren  der  1  und  2 
gemein  haben  und   der  der  Pol  der  Geraden  12  ist,  und  man 


nach  §.  29, 


u» 
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Wenn  4  Puncte  auf  einer  Geraden  liegen,  so  enihallen  ihre 
Polaren  den  Pol  der  Geraden,  und  das  Doppelvcrhältniss  der 
4  Puncte  ist  dem  Doppel verhilltniss  ihrer  Polaren  gleich, 

IV.  Wenn  pp',  qq',  rr'  die  Diagonalen  eines  Vierecks  sind 
(§.  28,  10),  so  sind  p  und  p'  harmonische  Puncte  an  dem  Kegel- 
schnitt u  =  0,  unter  der  Bedingung 

P  =  ap,p,'-*-  ip-iPi  +  epiPs 
+  ({PiPs' -^  Pi'pi)  -^giPaPi'-^  PiP^)  + 'li{P\  Pn' +  P\P2)   =  0 

Ebenso  sind  q  und  q'  harmonische  Puncte  unter  der  Bedingung 
G  =  0.     Aus  i'  =  0  und  a  =  0  folgt  (a.  a.  0.)  fi  =  0. 

Wenn  von  Geraden  1,  2,  3,  4  die  Schnitte  23  und  U, 
sowie  die  Schnitte  31  und  24  mit  dem  Kegelschnitt  in  Harmonie 
sind,  so  sind  es  auch  die  Sehnille  12  und  34.  Hessk  Grelle 
J.  20  p.  301  und  36  p.  1 46.  Fiedler-Salhon  Kegelsehn.  art.  936, 9. 
Denselben  Satz  haben  Cremona  Curve  piane  109,  Chasles  Sect, 
con,  133,  Schröter-Steiner  Kegelschu.  §.  31  synthetisch,  Bosanes 
Schlöniilch  Zeitschrift  17  p.  174  analytisch  bewiesen.  Um- 
gekehrt ; 

Drei  Paare  von  Punclen,  in  welchen  die  3  Diagonalen  einra 
Vierecks  harmonisch  getheilt  werden,  liegen  auf  einem  Kegel- 
schnill.  Wenn  3  dieser  Theilpuncte  auf  einer  Geraden  liegen, 
so  liegen  die  andern  3  auf  einer  andern  Geraden;  der  Kegel- 
schnitt besieht  in  diesem  Fall  aus  den  beiden  Geraden.  Steiner 
Grelle  J.  3  p.  212.  F.ine  der  beiden  Geraden  kann  die  nnend- 
liehferne  Gerade  sein :  die  Mitten  der  3  Diagonalen  liegen  nuf 
einer  Geraden,     g.  16,  4.    §.  30,  16. 

6,  Unter  der  Bedingung  u^u^~  v^  -^  0  hat  die  Gleichung 
für  i  gleiche  Wurzeln  entsprechend  den  congruenten  Gleichungen 
uj  4-  ue  =  0  oder  n  -i-  iijS  =  0.  Die  Schnittpuncle  der  Ge- 
raden 12  und  der  Linie  i*  =  0  fallen  zusammen,  die  Gerade 
ist  eine  Tangente  der  «  =  0,  deren  Contact  durch  u^-¥-  vs 
=  0  oder  v  -t-  u^e  =  0  bestimmt  wird. 

Wenn  der  Punet  1  gegeben  und  die  Gerade  12  eine  Tan- 
gente der  u  =  0,  so  ist  «,Mj  —  »^  =  o   d.  h.  (2)  der  Punct  2 
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liegt  auf  einer  reduciblen  Linie  2ter  Ordnung,  bestehend  aus  2 
Geraden  des  Punctes  i,  den  diesen  Punct  enthaltenden  Tan- 
genten der  u  =  0:  die  Linie  2tcr  Ordnung  u  =^  0  ist  2tur 
Classe  (§.  28,  2) .  Wenn  der  Puiiet  2  ein  Gontact  auf  m  =  0 
d.  h.  «2  =  0,  so  ist  «  =  0  :  die  Gontacte  liegen  auf  der  Polare 
des  Punctes  \ ,  die  Chorde  der  Gontacte  ist  die  Polare.  Die 
beiden  Gontacte  und  die  beiden  Tangenten  sind  nicht  real, 
wenn  (8)  AC — ß^  d.  i.  a,  detu  positiv  ist  (so  dass  der  Puncl  1 
auf  der  concaven  Seile  der  Linie  n  ^  0  liegt}. 

Wenn  der  Punct  1  auf  der  Linie  u  =  0  liegt,  d.  h. 
Mj  ^  0,  so  fallen  die  beiden  Tangenten  u^u^ —  u^  ^=  0  auf  die 
Polare  ii  =  0  des  Punctes  1 :  die  Polaro  eines  Punctes  der 
Linie  w  =  0  ist  die  Tangente  der  Linie  an  dem  Punct, 

7.  Der  Winkel  rf  der  beiden  den  Punct  1  enthaltenden 
Tangenten  der  w  =  0  wird  nach  §.  32,  2  bei  rechtwinkeligen 
Goordinaten  unter  Anwendung  der  Bezeichnungen  (3)  bestimmt 
durch  die  Gleichung 

{A  +  Cy^  +  i{AC-  B^)col^ä  =  ü 

Wenn  der  Linie  a  =  0  ein  gegebener  Winkel  umgesehrieben 
wird,  so  liegt  der  Scheitel  des  Winkels  (der  Punct  1)  auf  einer 
gegebenen  Linie  4fer  Ordnung,  Magnus  Aufgaben  1  p.  172.  Die 
Linie  .A  +  C  =  0  ist  ein  mit  der  Linie  u  ^  0  concenlrischer 
Kreis  (bei  c'^  0,  d.  h.  wenn  «  —  0  eine  Parabel  ist,  eine 
Gerade  iind  zwar  die  Polare  des  Brennpuneles) ;  die  Linie 
AC  —  B^  -  0  ist  von  der  Linie  u  =  0  nicht  verschieden. 
Die  Linie  4ler  Ordnung  wird  von  der  Linie  u  =  0  auf  dem 
Kreis  ^  -t-  C  ^  0  berührt;  ihre  unendlichfernen  Puncto  sind 
die  eines  Kreises. 

Wenn  insbesondere  der  umgeschriebene  Winkel  recht  ist, 
so  liegt  sein  Scheitel  auf  dem  Kreis  A  -i-  0  ^  0.  Den  Scheitel 
eines  der  Parabel  umgeschriebenen  constanlen  Winkels  hatte 
PoKCELET  propr.  proj,  481  naher  bestimmt. 

Wenn  cot^iJ  =  — 1,  so  liegt  der  Scheitel  des  umgeschrie- 
benen Winkels  [mit  nicht  realen  Schenkeln)  auf  der  Linie 
[A  —  C)2  +  4ß2  =  0.     Die   Scheitel   (^1  —  C  =  0,    ß  =  0) 
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sind  die  Breuupuiiete  der  Linie  «  ^  0,   wie  iius  Plückkh's  Be- 
merkung (s,  iinleii  §.  35,  9)  erkanol  wird. 

8.  Mit  den  Tangenten  der  Linie  m  =  0,  welche  den  Punet 
1  gemein  haben,  sind  eine  Gerade  desselben  Punctes  1  und 
ihr  Pol  P  in  Harmonie.  Denn  die  Contacte  T,  T'  und  der 
Pol  P  liegen  auf  der  Polare  des  Punctes  1,  und  diese  wird 
von  der  Goraden  in  P' geschnitten,  so  dass  das  Paar  FP' mil 
TT'  in  Harmonie  ist,  u.  s.  w. 

Die  Punete  einer  Geraden  und  die  Polaren  derselben  (die 
Geraden  eines  Punctes  und  die  Pole  dersellien)  sind  reciproke 
Figuren:  dem  Doppelverhaltniss  von  4  Puncten  der  Geraden 
ist  das  Doppelverhaltniss  der  entsprechenden  Geraden  gleich 
(5  und  §.  31,  7).  Die  Punete  der  Geraden  und  die  Punete,  in 
welchen  die  Gerade  von  den  Polaren  der  Punete  geschnitten 
wird,  sind  in  Involution ;  die  auf  u  =  0  liegenden  Punete  sind 
tautolog  {§.  5,  2],  Die  Geraden  des  Punctes  und  die  die  Pole 
dieser  Geraden  enthaltenden  Geraden  des  Punctes  sind  in  In- 
volution; die  den  Puncl  enthaltenden  Tangenten  der  (f  =  0 
sind  tautolog,  Chasi.f.s  Geom.  sup.  679.  In  den  von  Schröter 
herausgegebenen  Vorlesungen  Steiner's  §,  30  sind  jene  Punete 
einer  Geraden  ein  Punclsystem,  diese  Geraden  eines  Punctes 
ein  Sirahlsystem  genannt  worden, 

9.  Der  Punet  1 ,  welchen  zwei  gegebene  Gerade  gemein 
haben, 

Dx,  +  Ej/i-i-  F  =  0,         D'x,  +  I'l'yt  +  F'  =  U 


hat  die  Polare  px^  +  qy^  +  r  ^  (.)  d. 


Insbesondere  hat  der  Punet  [p^  ^0,5,  =  0)  d.  i.  (c'x,  =  g' , 
c'yi  =  /')  die  Polare  detu  =  0.  Wenn  detu  =  0,  so  ist  die 
Gleichung  der  Polare  nicht  vorhanden,  die  Polare  unbestimmt 
(4);   wenn  aber  detu   nicht  null,  so  ist  die  Polare  die  unend- 
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Hchferne  Gerade.  Dieser  ausgezeichnete  Puncl,  der  zur  Polare 
die  uiiendlieMerne  Gerade  hat,  ist  das  Centrum  der  Linie 
u  =  0.  Bei  der  Parabel  (e'=  0)  ist  das  Centrum  unendlich- 
fern  auf  der  Parabel  und  auf  der  unendlichfemen  Geraden: 
die  Parabel  wird  von  der  unendlichfemen  Geraden  berührt, 
für  alle  Parabeln  ist  die  unendlichferne  Gerade  eine  gemein- 
schaftliche Tangente. 

Für  die  Tangenten  der  u  ^=  0,  welche  das  Centrum  ge- 
mein haben,  ist  (3)  A  :  11  :  C  =  a  :  h  :  b  d.  h.  diese  Tan- 
genten (Diameter)  enthalten  die  unendlich  fernen  Punete  der 
Linie  u  =  0  und  sind  die  Asymptoten  der  Linie  (§.  33,  11), 

10.    Der  unendlichferne   Punct  der  Geraden  y  ^  ax  hat 

die  Polare  p  -i-  (xq  ^=  (i,  welche  den  Punct  (p  =  0,  ^  =  0), 
das  Centrum  der  Linie  u  =  0  enthalt,  mithin  ein  Diameter 
derselben  ist.     Denn  unter  der  Voraussetzung  y,  ^^  ax^  ist 

pxy  +  qyt  +  r   =  xAp  +  aq+   ~\ 

null  bei  unendlicher  a:,,  wenn  p  -t-  aq  =  0. 

Mit    diesem    Diamelcr    isl    die   Gerade   y  =  a'x-    pnrailel, 


Diese  von  c,  /,  g  unabhängige  Gleichung  zeigt  an,  dass  mit  den 
Geraden  ax'^  +  'S^kxy  ■+■  by'>-  —  0  die  Geraden 

(y  -  ax){y  -  a'x)   =   ««V  -  (a  +  a'):^-/  +  y^   =   ^ 

in    Harmonie   sind    (§.  32,  5).     Z.  B.  «'=  ~ft,    ß«' =  —  «^ 
=  —  o  :  6. 

In  der  That  sind  der  unundhchferne  Punct  der  Geraden 
y  ^  ax  und  seine  Polare  /i  -t-  «9  =  0  in  Harmonie  mit  der 
Linie  m  =  0  (4) ,  sowie  mit  den  das  Centrum  enthaltenden 
Tangenten  der  u  =  0  (8).  Zwei  Diameter,  welche  mit  den 
Geraden  y  =  ax,  y  =»  a'x  parallel  sind,  sind  mit  den  Asym- 
ptoten in  Harmonie.     Vergl.  Salmon  Conics  326. 
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11.  Wenn  die  Linie  «  =  0  von  Parallslcn  der  Geraden 
y  ^  ax  geschnitten  (berührt)  wird,  so  liegen  die  Mitten  der 
Chorden  (Contacte)  auf  der  Polare  des  unondlichfernen  Punctes 
der  Geraden  y  =  ((x,  also  auf  dem  Diaraeter  p  -{-  nq  .^  0, 
welcher  mit  der  Geraden  y  =  ax  parallel  ist.  Und  wenn  die 
Linie  w  =  0  von  Parallelen  der  Geraden  y  =  a'x  geschnitten 
wird,  so  liegen  die  Mitten  der  Chorden  auf  dem  üiameter 
p  -I-  a'q  =  0,  welcher  mit  der  Geraden  y  =  ax  parallel  ist. 
Zwei  üiameter  der  Art,  dass  die  mit  dem  einen  parallelen 
Chorden  der  w  ^  0  von  dem  andern  halhirt  werden,  sind 
conjugirte  Diameler  der  «  =  0  {§.  20,  9}  und  mit  den 
Asymptoten  in  Harmonie. 

Ein  Diameter,  der  mit  einer  Chorde  parallel  ist,  und  der 
Diameter,  welcher  die  Mitte  der  Ghordo  enthält,  sind  conjugirt. 
Ein  Diameter,  der  mit  einer  Tangente  parallel  ist,  und  der 
Diameter  des  Gontacts  sind  conjugirt.  Die  Endpuncte  con- 
jugirler  Diameler  ÄA',  BB'  haben,  wenn  P  ein  Punct  des 
Kegelschnittes  ist,  das  Doppel verhällniss  (|.  22,  11) 

{PA,  PA',  FB,  PB']   =   {B'A.  B'A',  B'B.  B'B') 

Die  Strecke  AA'  wird  von  B'B  in  der  Mitte,  von  der  Tangente 
B'B'  in  dem  unendlichfernen  Punct  getheilt.  Also  sind  die 
Endpuncte  eonjugirler  Diameler  i  harmonische  Puncte  des 
Kegelschnittes.     Steiner  syst.  Entw.  p,  162. 

Die  Chorden,  welche  Gegenpunele  der  u  =  0  mit  einem 
andern  Punct  der  Linie  verbinden,  werden  supplementitr  ge- 
nannt. Zwei  Diameter,  welche  mit  supplementären  Chorden 
parallel  sind,  sind  conjugirt. 

Zwei  Diameter,  welche  mit  den  Asymptoten  m  Harmonie 
sind,  sind  conjugirt;  insbesondere  die  Axen  der  m  ^  0,  welche 
die  Winkel  der  Asymptoten  lialbiren  und  desshalb  normal  ku 
einander  stehn.  Alle  Paare  conjugirter  Diameter  sind  in  In- 
volution. 

13.  Durch  die  Substitution  a:  =  se,  +  ^,  j/  =  y,  -I-  ij 
wird 
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und  durch  r}  =  a%  erhält  man 

»  =  Hi  +  2f(y,  +  Q9,)  +  Sä(H  +  2ha  +  ößS) 

Wenn  nun  f',  ^"  dio  Wurzeln  der  Gleichung  u  =  0  sind,  und 
)j' =i  «^',  );"==  k|",  so  hat  die  Linie  «  =;  0  mit  der  Gera- 
den y  —  y^  ^=  ix{x  —  «i)  die  Puncte  »,  +  |' |  ffi  +  l'  und 
*i  +  r'  I  J*!  +  V"  gemein. 

Die  Chorde  der  gemeinschaftlichen  l'uncle  wird  von  dem 
Punct  1  halbirt,  wenn  ^'+  ^"  ==  0  d.  i.  p^  +  aq^  =  0.  Wenn 
bei  gegebenem  «  die  Chorde  eine  gegebene  Richtung  hat,  so 
liegt  ihre  Mitte  1  auf  der  Geraden  p, +■  «g,  =  0   (H), 

Wenn  der  Punct  I  gegehen  ist,  so  genügt  die  Mitte  x\!i 
einer  den  Punct  \   enlhailenden  Chorde  dem  System 

y  —  yt  =  a(a;  — a;i),        y  +  «3  =   " 

milhin  der  Gleicliung  p[x  —  x{\  +  q(y  —  ^i)  =  0    d,  i. 

u  ^  px^  +  qy^  -^  r  ^  PiX  +  q,y  + /, 

d.  h.  die  Mitte  einer  Chorde  des  Punctes  1  liegt  auf  einer 
bestimmten  Linie  zweiter  Ordnung,  welche  mit  ;i  =  0  die 
unendlich  fernen  Puncte  gemein  hat,  also  mit  ihr  (weim"  nicht 
detu  null  ist)  ähnlich  ist  und  perspectiviseh  liegt;  der  Punct  i 
ist  das  Aehnlichkeitscentrum,  Dieser  Satz  ist  von  Newton 
Princ,  I  pr.  37  extr.  gegeben  und  mehrfach  reproducirt  worden : 
Gerg.  Ann.  10  p.  100,  11  p.  123.  Plückbb  Enlw.  1  p.  155  u.  A. 
.Mit  den  gemeinschaftlichen  Puncten  a',^',  x"'  y"  sind  die 
Puncte  1,  2  in  Harmonie,  wenn  (§,  3,  1) 


=  P,Xi  +  q,y2  H 


13.     In  Bezug   auf  die  Linie   u  -=  0,   welche   zufolge  der 
Schluss- Bemerkung    (4.  1)    als   irredudl)el  vorausgesetzt  wird, 


1              l+l 
3:j  -  X,           2iV 

U.  L    p,(,,- 

-xi)  +  qi(¥i-Vi) 

wie  oben  (4). 
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hat  die  Gerade    Äx  ■+■  By  -(-  C  =  0    den  Pol  a^,]^, ,  bestimmt 
durch  das  System 


a    h    g  \  a    h    Pi   ^ 

<  h    b     f  I    =    '  A    b     9,   I 
3    f    e  i  \  9    f    ^\  \ 

abgekürzt  {ahg)  =  {ahp,),   [aA(/)a;j  =   [p,/ig),  folglich 

(oA^)x,  =  (Ahg)  (ahA),j,  =  (aAff) 

Wenn  ^  =  0  und  /?  =  0,  so  ist 

(-4ÄJ,)   =   6V'  {aAg)   =   Cf  {ahA)   =   Co' 

d.  h.  die  unendlichferne  Gerade  hat  den  Pol 

{p,  =    U,    q,   ^   0)      d.i.     (c'^i    =   3',    cVi   =    f) 

das  Centrum  der  Linie  «  ^  0   (9). 

Wenn  die  Gerade  Ax  +  By  +  C  =  0  ein  Diameler  der 
M  =  0  ist,  also  das  Centrum  enthält  d.  h.  Ag'+  Bf'-t-  Cc'  =  0 
oder  [aliÄ]  =  0,  so  sind  a;,  und  y,  nieht  beide  endlieh, 
mithin 

y,   :   7i  =  ax,  +  hi)i  :  hx,  +  by,  =^   A   :   B 
{a£  —  hA)xt  +  {hB  —  hA)y,  =   i| 

d.  h.  der  Pol  ist  uuendüehferu  in  bestimmter  Richtung. 

Wenn  insbesondere  u  =  0  eine  Parabel  ist  [e  ^  0,  folg- 
lich ag' +  hf  =  0,  u.  s.  w.),  so  ist  das  Centrum  der  unend- 
lichferne Punct  der  Parabel  auf  der  Geraden  ax  ■+■  ky  =  l). 
Der  mit  dieser  Geraden  parallele  Dianiotcr  ax  -^  hy  -i-  C  ^  Q 
hat  seinen  unendlichfernen  Pol  auf  der  Geraden 


ax,  -1-  hy,  :  gx,  +  fy,  ^   a  :  C 
d.i.      (3-C)^,  +  (f-  Je);,,   ^ 

In  der  Thal  ist  [ahA]  =  0,  und 


y  Google 


§.34.    Polaren  und  Pole.  219 

(Akg)   =   Cg' +  ff  ^  f  {^f  ~  ^C) 
(aAg)  =  r(C-g) 

14.  1.  Wenn  die  Geriide  Ax  -i-  By  -\-  C  =  0  eine  Tangente 
der  u  ^=  0  ist,  so  ist  sie  die  Polare  des  Conlactes  \  mit  «  ^  0 
und  enthält  denselben  (6).    Zufolge  dieser  Bedingungen  ist 

p,  +  kA^i)  g,  +  ;.B  =  U  r,  +  AC  =  0 

Ax^  +  By^  +  C  ^   0 
mithin 

.a    k    g     A\ 

\h    b    t  b\_^ 
■  g    f    0    C  [ 

\aBC(I\ 

Die  Determinante   ist    eine   Form   2len    Grades    der  A,    B,    G 
(§■  33,  1) 

a'Ai  +  b'B^-t-  e'a  +  2f'BC  +  2g'AC  +  Ih'AS 
=  AF+  BQ  +  CR 

Die  Tangenten    der    j^  ^  0   bilden    demnach   eine   Serie   2ter 
Classe,  deren  Enveloppe  u  ^  0  ist  [§.  28,  2). 

II.  Wenn  ü  =  aA'^  +  hB^  +  .  .  =  pA-^  qB  +  rG  die- 
selbe Form  2ten  Grades  der  A,  B,  C  ist,  wie  u  der  os,  y,  1, 
so  hat  die  Gerade  A^\B^\  C,  an  der  Serie  ü  =  0  den  Pol 
(4.  II) 

PfA  +  g,B  +  rtC  =  o 

Für  die  Coordinalen  x,  y  des  Pols  hat  myn 
x:  y  :  i    ^  p,  :  q,  :  r, 
Pi  +  Ix  ^   0 ,      g,  +  /j  =■  0,       Ti  +  A  ^   U 

Wenn  der  Pol  der  Geraden  1    auf  der  Geraden  liegt  d.  h. 

A,x  +  B,y  +  C,  =.  (\ 

so  ist  er  ein  Puncl  der  Enveloppe .   welche  die  Serie  1/  =  0 
berührt,  und  man  hat 
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aA,  +  hB,  +  srC,  +  ia:   =  0 

ft^i  +  bB^  +  fC,  +  Is   =  " 

7<    6    Z' 

gA,  +  fßi  +  cC,  +  X      =0 

,     f    c 

37^1  +  !/B,  +     C,               =0 

X    y    1 

d.  i.     «V^  +  b'if  +  o'+  2f'y  +  2g'x  +  2^'» 

ir  die  Enveloppe  der  Serie  C/  =  0. 

Als    Eiiveioppe    der   Serie    a'A"^  +  S'-B^  + 

an  ebenso  v.  =  ax""-  +  Ay^  +  .  .  =  C 

.     Denn 

b'  f 

f     c' 


weil  adja'=  adetu  (§.33,3],  u.  s.  w.  Vergl.  Brioschi  Delerm. 
p,  15.  Hesse  Raum j^eo melde  10.  Vorl.  Fiedler- Salm on  Kegel- 
schn.  p.  396. 


15.  Wenn  die  Gerade  Ax  ■ 
der  «  =  0  ist,  d.  h.  AP  +  BQ 
sie  den  Pnncl  1   cnlhalL  d.  h.  A. 


4- 

By  + 

C  = 

0 

eine  Tiinejente 

+  CR  = 

=  0 

u 

I), 

und  wenn 

^1 

^By 

+  c 

0, 

so  isl 

P 

+  Ix, 

+  ßX 

= 

0 

Q 

+  ).>,, 

+  lly 

= 

0 

indem  1  -.  '/.  :  fi  wie  die  Adjnneten  einer  Coloiine  sich  ver 
hallen.  Zufolge  dieser  3  linearen  Gleichungen  für  A,  B,  C,  l,  > 
und  der  obigen  2  linearen  Gleichungen  für  A,  B,  C  ist 

I  «'  k-  /  X,  ^l 
h'  b'  f  Vi  y  \ 
\g'     f     c'     \      l   I  =  0 


für  einen  Punct  a:|^  der  durch  den  Puncl  1  gehenden  Tangenten 
der  u  =  0  (2  und  6).  Bnioscnr  a.  a.  0.  Hbsse  Schlömilch  Zeit- 
schrift 1876  p.  12. 
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welche   den    Punet    [Ax 
ist  eine  Tangente  der  u 


h  ..  =  0,    A'x-\ 
=  0,  wenn  [14) 


-  C")  =  0, 
i)     enthalt, 


9     f     -^ 
A'  B'   C 


Den  Wurzeln  fi',  ^"  dt 
entsprechen  die  beiden  den 
genten  der  u  =  0 


Ax  +  ..  +  ix'iA'x-i 
Wenn  a'  oder  y'  null. 


■)  = 


quadratischen   Gleichung   für   ; 
eaebcnen  Punel  enthaltenden  Tan- 


y,^"(A'x  +  ..)  . 


fälll  eine  der  beiden  Tangenten  auf  eine 
der  beiden  gegebenen  Geraden  [M.  I);  wenn/5'null  [f.t'-\-  n"^  0), 
50  sind  die  beiden  Tnngenlen  mit  den  beiden  Geraden  in  Har- 
monie. Wenn  «'/' — ß"^  =  0,  so  fallen  die  beiden  Tangenten 
zusammen,  und  der  Schnittpunct  der  gegebenen  Geraden  ist 
der  Contact  auf  u  ^  0.  Nur  bei  detw  ^=  0  geht  von  dem 
Schnittpunct  der  beliebig  gegebenen  Geraden  nach  dem  Schnitt- 
punct der  Geraden,  aus  welchen  «  ^  0  besteht,  eine  Gerade, 
die  mit  u  =  0  zwei  vereinte  Puncle  gemein  hat. 
In  dem  System 

u     h     g     A     A' 

h     b     f     B     B' 


A'  B'    C  ß 
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dessen  Determinante  S,    fallen   .idja,    adj^,   adj/5  mit  a',   y', 
—  ß'  zusammen,   wenn  a,  ß,  y  null  sind.     Nun  ist  (§.  33,  3) 


folglich 


adiy     adj  ß 


A     B     C     0      0 
A'  B'   C     0      0 

Wenn  die  Determinante  5len  Grades  null  ist,  so  schneiden  sich 
die  Geraden  A\B\C  und  A'\B'\C'  auf  dem  Kef^elschnitt 
I'  =  0. 


17.     Wenn   der  Kegelsehnilt  u  =  0   die  Puncle  1,  2  eni- 
hiilt,  und  der  Punel  x\g  auf  der  Chorde  12  liegt,  so  ist 

«  — a(a!— ar,)(a:— «a}  — 6(y— y,)(p— yj}  — 2Ä{a:— 3!,)(y— yä)  —  0 

eine  Gleichung  ersten  Grades  für  x,  y,  welcher  dadurch  genügt 
wird,  dass  der  Punct  x\y  auf  1  und  auf  2  fällt;  also  die  Glei- 
chung der  Chorde. 

Man  erhält  die  Gleichung  der  Tangente  mit  dem  Gontacl  1 , 
wenn  der  Punct  2  auf  1    fällt: 

«  —  a{x  -  3;,)2  —  b{y~y^y'  —  2Ä(3:  —  a;,)(y  —  */,)  =  D 

d.i.     2axXi-\-  -Ibyy,  +  2c  +  2f{y  +  i/,)  +  2g{x  +  ar,)  +  'ih{xy,  +  x,y) 

—  axi'i  —  ly^i  —  c  —  2fy,  —  2gX:  —  2hx,g,   =  0 

mithin 

axx,+  byy,  +  c  +  f{y  +  g,)  +  ff{x  +  x,]  +  h{xyi  +  x,y)   =  0 

Wenn  der  Punet  x\y  gegeben  ist,  so  wird  ftir  eine  den- 
selben enthaltende  Tangente  der  Conlact  1  durch  das  System 
(m,  ;=  0,  axx,  -H  .  ,  ^  0)  bestimmt.  Der  Gontacl  liegt  also 
auf  der  Geradon  «3737,  -t-  ,  ,  =0,  der  Polare  des  Punctes  x  y, 
wie  oben  (4].  Magnus  Aufgaben  1  p.  161.  Fiedler-Salmon 
105. 
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18.  I.  Wenn  m  die  obige  quadratische  Form  der  irilinearen 
Goordinalen  i, ,  z^,  23  des  Puncles  z  ist  [§.  30),  und  wenn  der 
Punet  a^  +  £^  auf  der  Linie  m  =  0  liegt,  so  erhält  man  wie 
iiben    (1)   für  e 

«„+  2«^f  +  «^j,f=  =  0 

indem  man  componirL 

Hier  sind  p^,  5^,  ?-^  die  Werlhe,  welche  die  halben  Fluxionen 

der  «  nach  den  Goordinalen   s,,  z^,  z^  in  dem  Punct  a;  haben. 

Unter  der  Bedingung  u      =  0   sind  die  Pmiete  a;,  y  mit 

dem  Kegelschnitt  in   Harmonie,  y  liegt  auf  der  Polare   des  x, 

Unter  der  Bedingung  u^^u^y  —  m^^  =  0  liegt  ?/  .luf  einer 
den  Punct  x  enthaltenden  Tangente  der  u  =  0. 

H.  Wenn  a,  ß,  . .  gegebene  lineare  Formen  der  homogenen 
Goordinalen  a:,  y,  (.  und  Ä,  B^  .  .  constant  sind,  so  hat  die  aus 
ö^,  (3^,  .  .  componirte  quadratische  Form  u  =  .4  o  ^  +  B(S^  +  .  . 
die  halben  Fluxionen 

*  Öa:  hx  '   bx 

,  ÖU  ,     OK  „,03 

Durch  Gomposilion  derselben  mit  den  Goordinalen  des  Puncles  1 
erhält  man 


•  ),,'• 


■   J  ,-  t,   ^  -da«!  - 


der  Werth,  welchen  «  im  Punct  1   hat,  u.  s.  ■ 
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Daher  hat  an  dem  Kegelschnitt  Aa'^  +  Bß'^  +  Cy^  =  9 
der  Punct  1  die  Polare  Aa^a  +  Bß^ß  +  Cy^y  =-  0.  Der 
Puncl  ßy  {ß  =  (},  y  =  0)  hat  die  Polnrc  a  =  0,  u.  s.  w. 
Die  Geraden  «  =  0,  /J  =  0,  ^  =  0  bilden  harmonisclies 
Tripel  an  dem  Kegelschnitt,  ihre  Schnitte  sind  drei  harmonische 
Puncte  (4). 

An  dem  Kegelschnitt  Aa^  +  Bß^  +  Cf  -i-  Öö^  ==  o  hat 
der  Punet  1  die  Polare  Aa^a  +  Bß^ß  +  Gy^y  +  I>(i,ö  =  0. 
Der  Punct  aß  [«  =  0,  ^  =  0)  hat  die  Polare  Cy^y  +  Di5|(J 
=  0,  welche  den  Punct  yd  (j-  =  0,  (J  =  0)  enthalt,  so  dass 
aß  und  yd  mit  dem  Kegelschnitt  in  Harmonie  sind.  Der  Kegel- 
schnitt ist  mit  jedem  der  Paare  uß  und  y8.  ßy  und  arf,  ya 
und  ßS  in  Harmonie  (b.  IV). 


§.  35.    Veränderung  der  Coordinateii. 

1.     Wenn    man    den    Punct    \    zum   Anfang    der    mil   a-,    y 
parallelen  Coordinalen  J,    i,    des  Punctes  x^y  wiihll  (§.  18),  so 

wird  w  durch  die  Substitution  x  =  a^,-!-^,  ;;  =  Vx  +  H  trans- 
formirt  in  (g.  34,  12) 

afa  +  2figv  +  V  +  2i)|J  +  2äi7!    ■  «, 

Unter  der  Bedingunsi  dass  die  Linie  «  =  0  keine  Parabel,  c 
nicht  QuU  ist,  wird  dieser  Ausdruck  vereinfacht,  indem  man 
den  Punct  1  in  das  Centrum  der  Linie  «  =  0  legt.  Dann  ist 
Pi  =  0,  9,  =  0,  c'r,  =  detif,  und  für  die  Linie  m  =  0  bleibt 
die  Gleichung 

a|2  +  2fegi;  -H  672  +  detH  :  c'  =   0 

In  der  Thal  entspricht  dem  Puncl  ||)j  der  Linie  der  Gegenpunel 
—  II— ij,  U.S.W.  (§.  33,  10). 

Die  Linie   aa^^  +  2  Aa^  +  ty^  +  C  =  0   hat  das  Centrum 
0|0  und  die  Asymptoten  (§.  34,  9) 

ax^  +  lhxy  +  h^  ^  ^    d.i.    (öiT +  ÄI/P  +  eV  =  0 
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Die  Aseii ,    welche    die    Winkel    der  Asymptoten   haibireii    imd 
unbedingt  real  sind,  haben  die  Glciehung  (§.  32,  3} 


Allen  C  enisjireehen  alle  Linien  zweiter  Ordnung,  welehe 
die  Asyniptolen  [das  Gentrum,  die  Axen)  ijeniein  haben.  Wenn 
die  Linie 

ax^  +  Ihxy  +  hy"^  +  0  =  u 

nicht  real  ist,  sn  ist  die  Linie 

ax^  +  'Xhxif  +  bi/^  —  C  =  U 

eine  Ellipse;    wenn  jene  eine  Hyperbel,  so  ist  diese  die  conju- 
girte  Hyperbel   (g.  23,  8). 

2.  Wenn  man  sina;^  =  1  voraussetzt,  und  den  Punet 
a'  1/  dureh  die  concen Irischen  Coordinalen  sc',  y'  bestimmt,  bei 
welchen  zwei  der  Winkel  xx'  ^  a,  xy'  ^  ß,  x'y'  =  ß —  u 
zur  Verfügung  stehn,  so  wird  aj:'' -h  2fcxT/ +  bi/'^  dnreh  die 
Substitution 


transformirt  in  Ax''^  +  iHx'i/' -t-  ßy''-.     Die  Coefiicienlen 

A  =-  acüsäffl  +  2ÄcosasLLi«  +  üsin^« 

iJ  =   a  cosä^  +  2h  Kosß  siaß  +  b  sin^^ 

11  =   a  cos«  cos/;  +  ?i{cosasin^  +  sin«  cos,?)  +  b  sicia  »iaß 

=  fiosB  oos(7[a  +  ft(lansc  +  tang^)  +  b  lang«  taiigjS] 

ergeben 

{A^B):  ,iu(ß-a)  ^  {..  -  i)  sii,(ß  +  ^)  -  27,  ™s{a  +  ^) 
2H  ^  (a^b)  cos(a  +  ß)  +  2;.sm{«  -,- ß)  +  (,<  +  6)  eos(^~-«) 
und  haben  die  Eigenschaflen  (§.  18,  3) 

A  +  i*  — 2HüoKa;V'  =   {a  +  b]  ^^hi^^'/ 
AB-m   =   [a6  — AOsiii^a-'V 

wie  man  durch  Ausrechnunn  direel  bestaliul  liridet. 
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3.  Wenn  die  neuen  Coordinalen  f^loicliliills  rechtwinkelig 
sind,  so  ist  (2)  /t  +  ,B  =  a  +  b,  und  die  Linie  acc'^  +  . .  oder 
Ax'^  +  . .  hat  auf  den  Schenkeln  des  cioiic,t'T\lrisehen  rechten 
Winkels  x'y'  die  Puncte    [rejd  oder  nicht) 

{/  =  u,  J*V  +  C  =  I))    iind    [x'  =  <\,  B,f'„^  +  C  -  (I) 

dergestall  dass 


d.  h.  die  Reciproken  normaler  Quadrat-Halbmesser  eines  Kegel- 
schnitts haben  eine  conslanic  Summe,    Plücker  Rntw.  2   [1831} 


4.  Wenn  die  Geraden  a:'(y  =  a-  (anijo)  und  ji'{y  =  x  liint;(J) 
conjugirte  Diame(er  sind  (S;.  34,  10),  so  ist/f^O,  A^'''-hBy"^ 
+  C  =  0,  und 

AB  =  (oft  —  ftä)  sinix'i/,        J  +  B  =   [a  +  b)  sin^arV 


c'  A^  B   - 


-(ff  +  ö) 


Bei  der  KUipse  (c' ]>■  0)  sind  A  und  S,  sowie  die  con- 
jugirten  Quadral-Halhmesser  eines  Zeichens:  die  beiden  Hallv 
messer  bilden  mit  der  Chorde  ihrer  Endpuncle  ein  Dreieck  von 
constanter  Flüche,  den  4t«n  Theil  eines  der  Ellipse  einge- 
schriebenen Parallelogramms,  den  8ten  Theil  eines  der  Ellipse 
umgeschriebenen  Parallelogramms;  und  die  Quadrat-Halbmesser 
haben  eine  conslante  Summe. 

Bei  der  Hyperbel  {e  <;  0)  siud  A  und  S,  sowie  die  cnn- 
jugirteii  Quadrat-Halbmesser  nicht  eines  Zeichens,  fUv  Ax''-^  By'- 
-I-  C  =  0  findet  man 


.0  hiil  die  Gerade  x'  mit  der  Hjperbel  den  Puncl 

■■  OM,  y'=  0)  gemein;   die  Gerade  y'  hat  mll 
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der  Hyperbel  einen  realuii  I'ilikiI  nichl  gemein,  ober  niil  der 
conjugirten  Hyperbel- den  Punct  L{x'=0,  y' =  y\).  Die 
Gerade  x'  ^  x'^^  ist  Tangente  der  Hyperbel  in  M,  nnd  schnei- 
del  die  Asymploten 


in  den  Pnnelen  N\x'  =  x\,  y'  =  y\^)  und  N'[x'  =  x\, 
y'  =  —  y'o),  so  diiss  die  Flächen  der  Dreiecke  OMN,  ON'K 
und  des  Parallelogramms  OMNI,,  sowie  die  Differenz  OM"^  —  MN- 
von  (gegebener  Grösse  sind.  Die  Tnngenle  N'N  der  Hyperbel 
schneidet  von  den  Asymptoten  derselben  ein  Dreieck  von  con- 
stnnler  Fläche  ab,  der  Contact  ist  die  Mitte  der  A'N. 

Wenn  eine  mit  der  Geraden  ^'parallele  Gerade  die  Hyperbel 
lind  ihre  Asymptoten  in  den  Puncten  P,  P'  und  Q,  Q,'  schnei- 
det, so  werden  die  Chorden  PP'  und  <i,<X'  beide  von  der  Ge- 
raden a.'  halbirt,  weil  der  «nendlichferne  Puncl  der  y'  und 
seine  Polare  j.'  in  Harmonie  sind  sowohl  mit  der  Hyperbel  als 
auch  mit  deren  Asymptoten  {§.  34,  10), 

Bei  der  lilllipse  giebt  es  ein  Paar  conjugirle  Halbmesser 
von  gleicher  Grösse  {A  —  ß  =  0,  u.  s.  w).  Wenn  die  Ellipse 
ein  Kreis  ist  [b  ^  a,  h  =  0),  so  ist  aos[ß  —  a)  =  0:  alle 
coniugirlen  Halbmesser  sind  normal  zu  einander  und  von  gleichei' 
Grösse.  Bei  der  Hyperbel  ist  a:',,^  —  y'^"^  von  gegebener  Grösse, 
und  nur  nnll  bei  der  gleichseitigen  Hyperbel  («  +  6  =  0). 

Diese  Salze  waren  den  griechischen  Mathematikern  bekannt: 
Apolloniüs  Con.  H,  3  ff.  VII,  12  ff.  Die  Eigenschaften  der  con- 
jugirten Halbmesser  einer  Ellipse  werden  auch  dadurch  erkanni, 
dass  man  die  Ellipse  als  Normalprojection  eines  Kreises  be- 
Irachlel.   Vergl,  7..  B,  Brjot-Bouqubt  l.erons  de  geom.  analyt.  164. 

5.  Wenn  die  conjugirten  Diameter  x' ,  y'  die  Axen  der 
Linie  21er  Ordnung  sind,  so  ist  7/  =  (I  und  1  +  tangrt  lang;^ 
=^  ü,  und  Kwar  unicr  der  besondem  Voraussetzung  ß  —  «  =  in 

,sm(a  +  ^)   =   ,;o.s2«,         .os(ß  +  (i)   =   -  sin2ß 
—  (o^;.)  siLi2a  +  27i(:ns2a   —   0,        lI.  i.      21'  cot 2a  =   «  — /. 
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Nachdem  man  zwischen  — ^71  und  ^:i  den  Winkel  2«  und 
damil  die  positive  Richtung  der  x'  bestimmt  hat,  findet  man 
A  und  B  eindeutig  aus  dem  System 

J  +  B  =  a-t-b,        A~-B  =   («-S)cus2a 
Man  kann  auch  aus  H  =^  ü  die  Gleichung 

a  +  h  tauK«  l 

h  +  b  tanga  lang« 

ableiten  und  ersetzen  durch  das  System 

k  +  b  tanga  =   v  lang«  !  h  b  —  v  \ 

Die  quadratische  Gleichung  für  w  hat  die  Wurzeln  A,  B,  weil 

A  +  B  ^  a  +  b,        AB   ==  ab  ~  h'   ^  e' 
Diesen  Wurzehi  entsprechen  et,  ß  durch  das  System 
a  +  h  langa  =   A,        a  +  h  tang^  ^   B 

6,  Wenn  bei  der  Hyperbel  x',  y'  auf  die  Asymptoten 
fallen,  mithin  [y  —  x  tang«)(^  —  x  tang|^)  =  0  und  ax"^ -i-'i.hxy 
+  6y2  _,  D  congruiren,  d,  h, 

tanga  +  tang^  =^   — r —  taiinß  taii^^  ^   j 

SO  isl  (2}  .4  =  0,  S=  0,  fl'=^^cosa.-V',  tHx'y'-^-  C=  0: 
das  Parallelogramm,  dessen  folgende  Seiten  die  iin  Centrum  an- 
fangenden und  mit  den  Asymptoten  parallelen  Goordinaten  x\  y 
eines  Puncles  der  Hj  perbel  sind ,  hat  eine  licgebene  Flache 
(§.23,  10  ff.}. 

Z.B.  23^'^  — 5«y-H5j/  — 1  =0  A:\.[x  —  \][^y  —  ix  —  %]—\ 
'=  0  ist  die  Gleichung  einer  Hyperhel  mit  den  Asymptoten 
X  —  K  ■=  fi  und  5y  —  %x  —  2  =^  0,  mit  dem  Cenlrum  1  j  \ 
und  dem  Punet  Ol^. 
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7.    Wenn  m  =  0  eine  Parabel  ist,  also  c'=  ab  —  /i^  =  0, 
aber  a  und  A  nicht  null,  so  wird 

«  =  l(ttcc  +  Äy)2  +  2fy  +  2gx+e 

diiiTli  di<i  Subslilulion  (2)   Iransformirt  in 

Ax'^  +  2Hx'y'+  By"^  +  2Fy' ■\-  %Gx' +  c 

Äa  =  («  cos«  +  sin«)2        fia  =  (a  cosa  +  ft  sinß)(a  coS|9  +  Ä  sm^) 

Ba  =   («oog^  +  ftsm^Sp  ö  =  /"sin« +  ?  cos« 

F-  fsmß  +  gc„^ß 

Inderoman  a  durch  die  Gleichung  a  +  hiun^a  =  0  besÜmtnL, 
erhält  man  A  =^  0,  Ä  =  0,  G  =/'cosR  :  h,  und  bei  belie- 
bigem /?  die  (Jleichung  der  I'arabel 

Diese  Gleichung   wird    durch   die  Subslitnlion   x' =  x^'-i- x", 


[ransrormirt,   indem  man   den   Coordinalen- Anfang  Xi'ii/^'  auf 
den  liestimmten  Punct  der  Parabel 


veriegl.  Wenn  insbesondere  ß  =  a  +  ^n,  sin;?  =  cos«, 
cfisß  =  — sin«,  so  ist  der  Anfang  der  rechtwinkeligen  Coor- 
dinalen der  Sehdiel  der  Parabel. 

8.  1.  Wenn  man  u  bei  beliebis^er  c'  durch  die  Subslitnlion 
(S)  Iransformirt  inAx'^  -h  'iHw'^'  +  By"^  -j-  ^F^'-t-  'iOx' -i-  e, 
und  x',    y'  mit   den   Axen   parallel  sind,    so   ist   {5}   Jf  ^  0, 


Diese  Foi 


nel   ■ 


ird   durch  die  Substitution  x'  ^=  x 


Ax"^  +  By"2  +  2[Ax^ 
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transformirt ,  indem  man  den  Coordinalcn- Anfang  a^/l^i'  i<uf 
einen  beslimmten  Puiict  der  w  =  0    (einen  Scheitel  derselhcn) 

Axi'i  +  £j(i'^  +  2Fyi'+  2  Gx(+  e  =   ü ,        By{ ■¥  F  ^  0 

verlegt.  Indem  man  B  —  A  =  Bs'^  selKt,  und  den  Anfang  der 
Abscisseii  auf  der  Axe  um  eine  durch  e  beslimmle  Strecke  ver- 
legt, findet  num  die  Gleichung  der  Linie,  welche  den  Anfang 
iils  Breunpunct  der  Linie  zeigt  (§.23,  H).  Jedem  Scheitel  ent- 
spricht ein  Bronnpunet  mit  seiner  Direclrix;  bei  einem  Scheitel 
der  kleinen  Axo  einer  Ellipse  ist  f.^  negativ,  der  Brennpunel 
nicht  real. 

If.  WeriQ  x,  y  reell Iwinkeiigu  Coordinaleii  eines  Puiu-tcs 
sind,   und 

«  =  »i  +  j3  -  «a(^.  +  cf 

so  ist  M  =  0  eiiL  Kegelschnitt  (§.23,  14),  dessen  lixcenli-icität 
£  ist,  und  von  welchem  /'(0|0)  ein  Bronnpuucl  ist  mit  der 
Dii-eetrix  a:  +  c  ^  0.  Der  Kegelschnitt  hat  auf  der  Geraden 
y  =  0    die  Axe  2tc  :  (1  —  £^) ,   also   den    andern   Tlrennpnnct 

F'  mit  der  Al>scisse  an  =  St'^c  :  (1  —  t^}.   indem  man  (g.  34,  :)} 

j,  =  X—  f-^{x  +  c)  q.   ^  y  r   =  -  i'^c{x  +  c) 

"   =  l>x^  +  qjji  +  r 

bildet,  lindet  uuin  die  Polare  n  ^  0  des  Punctes  ^^\y\  und 
die  denselben  Piincl  enthaltenden  Tnnuenlcn  w,  h  —  v"-  =  0  des 
Kegelschnittes. 

Die  Polare  des  Brennpnnetes  F  ist  daher  .x'  +  c  ^=  II.  die 
Directrix,  Für  die  den  Brennpunel  enthaltenden  Tangenten 
des  Kegelschnittes  findet  man 

also  die  Asymptoten  eines  Kreises,  dessen  Cenirum  der  Brenn- 
punel ist.  In  der  That  haben  die  beiden  Geraden  3;^  +  y^  =  I) 
mit  w  =  0  je  zwei  vereinte  Puncto  J,  J'  gemein,  die  unend- 
lichfernen Puncte  der  Kreise.     Ersetzt  niiin   x  durch  2b  —  ^, 
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SO  erh<llt  m.nn  »h  l'ohivc  des  andern  ÜrennpuncUis  /''  dessen 
Direelrix 

2e-x  +  c  =  »     d.i.      c(I  +  s^)-(l-*«)^  =  U 

und  als  die  den  Brennpunt-t  F'  enlhallenden  Tangenten 

die  Asjiiiplolen  eines  Kreises,  dessen  Conlnim  F'  isl. 

Von  den  nicht  realen  Tangenten  des  KegelsehniUes  FJ, 
FJ',   F'J,  F'J'  haben  FJ  und  F'J'  den  Punct  G 

{^  +  i,j  =   0,   ie-x  +  iy   ^   U)     <i.  i.     e:ie 

j^Linieiii,  wahrend  FJ'  und  F'J  den  eonjugirlen  l'uni^l  G'ie'—ie] 
gemein  haben.  Die  Geraden  FF'  und  GG'  siud  normal  zu  ein- 
ander, die  Strecken  eoneentriseh.  Die  nicht  realen  Brennpuncte 
G,  G'  des  Kegelschnittes  sind  von  Poncelet  propr.  proj.  470 
entdeckt  worden.  Nach  Pi.iicker  Entw.  1831,  II  g.  1 ,  Crelle 
J.  10  p.  84  ist  ein  Brennpunet  einer  Linie  ein  Punct  der  Art, 
dass  die  Asymptoten  eines  Kreises,  dessen  Cenlrum  der  Punct 
isl,  Tangenten  der  Linie  sind. 

Kegelschnitte,  welche  einen  Brennpunet  gemein  haben,  haben 
die  denselben  enthaltenden  Tangenten  der  Kegelschnitte  gemein, 
Kegelschnitte  mit  gemeinschaftlichen  Brennpuncten  (confocul 
§.  24,  3)  haben  die  die  Brennpuncte  enthaltenden  Tangenten 
gemein. 

111.  Die  Polare  des  Puncles  —  c\i/^  der  Direelrix  isl 
—  ca;  +  yy|  =  0:  sie  enthalt  den  Brennpunet  und  ist  normal 
zu  dem  im  Brennpunet  anfangenden  Veetor  des  Puncles  (§.  17,  1}. 
Daher  bilden  die  Schenkel  jedes  rechten  Winkels,  dessen  Scheilel 
der  Brennpunet  ist,  mit  der  Directrix  ein  harmonisches  Tripel 
an  dem  Kegelschnitt;  die  Schenkel  des  rechten  Winkels  sind 
in  Harmonie  uiil  den  den  Drcimpunct  enlhallenden  Tangenten 
des  Kegelschnittes  (§.  ;(i,  4  nnd  C),  d.  h.  mit  den  Asymplolen 
eines  Kreises,  dessen  Ccnlruni  der  Brennpunet  ist  {§.  3j!,  3). 
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In  der  That,  wenn  man  die  rechlwinkeligeii  coordinirten  Ge- 
raden um  den  Winkel  et  dreht  [2),  also  durch  die  Substitution 

u  in  h'^  -1-  ;2  —  £^Hj^  tnuisforinirt,  so  bilden  die  Geraden  t  =  0, 
Z  =  Ü ,   Hi  =  0  ein  harmonisches  Tripel  an   dem   Kegelschnitt 

M  =  0   [§.  3i,  18). 

9.     Uoi  der  lillipso 


hat  der  Piinet   1    die  l'o 


welche  die  ElHpse  in  1  bci-ührl ;  wenn  dieser  Punct  auf  der 
Elhpse  liegt.  Wenn  durch  xs,  xn,  xr,  xr'  die  Winkel  be- 
zeichnet werden,  welche  mit  der  Geraden  x  die  Tangente  und 
die  Normale  an  1,  und  die  in  den  Brennpuncten  la  0,  — Ea  0 
anfangenden  Vecloren  des  i  bilden,  so  isl  [?\\\xy  =  \] 

lajtgM  ^   \sm%\xa  —  xr)   ■=        --  taiij;c  3   = 


Daher  wenlen  die  Winke!  n-'  der  beiden  Vecloren  von  der  Ta 
{jente  und  der  Normale  halbirt  (§.  22,  7j.  Fernei-  ist  tanti: 
=  —  cota^s.   also  auf  der  Normale 


Die  Tangente  und  die  Normal 
und  N  so  dass 
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d.  h.  (§.  5)  alle  Paare  S  und  N  sind  in  Involution,  das  Genlnim 
0  bildet  mit  dem  unendlichfernen  Punct  der  Axe  ein  Paar,  die 

Bi-ranpuncte  sind  lautolog.     Ebenso  auf  der  Ase  a;  =  0,  über 
die  Bi-ennpuncio  sind  nicht  real.     Ciuslus  Apercu  noie  :H. 


10.  Wenn  die  Halbmesser  OA  und  OB,  OPi  und  OP^ 
eonjugirl  sind,  so  ist  OP^  mit  der  in  P,  gezogenen  Tangenle 
parallel, 

Dieser    Forderung    genügt    di 
System 


mit  der  Bedingung 


&2 


I.     Daher  hat  man 

a3„,a         b^x.'^ 
OF,^.  =  x,^  +  y.fi  =    -?f  +   -^-'-   =   a'  ~  B^x,--' 

OFi^  +  OF^i  =   a'i  +  b'     (4) 
—  OF^^  +  OF-^i  ^  £ä(a2  _  2;e,J} 

IL    Ferner  bat  man,  wenn  OQ, ,   Ci^P^  die  Coordinalen  des 
P^   sind, 

ie.y,  +  xivi  -  y,      0Q,F,  +  oy,/*,  =  0 

S'a^i^cj  +  a'y,;/2  =  0.        taiijj^OP, .  tang^OPj  =  —  &a  :  „^ 

ay,  +  63:j   =   II,       OAF,  +  OQtB   =  0,       O^P,  =-  OPÖ,   =   OifPj 

bxi  =   ai/^,         OP,ß   =   OÄF, 

^,ft-^.</i  =   «?'(^„''  +  ^jC)   =-   ■'fi,         OP,P,  =   OAB     (4) 
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also  auch  durch  Addition  04P,  P.^  =  OABP.^ ,  und  durish  Sul)- 
tracLioii 

AP,F2   =  ABF-^ 

so  dass  AP.2  und  BP^  parallel  sind.     Euler  liilrod.  II,  117. 
Dabei  ist 

2ab  2ab 

^  OP^+OPi^  —  {ÜF^ÖPiy  ^   ä^+~b^r^{0'I',~—0~I\f' 

ein  Minimum,  wenn  OP-^  =  OP^;  und 

(OPi  —  OPi)i  =  «5  +  65_20P,  .OP^  <  (u-  6)ä 

III.  Die  Tangenle  des  P^  hat  die  Rioliliinij  ^,  ihre  Normale 
die  Riehliuig  n,  so  dass  s^  -t-  jfn  =  ^:/r,  cosyn  ^  sin^i/  (9). 
Wenn  nun  OA,  OB  von  der  Noroiale  des  P^  in  N,  M  ge- 
schnitten werden,  und  das  Centrum  O  von  der  Tangenfe  die 
Distanz   TO  hat,  so  ist 

OAl\   =^  OBP^,        a  .  JVi'i  ci,sy«  =   h.OP^mys 

a.  }\N  =   6  .OP-^ 

01',B  =  O.IFj,         ö.MPiCOsa^n  =  «.0/'^sin»'S 

b.  P,M  =   o.öP, 

folglich  P^N  .  P,Äf  =  O/'.j'J,   und 

OPiP,   =   O^ß,         TO.UF,   —   at 

Beslimiiit  man  uoeh  L,  Ji  auf  PK  durch  rechte  Winkel  so, 
dass  OPi'^  =  TO  .  PJ^  und  OP^^  =  rO  .  P^ll,  so  isl 

OP,ä  +  ö/V  =  «^  +  b-^,        l'Jt  +  PiL  =  F,N  +  PtM 

also  NR  =  LM,  EL  und  ü/jV  eoncenlrisch. 

Wenn  dem  Kegelschnill  das  Dreieck  ABC  umgeschrieben 
ist,  und  wenn  die  Halbmesser  «,  ß,  y  mit  den  Seiten  AB,  BC, 
CA  parallel  sind,  so  ist 
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2ABC  =   2AB0  +  2BC0  +  2CÄ<) 
,/AB        BC        CA\ 

wie  Pliinim.  §.  0,  4.    Yergl.  Gklseht  Archiv  30  p.  i5. 

IV.    Für    den  Winke!  rn   der  Normale  mit  dem   von  dem 
lirennpunel  F  anfiingenden  Veelor  FP^  hat  man  (9) 

tangj-H   =   cütsr  =   —  tai/i  :  6'^,         e''a'^   =  «ä  —  fta 
"«"^   "^    fti  +  S«  «ä  &' 

«eiiü  OP.^   und  sinsr  eines  Zeichens  sind.     Salmün  Con.  l'J2. 
Uaher  isl  (III) 

Feniei-  isl  {Ij.  i:!,  i  »nid   18) 


Und    wenn    die  Brennpuncle    von    der   Tangeule    des    P,    die 
ÜlslxiiKen  KF,  K'F'  haben,  so  ist 

KF .  K'F'  =  6'i    (g.  22,  9) 

11,  Wenn  die  Tangente  des  Punctes  1  mit  den  Seheitel- 
langenteii  die  Puncte  M,  M'  gemein  hat,  so  enthält  der  Kreis 
von  dem  Diameter  MM'  die  Brennpunete.  Apollonius  Con.  III,  45. 
Die  Tangente  (a)  schneidet  zunächst  die  beiden  Geraden  x  ^  a, 
a:  =  ^a  in  M,  M'  so  dass 
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Cap.   VI.     Die  Linien  Ster  Orrini 
AM .g,  ,        X,  A'M'.  y, 


Akollonius  Con.  lli,  42.   Die 
Tangenle  sehneidet  femer  die 

Axe  CK  =  0  in  iV,  so  dass 


Daher  ist  für  den  Kreis  MM' 
inil  dem  Genlnim  N 

,rä  +  ((/  -  ONY 
luid  auf  dcf  (jeraden  y  =  0 


OF'i  =  o^  —  OJV'  -\ 


■5(-S) 


^  oä  _  62 


iiniihhängig  von  dem  Gontact  1.  Kür  die  Hyperbel  {i^  <  0) 
findet  man  dieselben  Eigenschaften.  Umgekehrt  schliessl  man: 
Ein  die  Brennpuncte  enthaltender  Kreis  bestimmt  auf  den 
Seheiteltangenten  ein  Rectangel,  dessen  Diagonalen  den  Kegel- 
schnitt berühren. 

Bei  der  Parabel  ist  eine  Seheitellangenle  die  imend  lieh  ferne 
Gerade,  und  der  Kreis  MM',  welcher  den  Brennpunct  enthüll, 
gernd  und  nonmil  v.w  MM'.    Vergl.  §,  ii.  B. 

13.  I.  Wenn  die  von  A{p\q)  anfangende  Strecke  ^IP  die 
rechtwinkeligen  Coordinaten  x  —  p  =  reosO-,  y  —  q  ^  rsinv'^ 
hat,  und  wenn  P  auf  dem  Kegelschnitt  m  '^  0  liegt ,  so  erhall 
man  durch  die  Substiliilion 
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2/  =  t 


die  Gleichung  vir'^  +  'inr+u{p,  q]  =  0  zur  Berecliiiuiig  von  /■. 
Auf  der  durch  den  Punct  p\q  und  den  Winkel  0-  bestimmten 
Geraden  liegen  zwei  Puncle  /"j ,  P^  des  Kegelschnittes ,  ent- 
sprechend den  beiden  Wurzeln  AP^,  AP^  der  Gleichung  für  r. 
Unter  der  Bedingung,  dass  der  Coefficient 


nicht  null  ist,  sind  die  beiden  Wurzeln  endlich,  so  dass 

AF,.AF,   =   u(/.,3)  :  .« 

Wenn  «  =  0  ein  Kreis  ist  (n  ^  6,  A  =  0,  m  =  a),  so  ist 
die  durch  a  dividirle  Funclion  u(p,q]  des  Punetes  4  die  soge- 
nannte Polenz  des  Kreises  m  =  0  in  dem  Punel  A  (g,  21 ,  5) . 

II,  EI)enso  erhält  man,  wenn  die  von  5(p'|g')  anfangende 
Gerade  BQ,  welche  mit  ar  den  Winkel  9'  bildet,  auf  u  =  0 
die  Puncte  Q,  ,  Q;  hat,  und  m'  =  a  cos*^'+  fisiu'^y- 
+  2A  cosysin-Ö''  nicht  null  ist, 

BQ,.BQ,   =  "(p',  9'):  «'' 

Daher  wird  m  =  0  von  den  parallelen  Geraden  AP,  li'-X 
(ra'^i  jji)  so  geschnitten,  dass 

AP,.AP^  :  BQ,.Bg,  =   u{p,  q)  :  u{p',  q') 

Wenn  insbesondere  B  das  Centrum  des  Kegelschnitts  ist, 
ti|B  =  BQ^,  wenn  i', ,  P^  auf  F  fallen,  so  dass  AP  eine 
Tangente  ist,  und  wenn  mit  den  Tangenten  AP,  AP'  die  Halb- 
messer BQ,  BQ,'  parallel  sind,  so  ist 

AP^  :  BQi  ^  AP'-''  :  BQ'i 

W^enn  k.  B.  mit  den  Seiten  AB,  BC,  CD,  DA  des  dem 
Kegelschnitt  umgeschriebenen  Vierecks  AB  CD  die  Halbmesser 
<^i  ß)  7>  ^  parallel  sind,  so  findet  man 

BG        DA    _    AB        Cfl 

wie  l'lanini.  §.  i,  9.     Vergl.  Ghi-NKHT  Archiv  :fD  p.  Wi. 
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III.    Uie  Strecke  AP  und  der  piirallele  Ihilbmesser  BQ  de« 
K.e{^elschnills 


verhallen  sidi  wie  ihn 
AT : BQ  ■ 
D.iher  isl 


■■■(S-"*'M)  =  ('-i-y*(*'-i-y 


Auf  der  Tangenle  AF  isl  ^ 
lieh  wie  oben  (II) 


13.  Wenn  die  parallelen  Chorden  QiQ^,  S,  *?2  "^'^  <1^'* 
parallelen  Chorden  PiP^,  JJ|Ä-2  die  Puncle  A,  B  gemein  liaben, 
so  isl  (12) 


APi  .AP^   =   u{p,  q)  : 
AQ,.A^^   =  u{p,  q)  : 


Bit,  .  BEi 
BS,  .  PS2 


U{p',  q')  : 
n[p\q')  : 


AQ,  .AQ2     _   BS,  .  BS2    _        _      , 
AP, .  AP-i    '"  BR,  .  BR2   —  "'  =  '" 

Apollosils  Con.  III,  46  ff.  Wenn 
insbesondere  R^li^  und  S^S^  Dia- 
meler  sind,  welche  das  Centrum  B 
gemein  haben,  so  ist 


AQ,_^Q; 
AF,  .  AP, 


ßS|3 


Und  wenn  z.  H.  die.so  Diameter  gleich  sind,  so  lie^ien  die  Piinelc 
Ff,  P2,   Q-i,    Q2   i"f  einem  Kreis. 

Wenn    P, /"^     der    Diameler    der    parallelen    Clinrden    isl 
(§.  3i,  H),  welcher  sie  in  A,  B  halbirl,  so  erhält  man 
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.  35.     VeraniTerung  der  Coiirdinülen. 


BI\.BP^ 


positiv  hei  der  Hy))erbol,  woii  l^P^  von  den  parnllelen  Chorden 
aussen  getheilt  wird,  negiUiv  bei  der  Ellipse.  Vergl.  §,  92,  3. 
Bei  der  Parabel  ist  AP^  ■  BP^  =  I.  weil  P^  iinendlich- 
fem,  also 

AQ^^   _  BS,^ 
AP,     ~~    BP, 

Ueberhaupt  werden  die  parallelen  Chorden  QiQj,  S^S2 
von  der  Chorde  P,P.,  in  A,  B,  wenn  P^  unendüchfeni,  AP-j^  :  BP^ 
^  1,  so  geschnitten,  dass 

AQ,^Q.j. 


AP, 


BP, 


Und  wenn  auch  P,  unendHchfern ,  so  werden  die  parallelen 
Chorden  Gi*i2  7  SjSj  der  Hyperbel  von  einer  Asymptote  der- 
selben in  A,  ß  so  geschnitten  dass 

AQ^.AQ,   =  BS,  .BS, 

Denselben  Werth  hat  die  parallele  Quadrat-Tangente  zwischen 
dem  Conlact  und  der  Asymptote,  oder  der  parallele  Quadrat- 
Halbmesser  der  conjugirten  Hyperbel  ii). 

14-.  Das  l'roduct  der  Verhältnisse,  nach  welchen  die  Seilen 
eines  Polygons  von  dem  Kegelschnitt  «  ^  0  gelheilt  werden, 
ist  1.  Carnot  Geom,  de  pos.  235.  378.  Transvers.  9.  Vergl. 
PONCELET  Propr.  proj.  34.    Trigon,  §.  7,  7. 

Werden  die  Seilen  AB,  BC,  ..  von  w  =  0  in  P„  P^, 
a,,  Q^,  ■■  getheilt,  so  ist  [12) 

AP^.  AP.^:  Br,.BP.i   =  i'(^)  :  u{B) 
BQ,  .  BQ-,   :  CQ,  .  OQ.   =   «(7i)  :   </(C) 


AP^AP.^   BQ,  .  BQi    CR,  .  CR^ 
B  P,  .  BPi    CQ, .  CQ2  AB,  .  ASi 


r  nicht  realen,  getrennten  oder  vereinten  Schnitt- 
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punclen.  Wenn  m  ^  0  ein  Kreis  ist,  so  l'olgl.  die  Gloichung 
aus  AFf  .  ÄP2  =  ABy  .  ÄR^,  w.  s.  w.  Für  jede  Centralpro- 
jeclion  der  Figur  giil  dieselbe  Gleichung  [§.  13,  10). 

Auf  Grund  der  Gleicliung  enthijU  der  Kegelschnill  der  5 
Puncte  Fl,  F^,  U,,   Q.j,  Ji,   den  6ten  Punct  R^. 

Wenn  dem  Dreieck  ABC  der  KegelscliiiiU.  ein  geschrieben 
ist  mit  den  Contiielen  P,  Q,  R,  so  ist 

■4/Ü  :?^J'  £^t.   = 

und  zw'iir 

AP  BQ  CS 

BP   ÜQ  AR   ~~ 

SO  dass  die  Geraden  6'/',  A(-X,  BR  einen  Pini«!  j'emiiin  liahon 
[§.  13,  10).     WilrL- 

AP  SQ  OB  _   . 

BP   CQ  AR  "^ 

so  lagen  die  Pnni-lL'  F,    Q,    R   des  Kessel sduiitls  auf  oinisr  Gl- 


15.  I.  Wenn  der  Punct  x  in  Bezug  auf  die  coordinirlen 
Geraden  a;,  =  0,  ar^  =  0,  a^^  =  0  die  homogenen  (Irilinearen) 
Coordinalen  a-, ,  x^,  x^  hat,  und  wenn  unter  Einführung  der 
Puncle  a,  ß,  y,  die  nicht  auf  einer  Geraden  liegen, 

ic,.  =  c,.fc  +  ,?;'  +  y^t»,        i  1=  !,  2,  3 

gesetzt  wird,  so  sind  fc,  l-,  m  von  einander  unabhängige  Uneare 
Formen  der  x^,  x^,  x^,  mithin  homogene  Coordiuaten  des  Punetes 
a:  in  Bezug  auf  die  coordinirten  Geraden  t  =  0  ,  i  =  0,  jh  =  0. 
Die  Ecken  des  neuen  Fundamentaldreiecks  sind  die  Puncte 
"j  &i  Vi  denn  bei  (i  =  0,  m  =  0)  ist  a:,  ;  a:^  :  a:^  =  a,  :  «^  :  cfg, 
u.  s.  w.  Diese  Veränderung  der  homogenen  Coordinaten  war 
in  MöBius  barye.  Calc.  35  vorgezeiehnet. 

Ebenso  wird  verfahren,  wenn  nicht  Puncte,  sondern  Ge- 
rade die  durch  die  homogenen  Coordinalen  bestimmten  Ele- 
mente sind. 
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II.  Durch  die  angegebene  Substitulion  wird  die  quadra- 
tische Form  M  der  x^,  x^,  x^  transformirt  in  eine  Form  der 
k,  l,  m.    Nach  den  Bezeichnungen  §.  34,  18  ist 

p^  =  ax^  +  hx^  +  gx^  =  jij!  +  pj,  +  ii   ni 

2^   =  hx^  +  hx,^  +  fx^   =   q^  +  qJ  +  q   in 

r^  =  ffa^i  +  fx.^  +  ex^   =  r^k  +  r^l  +  j-^m 

«.,.^   =  Pjy  +  S.i'i  +  '■.^3    =   Kß^  +  «^^^  +  "y^"" 

und  daher 

«  ■=  ^'.,^,  +  q^^,  +  '■^^,  =  »^„i  -^  »^^^  +  "^y'» 

Wenn  ugy,  u^y,  u^g  null,  d.  h,  die  l'uncle  a,  ß,  y  mit 
u  =  0  in  Harmonie  sind   (g.  3i,  4),  so  ist 


'*'*  ^^  "««  >  «yy 

An  dem  Kegelschnitt  a  =  0  hat  der  Punet  a  <He  Polare  Wj^^,  =  0 
und  die  beiden  Tangenten  u^^u^^  —  u^^^  ==  0.  Die  quadra- 
tische Form  Ufta^xx  —  %«^  ''^■'  ^u  ^2'  ^3  '^''  durch  weniger 
als  3  Quadrate  ausdrückbar  (§,  34,  2), 

Wenn  u^„,  ugg,  Uyy  null  sind,  so  liegen  die  Puncto  «,  ß,  y 
auf  dem  Kegelschnitt  ii  ='  0,  u.  s.  w. 

16.     Wenn  u  =  ahn  +  bkm  ■+■  ckl,     und    k,    l,    m   lineare 
Formen  der  a^, ,  x^,  x^,    ferner  a,  b,  c  Constanten   sind,  so  ist 
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ein  Kegelschnitt  der  3  Pnnofe 

(;  =  0,  »1  =  n],     {>»  =  0,  t  =  0),     {t  =  0,  ;  =  ü) 

Die  Gerade  bm  +  d  ^=  0  ist  eine  Tungeote  des  Kegels  eh  iii  lies 
mit  dem  Contact  [i  =  0,  n;  =  0),  denn  sie  hat  mit  ihm  die 
Puncle 

bm  +  d  =   0 ,      Im   ^^  0 

gemein.     Die  3  Tangenten 

Im  m         h  „  h  l 

-'.+     -   =   0  ,  ■  -f  -   =   0  ,  -  +   --   =  {) 

b  «  c         a  ab 

schneiden  der  Reihe  nach  die  Geraden  t  =  0,  ;  ^  0,  m  --^  0 
in  3  Puncteii  der  Geraden 


Die  Gerade  des  Punctes  (/  =  0, 


hiilt  den  SchniU  der  beiden  Tangenten 
m        k         „  kl 


und    hildel  mit    der  Tangente   g-i-\   =0    ein    Paar,    ueldies 
mil  dem  Paar  ?  =  0.  w  ^  0   in   Hai'monie  ist.    Die  3  Geraden 


iiaben  einen  Puncl  gemein  [k  :  l  :  m  =  a  :  b  :  c).  Möbiis 
baryc.  Calc.  §.  260.  Bübilt.ier  Gerg.  Ann.  1828  I.  18  p.  ll^U. 
Salmom  Con. 293. 

Wenn   die    Punete   fe,  |V"i  ""^'^   ^'a!™;    "uf  "^em   Kegel- 
schnitt liegen,  d.  h. 


fc,   ^   l,^   m,    -   "'  k,   ^   ?. 


+   ,     +  ...     =    ' 


yGoosle 


g.  35.     ViM-änd«]uii|^  der  Cuordiii 
und  der  l'iinet  k\l\m  auf  der  Chorde  12,  b< 

\  k      l      m    j 

I  ^2     h     fh  I 
Durch  Composilion  der  Coloniieii  niil 

a  :  t|fc:j  b  :  l,lt  c  :  ni 

findet  man  für  die  Ghnrde  12 

_ai_  bl  cm      _ 

ifc,  Ä!2     "*"     ;,  ^2     "*"    Dil  '«2     ~ 

und  für  die  Tiinsenle  mit  dem  Couiaet   1 
ak         bl 


,  +  — .,  ^    I 


Die  Bedingung,  unler  welcher  die  Puncle  i,  2  in  Harmonie 
sind    mit   dem  Kegetschnill,    erhiilt  man    nach  der  Substitution 

(§-  :'i,  ■'  IT-) 

i-  =  fc,  +  tki  l   =   l,  +  fl,  m   =   m,  +  EM; 

indem  man  den  Coeflicienten  von  t  null  stilzt: 

(im,  +  cZijfcj  +  {cl'i  +  am^)li  +  {aly  +  it,)»!;  =   II 
Vergl.  IIkumes  Progr.  des  Cüln.  Realgymn.  Berlin  1860  p.  11. 

Wenn   u   ^  aH- +  bH"^ -\- c'^m'^  — 'i.belm  — 'icamk  — 'iabU, 
die  Norm  der  irrationalen  Function  'Y'ok  -+-  y"i^  +  y^ei«,  so  ist 

7(  =  0     il.  i.     yö^t  +  YU  +  yöm  =  0 

ein  KegetschniU  der  3  Tangenten  fe  =  0,  i  =  0,  m  =  0.    Die 
Gerade  fe  =  0   isl  eine  Tangente  des  Kegelschnittes,  mit  dem 

sie  die  vereinten  Functo  [fc  ^  0,   [bl  —  em)^  =  0]  gemein  hat. 
U.  s.  w.     Vert;!.  Saluos  a.  a.  0. 

17.     Für   die  gemeinschaftlichen  Puncte   des  Keiieischnitles 
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und  der  Geraden  fk  +  ffl  +  hm  =  0  Hndet  man  iluruh  Elinii- 
nalion   von  k  aus  dem  System 

j*i--i       ,1  +  1.«- -ti- 

die  quadratische  G]eichun}i 

cgV^  +  bkm^  +  {hg  +  ch  —  af)lm  =.   U 

Den  beiden  /  :  m  entsprechen  je  ein  Ic  :  m.  Wenn  die  beiden 
Schnittpuncte  zusammenfallen,  so  ist  die  Gerade  eine  Tangente 
des  Kegelschnilles,  milhin  unter  der  Bedingung 

(bg  -i-ck  —  afy-ibcffh   =  0,       li.  i,       Yäf  +  V&>  +  /^  =   U 

und  der  Kegelschnitt 

[Ybl+Y^   .h.c_ 
Jh  *  T  "^  m  ~  " 

geht  durch  die  3  Schnittpuncte  der  Fundamenlallinien  und  be- 
rührt die  Gerade /Is-IA,  Durch  einen  gegebenen  Punct  fr,|iii»!| 
ist  dieser  Kegelschnitt  Sdeulig  bestimmt;  eindeutig  wenn  die 
Gleichung 

für  6  :  c  gleiche  Wurzeln  hat,  d,  h.  in  dem  Fall  dass 

d.  i.     fk,  +  gl,  +  hm,  =  0 

der  gegebene  Punct  auf  der  Tangente  Hegt. 

Wenn  der  Kegelschnitt  der  Fundamentalpuncte  die  beiden 
Geraden /|if|A  und/\ff'\h'  berührt,  so  ist 

yV  +  /*3  +  Vck   =  u 

y'ö7'+  y&i''+  Ych'  ^  u 
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folglich 


und  der  gesuchte  KegelscIinilL 

l  deutig,  denn  von  den  3  Quadratwurzeln  ist  eine  eindeutig. 

§.  36.    Puncte  und  Tangenten  eines  Kegelschnittes. 

1.  Wenn  die  ganze  Function  u  des  Punctes  x\y  m  Glieder 
mit  unbestimmten  Goefficienten  hat ,  so  wird  die  Forderung, 
dass  die  Lini'e  «  ^  0  einen  gegebenen  Punct  enthalt,  durch 
eine  die  Goefficienten  verbindende  lineare  Gleichung  ausge- 
drückt. Das  System  von  m  —  1  solchen  Gleichungen  bestimmt 
eindeutig  die  Proportion  der  Coefficienleu,  ausser  in  dem  Fall 
dass  die  Gleichungen  nicht  unabhängig  von  einander  sind. 
Zur  Bestimmung  der  Linie  u  =  0  sind  daher  m  —  1 
Puncte  der  Linie  erforderlich,  aber  nicht  unbedingt 
hinreichend.  Unter  m  Puncten  der  Linie  besteht  eine  durch 
die  resuUirende  Gleichung  angezeigte  Relation.  Wenn  nur 
m  —  2  Puncte,  welche  die  Linie  enthalten  soll,  gegeben  sind, 
so  ist  die  Linie  Ifaeh  unbestimmt:  es  giebt  eine  Serie  Linien 
u  =  0,  welche  die  gegebenen  Puncte  enthalten.    U.  s.  w. 

Indem  man  unter  u  dieselbe  Function  (der  Coordinaten) 
einer  Geraden  versteht,  findet  man  die  entsprechende  Relation 
unter  m  Tangenten  der  Enveloppo  ü  =  0. 
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Z.  B.  u  =  ax'^  4-  iy^  +  c  +  2/*/  -(-  %gx  +  2Aa:y.  Wenn 
die  Linie  u  =  0  die  Puncte  1,  3,  3,  4,  5  enthält,  so  ist 
na;,  ^  +  6(/i  ^  -+-  . .  ^  0 ,  u,  s.  w.  Balicr  isl  die  Determinante 
6ten  Grades 


null,  und  Ä  =  0  der  Kegelschnitt  der  gegebenen  5  Puncte. 
Die  Gleichung  giebt  eine  Relation  unter  6  Puncten  eines  Kegel- 
schnitts, Ueber  die  Construction  des  Kegelschnitts  der  5  Pnncte 
vergl.  die  Schlussbemerkung  g.  22,  über  die  Art  des  Kegel- 
schnitts MÖBH3S  baryc.  Calc.  §.  255.  Huktadv  Borchardt  J.  89 
p.  70. 

Die  Coefficienten  der  Gleichung  für  a:,  y  sind  auch  dann 
real,  wenn  die  gegebenen  Puncte  conjugirl  complexe  Coordi- 
naten  haben.  Denn  bei  Vertauschung  conjugirt  complexer 
Zeilen  gehl  der  Werth  der  Determinante  tlber  in  den  conjugirt 
complexen  Werlh,  indem  er  einen  oder  mehr  Z eichen wechsel 
erleidet.  Daher  ist  dieser  Werlh  entweder  imaginär  ohnn  realen 
Theil  oder  real.     In  der  That  isl 


b  —  h' 
b  +  b' 


Wenn  a  und   a'  conjugirl  cnniiilex  sind,  so  isl  a  —  «'  inia 
a  +  a  real,  u.  s,  w. 

3.     Indoni   man   die    ersten    H  Cnlonnen  mit  a,    i,    c 
tiplicirt,   mit  ihnen  je  2  andre  Colonncn   vcrhindol,  und 

ax  +  by  +  c   =  p,        a^i  +  6(/|  +  c   =  p, 
II.  s.  \v.  setüt.   linilel  man 
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Puncto  und  Tangenten 


!  a^if)i      y,p, 


Wenn  die  Puncte  3,  i,  5  nuf  der  Geraden  ^  =  0  liegen,  so 
ist  die  Delermiuanle  das  Product  von  2  Determinanten  3leQ 
Grades,  und 

j  ic       y        1   I  I  ya      3^3      a's^'a  I 
abcE      =  PihPi  I  a^i      !/.      1   1  j  ;/)      ^t      ^(!'i      =   " 

I   «ä       Sa       1    '  I   Si      ^3       »'s  !* .    I 

eine  recluciWe  Linie  2(er  Ordnung  bestehend  aus  den  Geraden 
345  und  12.  Wenn  die  l>unele  2,  3,  4,  5  auf  der  Geraden 
p  =  {)  liegen,  so  ist  die  Determinante  unbedingt  null,  der 
Kegelschnitt  der  5  Puncte  unbestimmt  (bestehend  aus  der  Ge- 
raden 23i5  und  einer  Geraden  des  Punctes  1). 


3.     Per  Kegelschnitt,  welcher 
eintafh  unbestimmt.     Z.  B. 

I  <»3Jj3  +  byfi      t       yt     : 

I  a  :  b  beliebig  ist.     Allen 


4    gegebene  Puneic   enthalt. 


;  b    entsprechen  Kegelschnitte 
,  Btlsehel  mit  der  Basis 


1234,  welche  eine   Serie  bilden, 
1234. 

Man  kann  die  Geraden  12, 34,  welche  einen  gegebenen  Winkel 
bilden,  als  coordinirie  Axen  annehmen.  Dann  enthüll  der  Kegel- 
schnitt (i  =  0  die  Puncto  1  ,  2(m  =  0,  ;/  =  0)  mit  den 
Abscissen  «,  a',  und  die  Puncte  3,  i(i[  =.  0,  ic  ^=  Ol  mit 
den  Ordinalen  ß,  ß'  unter  den  Bedingungen 

23 </(-<  +  «•)  2f  =  -h[fl  +  ß') 

c  =   aaa'  =  bßß' 

SO  dass   n  :  y  :  c    und   b  :  f  :   c    gegeben  sind.     Nur  h   bleibt 
unbestimmt:  allen  h  entsprechen  Kegelschnille  1234. 
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Wenn  von  den  Puncten  1,  2,  3,  4  einer  in  dem  Dreieck 
der  andern  liegt,  so  ist  a6  =  c^  :  aa'ßß'  negativ,  ab  —  A'^ 
negativ;  unter  den  Kegolsehnitten  1234  ist  weder  eine  Ellipse, 
noch  eine  Parabel,  Möbius  barye.  Cale.  §.  254,  Wenn  aa'ßß' 
positiv    ist,     so   entsprechen   den   beiden    /i  =  e  :  yaa'ßß' 


i.    Das  Centrnm  eines  Kegelschnittes  1234  ist  (§,  34,  'Jj 

{ax  +  ky  +  g  =^  ü ,      hx  +  by  +  f  ^  «) 

SO  dass  ax'^  —  ti/^  — fy  +  jra;  =  0,  Daher  liegt  das  Centrum 
auf  einem  bestimmten  Kegelschnitt,  dessen  Asymptoten  mit  den 
Geraden  ax^  —  i^^  =  0  parallel  sind,  welche  für  jeden  Kegel- 
schnitt 1234  conjugirte  Richtungen  haben  (§.  34,  10),  Das  Cen- 
trum dieses  Kegelschnittes 

(ax  +  y  =  a,    hy  +  l,f  -   0)     d.i.     i{a  +  a')\l{ß  +  ß') 

ist  das  Centrum  der  Parallelogramme,  welche  durch  die  Mitten 
der  Seiten  der  Vierecke  1234,  1243,  1324  bestimmt  werden. 
Der  Kegelschnitt  der  Centren  enthält  ausser  diesen  Mitten  die 
gemeinschaftlichen  Puncto  der  Geraden  12  und  34,  13  und  24, 
14  und  23,  Diess  erkennt  man  aus  der  Gleichung,  welcher 
man  die  Gestalten 

a-f-')(f'-?-)-(J-|'-0(l-f)-» 

geben  kann,  wobei  a  und  «',  ß  und  ß'  verlauschbar  sind. 
Der  Kegelschnitt  enthält  auch  den  Punct,  welcher  mit  der  Milte 
von  12,  dem  Schnitt  von  12  und  34,  und  der  Mitte  von  34  ein 
Parallelogramm  bildet,  sowie  Kwei  durch  die  Vierecke  1324  und 
1423  entsprechend  bestimmte  Puncte.  Vergi.  Pfaff  Zach  monall. 
Corresp.  1810  Bd.  22  p.  226.  Gergonne  Ann.  11  p.  396,  12 
p,  109.  SrEiNEft  Grelle  J.  2  p.  64.  Maünus  Aufgahon  1  p.  151. 
Salmon  Conics  339. 
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Der  Punet  a^ji/  hat  bei  dem  Kegelschnitt  1234  die  Polare 
(§.  34,  4)  px'+  qy'+  r  =  0,  welche  mit  einer  gegebenen  Ge- 
raden congruirt,  wenn  p  :  g  :  r  ^  A  :  B  :   i    d.  h. 

ax  +  ky  +  g   =    Ä{gx  4-  /(/  +  ^0 
hx  +  bi/  +  f  =   B{gx  +  fy  +  c) 

Daher  liegt  der  Puncl.,  der  bei  dem  Kegelschnitt  1234  die  Polare 
Ax  +  By  -t-  ^  =  0  hat,  auf  dem  Kegelschnitt 

ax^-by^  +  gx-fy  =  {Ax -  By){9X  +  fy  +  e) 
Der  letztere  ist  eine  Parabel  unter  der  Bedingung 
[fA~gB)■^-^a~gA)[fB-}>)   =   0 
WA  +  gBY-bgA-afB  +  ah   =  0 

5.  Bei  schiefwinkeligen  Coordinaten  wird  der  Kegelschnitt 
;;  =  0  als  ein  Kreis  oder  als  eine  gleichseitige  Hyperbel  er- 
kannt,  indem  man  Ax"^  +  By"^  unter  der  Voraussetzung 
siax'y'  ^^  \   durch  die  Substitution  [§.  35,  2] 

transformirt  in  a«^  -t-  by'^  +  tlixy.     Dann  erhalt  man 


a~h   =   [^-B)sin[«  +  ^)sin(^-ß) 

a  +  b  -  2Acos[^-  a)   ^   A  +  B 

Also  ist  u  =  0  ein  Kreis   [B  =^  A]  unter  den  Bedingungen 

b   ^  a  ,        h  ^   a  cosxy 

eine  gleichseitige  Hyperbel  [B  ^  —  Ä]  hinter  der  Be- 
dingung 

a  +  b  —  2h  cosxy  ==  0 

In  der  That  sind  die  Geraden  ax^  +  by^  +  ^hx;/  ^  0,  mit 
welchen  die  Asymptoten  des  Kegelschnittes  m  =  0  parallel 
sind,  in  dem  ersten  Fall  x'^  -h  y'^  -h  'äixy  cosscy  =  0,  die  Asym- 
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ptolen  eines  Kreises  «m  den  NuUpuncl,  in  dem  zweiten  Fall 
normal  zu  einander  (§.  32,  2).  Daher  ist  ein  Kreis  durch  3 
gegebene  Puncle,  eine  gleichseitige  Hyperbel  durch  i  gegebene 
Punete  eindeutig  beslimuil. 

6.    Der  Kegelschnitt  «  =  0  enthält  die  ;i  gegeijunen  Punete 
0|0,    ajO,   0\ß   und   ist  eine  gleichseitige  Hyperl)el  unter  den 


welche  nur  «  :  b  unbesliuunl  lassen.  Daher  giebt  es  eine  Serie 
von  gleichseitigen  llyperljeln  der  3  Puncle.     Jede  derselben 

««'(I  -'  w-Ji^,  - ')  *  v»(?-c4ii  -  f  -  0  - " 

enlhall  den  HöhenpuncL  des  gegebenen  Dreiecks 

Das  Cenlrum  dieser  llyp(!rl>el  ist 

{ax  +  hy  +  g  =  H,     hx  +  bij  +  f  ^   0) 

mithin  a(x  —  ^«1  +  Ay  =  0  und  b[!i  —  ^ß)  ■+■  lix  =  0,  folg- 
lich bei  allen  a  :  b 

x{j:.  -  ia)  +  y{y  -  \ß)  +  -lix  -  i<x){v  -  iti)'^'-"'^!!  -   " 

I>iiher  liegt  das  Centrum  einer  gleichseitigen  lhpcrl>el  der  3 
Puncto  auf  dem  Kreis,  der  die  Mitten  der  Seiten  des  gegebenen 
Dreiecks  ^a]0,  Oj^ß,  ^a'.^ß  enthält  und  der  Feuerbachschc 
Kreis  dieses  Dreiecks  ist.     Magnus  Aufgaben  1  p.  15^. 

7.     Der  Kegelschnitt  ii  =  0  «irrt  von  den   1   (ierurten 
a;  =   U,      V   =   'i,      Ax  +  By  —  \    ^   Ü ,      A'x  +  B'y  —  l    =   (i 
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berührt  iinlcr  den  Bedingungen  (g.  31,  U)  «'=  0,  i'^  ( 

e'—  If'B  —  2g' A   +  Ih'AB     =   U 
(;'—  If'B'—  2y'Ä'+  2h'Ä'B'  =   « 

liine  der  beiden  letzten  Bedini^ungen  kann  erselKl  werden  d 
f[B'—B)  +  g'{A' -  A)  +  h'{AB  -  Ä'B']  =  0 

I  r      3'      h' 


oder  durch  2ff'AÄ'{B'— B]-\-'i/BB'{A'—Ä]  +  c'(AB- 
=  0  d.  i. 


I  A  B'  1^0     oder     I  2A'       2B 

I   2A       2B'  1 

von    denen    jene    die    Proportion    g'  :   h' ,     diese  g'  :  c'   i 
stimmt  lüsst. 

Das  Cenli'um  eines  Kegelschnitts  der  •'<  Tani^enten  [§.  ', 

{c-^  =  ;/',    c'!,  =  f) 

liegt  auf  der  Geraden 


1 


,   und 


,  d.  i.    der    Milien 


M'N 


2A  \2B' 

und  MN',  wenn  die  }>eiden  ersten  Tangenten  den  l'uncl  0 
gemein  haben  und  von  den  l)eidon  andern  in  M,  N  und  M',  iV' 
so  geschnitten  werden,  duss  OM  ^=  \  :  A,  ON  =^  \  :  B, 
OM' ^  1  :  A',  ON' '=  1  :  B'  ist.  Daher  liegen  die  Centren 
der  die  Seiten  eines  Vierecks  berührenden  Kegelschnitte  auf  der 
Millellinie  des  Vierecks  (g.  30,  16).    Vergl.  M*iinus  Anfg.  p.  183. 
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8.     Der  Kegelschnill  «  ^  0  wird  von  den  3  Geraden 

X  ^  0,     V  =  D,     Ax  +  Da  —  i  =  {i 

berührt  unter  den  Bedingungen 

a'  ^   I),      &'  =   0,       c'—  2f'B-^2g'A  +  2h' AB   =   0 

und  ist  eine   gleieiiseitige   Hyperbel,   wenn   a  +  h  —  'ih  ao&xy 
=  0    (5).     Nun  ist  (§.  3i,  3) 

\b'    f  \  I  ö      f  I 


folglieh  der  Kogclsehnitt  eine  gleichseitige  Hyperbclj  wenn 

/■'a  +  j,'3  +  2[f'g'—  c'h')  cosxij  =  Ü 

Dieser  Bedingung  liann  nur  bei  positiven  c'h'cosxy  genügt  wer- 
den, weil  /'^  +  g'^  +  2/V'cosa^  posiliv  ist.  Indem  man  h' 
durch  /',  g'f  c    ausdrückt,  erhalt  man  die  Bedingung 

welche  g'  :  c'  unbestimmt  lasst.  Die  quadratische  Form  der 
/',  1/',  c',  welche  null  sein  soll,  hat  die  Delerminante 


{a  B     Ab  A     )"' 


und  die  Subdetomiinanle  1  —  cos^icy;  daher  besteht  sie  bei 
positiver  Determinante  aus  'i  positiven  Quadraten  (§.  33,  5). 
Wenn  die  3  Tangenten  x,  y,  l  das  Dreieck  OMN  bilden 
[OM  =  \  :  Ä,  ON  =  \  :  B],  so  ist 

OM—ONcosxy  ^  NMoosxl.      ON—üMcosxi/  =  MNi:osyl 

also  die  Determinante  =  — jtfiV^cosa^/eosa^/cosj^  positiv  bei 
spitzen  Winkeln  des  Dreiecks  OMN:  einem  spitzwinkeligen 
Dreieck  kann  eine  gleichseitige  Hyperbel  nicht  eingesehrielmn 
werden. 
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}6.    Puncte  und  Tangenten  e 


Das    Genlrum    [c'x  =^  g',    c'y  ^ /')     einer    dei 
OMN  eiliges  eh  riebenen  gleiehseiligen  Hyperbel,  für  > 


1    Dreieck 
r'elches 


sich  crgiebl.  liegt   auf  einem  beslimmleii  Kreis 
dieses  Kreises 


ist  der  gemeinschaftliche  Puöct  H  der  UChen  von  N  und  .1/ 
des  Dreiecks  OMN,  der  Höhenpuncl  des  Tangenleii-Dreiecks. 
In  Bezug  auf  den  Kreis  hat  [§.  31,  i}  der  Punct  il/['I  :  ,i|0)  die 
Polare  3;  =  0,  der  Puncl  iV[0|1  :  B]  die  Polare  y  =  0,  der 
Punct  O(0',0)  die  Polare  Ax  +  By  —  \  ='  0,  und  die  Polaren 
NO,  OM,  AfiP  werden  von  den  Diameiern ^Af,  IIN,  HO  in  M', 
N',  O'  so  geschnitten,  dass  M  und  M',  N  und  N',  0  und  O' 
harmonisch  conjugirle  Puncte  sind.    Daher  ist  (Trigon,  g,  7,  10) 

HM .  HM'  =  HN .  HN'  =  HO  ,  HO' 

der  Quadrat-Radius  des  Kreises.  Der  Quadrat-Radius  ist  nega- 
tiv, der  Radius  imaginär,  der  Kreis  und  die  Serie  der  gleich- 
seitigen Hyperbeln  des  Tangenten  -  Dreiecks  nicht  real,  wenn 
der  Höhenpuncl  H  des  Tangenten- Dreiecks  in  dem  Perimeter 
dieses  Dreiecks  liegt,  so  dass  das  Dreieck  spitzwinkelig  ist. 
Magkus  Aufg.  p.  185. 


hat,  so  ist 


9.  Wenn  der  Punct  i  die  homogenen  Coordinaten  X{,  y;,  (,■ 
hat,  und  aus  6  Punclen  i  =  0,  1,2,  3,  i,  5  die  Determinante 
fi  (-1)  gebildet  wird,  deren  erste  Colonne  die  von  je  5  Puncten 
abhängigen  Adjunclen  «0, 
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DuL'ch  Composition  dieser  Gleichungen  iiiil  den  C  Güüdcrn  von 
{Ä  +  B  +  C)^  findet  man,  indem  man  p^  =  Ax^  +  /f^j-  +  Ct^ 
dclinirt  [proportional  der  Distanz  des  Punetes  i  von  der  Ge- 
raden AlB'.C). 


Wenn  die  6  Puiiclu,  deren  Gleieliungen  (g.  28,  2)  Po  =  0, 
Pi  =  0,  . .  sind,  ouE  einem  Kegelschnitt  liegen,  so  ist  Ä  =  0, 
mithin  bei  allen  A,  B,  C 

finP«'^  +  CiPi^  +  .  -  +  a^Pi^   =   0 

Und  umgekehrt:  Wenn  ci^pf^"^  +  ,  .  +  «sP-,^  =  0  bei  allen 
A,  B,  C,  so  findet  man  11  =  0,  d.  h.  die  (3  Punete  /?o  ^=  0,  .  . 
liegen  auf  einem  Kegelsehuill. 

Dieselbe  Belraclilung  gilt,  wenn  x^,  y^,  l^  die  liomogeneii 
Cooi'dinaten  der  Geraden  ;  bedeuten.  Wenn  daher  die  6  Ge- 
raden py  ^  0,  p,  =  0,  . .  einen  Kegelschnitt  (eine  Linie  äler 
Classe  nach  §,  Hä,  1i)  berühren,  so  giebl  es  Coeflicienlen  a  von 
beslininiter  Proportion  der  Art  dass  a^piy^  +  . .  -I-  «nP^^  =  0 
bei  allen  A,  B,  C,  und  nmgekehrl,  Paul  Sekket  Göom.  de 
direclion  1869  p.  1^2.  FiEnLBR-S*LMnN  Kegelsclm.  1873  p.  460 
eitirl  Buhnside. 

Bei  Puncten  einer  Linie  nler  Ordnung  und  Tangenten  einer 
Linie  nter  Classe  ergeben  sich  auf  dieselbe  AVeise  analoge  Sätze 
über  die  nlen  Potenzen  linearer  Formen  Po,  Pi,  ■■  ,  wieSERRBT 
bemerkt  hat.     Vergl.  Rusanes  Borchardt  .L  76  p.  ;11«. 

10.  [.  Wenn  die  Elemente  (Puacte,  Gerade)  pg  =  0. 
Pi  =  0,  p2  =  0  und  p^  =:  0,  p^  ^  0,  p;,  ='  0  Je  ein  liar- 
monisches  Tripel  an  dem  Kegelschnitt  u  =  0  bilden,  wenn 
demnach  {§.  3i,  18)  u  sowohl  durch  «oP«- +  «jP,  ^  +  «.^p^^ 
al,>f    aueli    diireh    «t/';/^ -»-  «i  p, "  +  ö,-,Pr,^    ausgedrückt    werden 

fuP»'-  +  it\Pr  +  öaPi'  —  aiP'i'  -  «tPi'        f:.Pi^    =   0 

bei  allen  A,  H,  ü.  Ocmnaeh  (9)  sind  die  Punete  0,  I,  2  und 
3,    '\- .    ü   der   beiden   Tripel  C  Punele  eines   Kegelschnittes   ^, 
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g.  3fi.    Puncto  untl  TaiiHonten  eines  Kegelschnittes.  255 

während  die  Geraden  12,  20,  01  und  il>,  r>3,  3i  der  beiden 
Tripel  6  Tans^eiiten  eines  Kegelschnittes  V  sind.  Hesse  Grelle 
J.  20  p.  292. 

II.  llmgekehrl :  Von  6  Elemenlen  (Punclen,  TaDgeiileii) 
eines  Kegelschnilles  M  bilden  heliebige  3  \it\d  die  übrigen  3  je 
eiii  harmonisches  Tripel  an  einem  liesliminlen  Kegdsehnilt  N. 
Denn  nach  der  VoransseUuiig  ist 

aal>c^  +  Hii^i^  +  a^Pi»  +  asPs^  +  atp,^  +  a^p^^  =   U 

bei  allen  A,  B,  G.  Also  ist  der  Kegelschnitt  »oPo^  "•"  '^\P\'^ 
+  a^Pi^  =  0|  iin  weichem  p^  =  0 ,  p,  =  Ü ,  Pi  ^  ^  ein 
Tripel  bilden,  congruenl  mit  dem  Kegelschnitt  «jpj^  +  «4iC4^ 
"•"  i^D  Pq  ^  ^  "^  7  '"1  welchem  p^  =  0 ,  Pj  =  0  ,  />,-,  ^  0  ein 
Tripel  bilden.     Messe  n.  a.  0. 

III.  Wenn  also  die  l'nnele  0,  I,  2  uiid  3,  4,  ö  auf  einem 
Kegelschnitt  M  liegen  (mithin  2  liarmonische  Tripel  bilden  Jin 
einem  Kegelschnitt  A),  so  sind  die  ß  lieraden  12,  2ü,  01,  45, 
53,  34  Tangenten  eines  Kegelschnilles.  Und  wenn  die  Geraden 
0,1,2  und  3,4,5  Tangenten  eines  Kegelschnittes  M  sind 
[mithin  2  harmonische  Tripel  bilden  an  einem  Kegelschnitt  N), 
so  hegen  die  6  Vuncle  12,  20,  01,  45  53,  34  auf  einem  Kegel- 
selmiU.  Mobils  baiyc.  Cale.  '2H:i.    Steinek  syst.  ImiIw.  56,  IT. 

11.  Auf  einem  von  2  gegebenen  Kegelschnitten  giebt  es 
nicht  unbedingt  3  Puncte,  welche  ein  harmonisches  Tripel  an 
dem  andern  Kegelschnitt  bilden.  Wenn  der  eine  Kegelschnitt 
den  Punct  0  enthlllt,  und  von  der  Geraden,  welche  die  Polare 
des  0  an  dem  andern  Kegetselmitl  ist,  in  den  Punclen  2,  3  ge- 
schnitten wird,  so  sind  zwar  0  und  2,  sowie  0  und  3,  aber 
im  Allgemeinen  nicht  auch  2  und  3  mit  dem  andern  Kegel- 
schnitt in  Harmonie. 

Wenn  aber  die  Puncle  0,  1,2  des  Kegelschnittes  M  ein 
harmonisches  Tripel  an  dem  Kegelschnitt  JV  bilden,  wenn  3  ein 
beliebiger  Punct  des  M  ist,  und  3f  von  der  Geraden,  welche 
die  Pol;n-e  des  3  an   N  ist,    in   den  Punclen  4,   5   geschnitten 
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wird,  so  bilden  3,  4,  5  ein  hannoniaches  Tripel  an  N.  Wäre 
6  der  Punct  der  Geraden  45,  welcher  mit  3,  4  ein  harmonisches 
Tripel  bildete,  so  läge  6  auf  dem  Kegelschnitt  01934  (10.  1) 
d.  i.  auf  i1/,  und  3  läge  nicht  auf  M,  gegen  die  Voraussetzung. 
Die  Seiten  der  dem  M  eingeschriebenen  Dreiecke  012  und  345 
sind  Tangenten  eines  Kegelschnittes  S  (10.  111].  Es  giebl  also 
eine  Serie  von  Dreiecken  (Polygonen) ,  welche  einem  Kegelschnitt 
M  eingeschrieben  und  einem  andern  Kegelschnitt  S  umge- 
schrieben sind,  unter  der  Bedingung  dass  eines  derselben  exi- 
stirt.  PoNCELET  propr.  proj.  565.  Vergl.  Jacobi  Grelle  J.  3 
p,  376.  Chasles  seet.  con.  215  ff.  Schröter-Steiner  Kegelschn. 
§g.  30  und  31.    Fiedler-Sälmon  Kegelschn,  1873  p.  465. 

12.  Wenn  M,  N,  P,  Q  lineare  Formen  der  homogenen  Coor- 
dinaten  x,  y,  t  eines  Elementes  (Punct,  Gerade)  /sind,  so 
ist  JI/ =  0  eine  Serie  llen  Grades  (Gerade,  Punct),  und 
MN -^  lP<X  =  0  bei  gegebenem  l  eine  Serie  2ten  Grades 
(Linie  gter  Ordnung,  2ter  Classe,  Kegelschnill) .  Vergl.  §.  29,  2. 
Der  Kegelschnitt  MN  -^  IPQ.  =  0  hat  die  Puncte  (Tangenten) 

(Jlf  =  0,  P  =  (1),     (M  =  0,  9  =  0) 
{N  =  0,   P  =  0).     (.V  =  0,  e  =  0) 

welche  der  Reihe  nach  durch  0,  1,  3,  4  bezeichnet  werden; 
dann  ist  M  ^  Q  die  Gerade  (der  Punct)  01  der  Puncte  (Ge- 
raden) 0  und  1,  iV=  0  ist  die  Gerade  (der  Punct)  34,  P=  0 
die  Gerade  [der  Punct)  03,  Q  =  0  die  Gorade  (der  Punct)  14. 
Demnach  ist  (§.  29,  4) 

\^     D     t    \ 


w„   (o !  =  «(/Ol) 


1,    Wenn  der  Kegelschnitt  die  Elemente  2,  5  enthalt,  so  ist 


X 

y      ' 

c\    Xf, 

yo   ' 

,  ^1 

j'i   t 

Mf  = 

1 

-   a  ! 
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und  man  erhält  als  Relation  der  6  Elemente  eines  Kegelschnittes 

;  (201)(234)     (203)(214)  1 
I  (501)(584)     (5I)3)(514)  !   ^ 


(201)    .    (203)    ^   (2U)    .    (23.1) 
(501)    '    "(503)  (514)    ■    (534) 


^  [2,  5,  14,  34) 

d.  h.  die  Puncte  2,  5,  i,  3  des  Kegelschnittes  bestimmen  mil 
zwei  andern  Puncten  0,  4  desselben  je  vier  Gerade  von  dem- 
selben Doppelverhältniss.  Die  Tangenten  2,  5,  1,  3  des  Kegel- 
schnittes bestimmen  auf  zwei  andern  Tangenten  0,  4  desselben 
je  vier  Puncte  von  demselben  Doppelverhältniss  (§.  22,  H). 
Vergl.  Magnus  Aufgaben  1  p.  147  ff.  S.^lmon  Con.  cap.  14  und 
FiEDLER-SiLMON  Kegelschn.  cap.  16. 


SSi  =  «-- 

=  M  -■ 

lach  ^ 

j.  'äo,  1 1 

(2,  5,  Ol,  03) 

n.     Der  Kegelschnitt  MN-t-  IPQ  =  0    der  Puncle  0, 
Z,  4  hat  den  PuncI 


1. 


{N-^F  . 


{,M+IQ  =u) 


den  Schnitt  einer  beliebigen  Geraden  des  Punctes  3  und  der 
entsprechenden  Geraden  des  Punctes  1,  Vier  Gerade  des  i 
und  die  entsprechenden  Geraden  des  1  haben  dasselbe  Doppel- 
verhältniss (§.29,  9  u.  10);  die  Serie  der  Geraden  dos  3  und 
die  Serie  der  ont sprechenden  Geraden  des  1  sind  eoUinear 
{§.  13,  ö) ;  die  Schnitte  der  entsprechenden  Geraden  sind  Puncte 
des  Kegelschnittes  (§.22,  12). 

Oder;  Der  Kegelschnitt  MN -i-  IPQ  =  0  der  Tangenten 
0,  1,  3,  4  hat  die  Tangente  [N  —  fiP  =  0,  fiM  +  iQ  =  0), 
die  Chorde  eines  beliebigen  Punctes  der  Geraden  3  und  des 
entsprechenden  Punctes  der  Geraden  1.  Die  Serie  der  Puncte 
der  3  und  die  Serie  der  enl sprechenden  Puncfe  der  1  sind 
coUinear;  die  Chorden  der  entsprechenden  Puncte  sind  Tan- 
genten des  Kegelschnittes.  Chasles  sect.  eou.  24.  Fiedler- 
Salbon  1873  p.  323. 
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13.     Der  Kegelsehnitt   MN+  IPQ  =  0  haL  das  durch  fi 
beslimmle  Element  2 


den  Puntl  der  Geraden  ISü,  \%  oder  die  Gerade  der  Puiicle 
:12,  12;  und  das  durch  v  bestimmte  Element  5 

den  l'unct  der  Geraden  45,  05  oder  die  Ger;idü  der  Puncle 
i;l,  Oä.     Nun  isl  unbedingt 

v{ßM+XQ)  +  X{N—vQ)  =  X{N-^fiF)  +  /i{vM+}.F)  =  /ivM  +  I.  ^ 

Also  hat  die  Gerade  /tvM  +  IN  =  0  ausser  dem  Puncl 
(3/=  0,  JV  =  0)  d.i.  01'3i,  dem  Punet  der  Geraden  01 
und  34,  sowohl  den  Punct  {ftM -t- IQ,  =  0,  N—vQ  =  0) 
d.  i.  12-45,  als  auch  den  Punet  {N  —  ftP  =  0,  vM  +  ).P 
=  0)  d.  i.  23 'SO.  Ebenso,  wenu  die  Elemente  Tangenten 
sind.     D.  h. 

Bei  6  Puneten  eines  Kegelschnittes  012345  liegen  die 
Puncte  01-34,  12-45,  23'50  auf  einer  Geraden,  einer  Pascal'- 
sehen  Geraden  der  6  Puncte  des  Kegelschnittes.  Und  bei 
ö  Tangenten  eines  Kegelschnittes  gehn  die  Geraden  Ol -34, 
■12  ■  45 ,  23-50  durch  einen  Punet ,  einen  BRiANCiiON'schen 
Punct  der  6  Tangenten  des  Kegelschniites.  Trigon.  |.  7,  17. 
Magnus  Aufgaben  I  p,  -152.  Schröxeb-Steiner  Kegelschn.  §.  30  ff. 
und  p.  217.  Fiedleb-Salmon  Kegelschn.  1873  p.  309  ff.  Bavhr 
MUnchener  Acad.  4874  über  das  Paseal'sche  Theorem. 

Umgekehrt:  6  Puncte  der  Art,  dass  die  Puncte  01-34, 
12-45,  23-50  auf  einer  Geraden  liegen,  sind  Puncte  eines 
Kegelschnittes;  6  Gerade  der  Art,  dass  die  Geraden  01-34, 
12 '45,  23-50  durch  einen  Punct  gehn,  sind  Tangenten  eines 
Kegelschnittes.  "Wenn  die  Gerade  45  den  Kegelschnitt  01234 
in  6  schneidet,  so  liegen  die  Puncte  01'34,  12-45,  23'60  auf 
einer  Geraden,  die  den  Punet  23-50  nicht  enthält,  gegen  die 
Voraussetzung.      Ij.  s.  w. 
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14.  Wenn  das  Element  i  die  CoordiDaten  Xf  yf,  t^  hat, 
hat  Oi  die  Coordinaten  a;,,^ ,  ji^j ,  /fl, ,  die  Adjuneten  der 
y,  t  in  dem  System 


Vergl.   12.     Ebenso   hat   i)l-:J4   die  Coordinaten  a-,, 
((,,.34,  die  Adjiini^ten  der  x,  y,  t  in  dem  Sjstem 


Die  Puncte  01-34,  12'15,  23-50  liegen  auf  einer  Ceraden,  und 
die  gleichbeuannten  Geraden  gehn  durch  einen  Punct  unter  der 
Bedingung 

I  ^01-31     !'oi.3i      'm-si  I 


J  = 


I    ^S3'iLl         J'jS'i 


Die  Delerminanle  J  ist  von  HvNyADY  Borchardt  J.  83  p.  81 
durch  die  in  (12)  gegebene  Determinante  2ten  Grades  ausge- 
drtlckt  worden.     Wenn  man  in  dieser  Absieht  J  mit 


muhiplicirt,  so  erhalt  man  bei  der  Composilion  von  Zeilen  mit 
Zeilen 

^1,1-ii^oi  +  l/m-3iila\  -*■ 'm-jitüi  =-  h^oi  yoi     hi  j  =  (01,01,34) 

I  ^31  Uli      h>  I 
w.  s.  w.,  folghch 

I  (Ol,  fli,  34)      {Ol,  12,  45)  (Ul,  23,  50)  1 

(Ol,  12,  23)J  —      (12,  Ol,  34)      (12,  12,  45)  (12,  23,  50) 

I  (23,  Ol,  34)      (23,  12,  45)  (23,  23,  50)  | 
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Nun  is( 

I  (iii>)  limn)  {irs)     ' 

[ik,  mn,  ,-s){imr)  =   I  (mU)  (mm«)  (mrs)  i 

'  (rifc)  {rmn)  (rrs)    ■ 

=   (im«)(.«rs){riÄ.)  +  {ir3){>nik)(rmn) 


(Ol,  12,  23)(Ü12)   =   (012)(li3)(201),      (Ol,  12,  23)   =   (U12)(123) 
(12.  Ol,  34)(103)   =   (134){012}(30!),      (12,  Ul,  34)   =   -[134)(012) 

u.  s.  w.     Daher  erhull.  iiiiin 

(U12)(145)        (230)(15ü}   j 
[ül2)(52y)J  =      -(134)(012)  -  (r23)(250)  I 

-  (234)[13U)      —  (245)(123)       *  \ 

A   ^   {I34)(245)[23ü)(läü)  -  (234)(I30)(145)(25I)) 

_   I  (I34)(1SÖ)      (145)[13l>)  I 
i  {234)(25CI)      [■245)(230)   i 

wie  oben  (IS). 

15.  Eine  quadrytisdie  Form  f/>  eines  jeden  unter  den 
Elementen  0,  1,  2,  3,  i,  3,  welche  jedesmal  null  wird,  wenn 
zwei  dieser  Elemente  zusammenfallen,  hal  zu  der  DeLemiinnnle 


ein  von  den  Elementen  unabhitngi£(es  Verhiillniss.    Denn  die  Vor- 
aussetzungen 


eraeben  die  Identität 
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d.  h.  qD  :  Ä  isL  unabhängig  von  dem  l^lement  0.  Ebenso  wird 
erkannt,  dass  i/i  :  R  von  jedem  andern  Element  unabhängig 
ist,  Mertens  Borehardt  J,  84  p.  !)55  hat  dieson  Satz  auf  bc- 
merkenswerlhe  Beispiele  auj^^ewandl, 

I.    Die  Determinante  (12) 

^  _   I  (201)(234)      [203)(214)  ' 

ist  eine  quadratische  Form  des  Elementes  0,  weil  (201),  (203), 
(501),  (503)  lineare  Formen  desselben  sind;  ebenso  jedes  andern 
Blementes.  Jodesmal  wenn  zwei  dieser  Elemente  zusammen- 
fallen, ist  D  null.     Bei  den  Elementen 


findet  man  R  = 


miihin  Z>  :  ü  =  I . 

11.    Die  Determinante  (1i) 


ist  eine  quadratische  Fonn  des  Elementes  0,  welches  in  2  Zeilen 
vorkommt;    ebenso  jedes  andern  Elementes.     Bei  einer  cycli- 

sehen  Permutation  der  Elemente  wechselt  J  das  Zeichen;  also 
genügt  es  zu  untersuchen,  ob  J  dadurch  null  wird,  dass  eines 
der  Elemente  z.  B.  das  Element  I)  auf  jedes  der  übrigen  fällt. 
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Wenn   0   auf  1   oder  auf  5  fällt,    so   wird  die  erste  oder  die 
letzte  Zeile  null,  also  J  =  0.     Wenn  0  auf  3  fällt,  so  ist 


!     h'^\—''i3!3         ^Sl/l    —XlVi  'i     I 

\    X3       0  (s    I  \X3       arays       (3   I 

■  ^i      X3Vt  —  «'>;/3      '1   ■  1  ■»'1      a^sS'-      '1 

H.  s.  w.     Daher  verhalten  sieh  die  Glieder  der  ersten  Zeile  wie 
die  der  dritten  Zeile,  also  ist  J  =  0. 

Wenn  0   auf  2  füllt,  so  erhalt  man  wie  vorher 

und  die  Adjuncle  derselben 

_\i/u-M        n-u   ^   ^  _      ^^^      ^^^^^      i,J   =   -(1-2,  34,  45)*,, 

'     ^'^'''  '^'"  I     3545         a^iäl/is  fli     i 

u.  s.  w.     Daher  ist  z/ 

I  Xi     yi     h  j 
(235)(12,  34,  45)     .r,      »/,      (,      =  0 
I  ^1      Vi      h  I 

Wenn  0  auf  4  fallt,  so  erhalt  man  wie  im  vorigen  Vall 
^  =  0.  Bei  den  (l)  gewühlten  Elemeuten  findet  man  „^  =  —  1 , 
also  ist  überhaupt  J  =  —  E. 

111.    Die  Delerminante 


T  ^ 


I  a^ia^ä 
I  a:i3;f| 


welche  null  ist,  wenn  012  und  :(i5  je  ein  harmonisches  Tripel 
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an  einem  Kegelschnitt  bilden  [g.  34, 1  und  4) ,  ist  eine  qiiadraiisclie 
Form  des  Elementes  0,  welches  in  zwei  Zeilen  vorkommt;  ebenso 
jedes  andern  Elementes.  Wenn  zwei  Elemente  des  ersten  oder 
des  zweiten  Tripels  zusammenfallen,  so  werden  zwei  Zeilen 
eongruent,  also  T  =  0.  Wenn  aber  ein  Element  des  einen 
Tripels  auf  ein  Element  des  andern  Tripels  Mit,  z.  B.  0  auf  ;i. 
so  componirt  man  die  vier  Zeilen,  welche  nun  3  enthalten,  mil 
den  Adjuncten  der  ersten  Zeile  des  Systems 


dessen  Determinante  durch  [uxyi)  bezeichnet  wird.  Dadurch 
erhalt  man  eine  Zeile 

{xxyt)x3      [yxyi)yi      {ta:yt)tr^      {i^.yt)yi  +  {yxyt)h      ■  ■  ■ 

deren  Glieder  null  sind ,  also  T  ^  0  in  diesem  w  ie  in  den 
Mgenden  Fallen.  Bei  den  (I)  gewählten  Elementen  (indel  man 
r  =  —  I ,  also  ist  Oberhaupt  T  =  —  B. 

Ueber  den  direclen  Nachweis  der  Identitäten  D  ^  i?, 
j~~R^  'f^^—R  vergl.  Pasch  Borchardt  .lonrn.  Bd.  89 
und  Mertens  Wiener  Silzb.  1880  Febr.  19. 

16.  Eine  binäre  Form  kann  dureh  zwei  Quadrate  oder 
durch  ein  Product  linearer  Formen  ausgedrückt  werden ;  ebenso 
eine  temUre  Form  durch  drei  Quadrate  oder  durch  ein  Quadrat 
und  ein  Producl  linearer  Formen  M,  N.  P.  IJer  Kegelschnitt 
MN  =  P2  hat  mit  der  Geraden  jtf  =  0  zwei  vereinte  Puncte 
[M  =  0,  P^  =  0)  gemein:  die  Gerade  J/  =  0  ist  eine  Tan- 
gente des  Kegelschnittes  mit  dem  Contact  [M  ==  0,  P  =  0). 
Ebenso  ist  JV  =  0  eine  Tangente  des  Kegelschnittes  mit  dem 
Contact  [N  =  0,  P  =  0).  Die  Gerade  P  =  0  ist  die  Chorde 
der  Conlacle. 

Wenn  F  ^  a  constant,  so  ist  die  Chorde  der  Conlacle  die 
unendlichferne  Gerade ,  und  Af  =  0 ;  iV'  =  0  sind  die  Asym- 
ptoten der  Hyperbel  MN  =  a^.     Wenn  M  =  ß  constant,   so 
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ist  iV  =  0  eine  Tangente  der  Parabel  ßN  ^  P"^  mit  dem  Con- 
tact  [3f  ^^  0,  /*  ^  0) ;  und  die  unendlich  ferne  Gerade  ist 
eine  Tangente  der  Parabel  nnt  unendlich  fernem  Conlact  auf  dem 
IHameier  P  =  0. 

I.    Der  Kegelschnitt  Jl/^V  =  /«  eiilhüU  den  durch  die  Zahl 
a  beslimmten  und  durch  a  bezeichneten  Punct 

f  =    C  =    1      d.  i.      M:P:N=\-.a:a^ 


{N—aF  —   0,    aM—P  =   0) 
sowie  den  Punet  ß 

{N—  ßF  =   0,   ßM—  P  =   U) 
Nun  ist 

N—aF+  ß{aM  —  F)   =   N  —  ßP+  o(ßM  —  P) 
=   oßM-{tt  +  ß)P  +  N 
;ilso  die  Gleichung  der  Chorde  aß  des  kegelsdinittes 
«ßM—{n  +  ß)P+  N  =  0 

und  wenn  ß  auf  u  lallt,  die  Tangente  des  Kegelschnittes  mit 
dem  Contaet  a 

a''M  —  'laP+  N  —   t) 

II.    Wenn  auf  der  Tangente  mit  dem  Conlacf  .M  P\N  der 
l'unel  M'\P'\N'  gegeben  wird,  d.  h. 

a2M'—2aF'+  N'  ^   11 

SO  ist  K  zweidenlig  bestimmt.    Für  den  Contaet  einer  den  Punct 
M'\P'\N'  enthaltenden  Tangente  hat  man  dann 


d.  h.  die  beiden  Gontaete  liegen  auf  einer  bestimmten  Gera- 
den, der  Polare  des  Punctes  M'\P'\/^'  an  dem  Kegelsehnitt 
MN  =  P2    [§.  ;ii,^  (i).     Ueberhaupt   sind   die   Puncle   M\P\N 
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und  M'\P'\N'  in  Harmonie  mit  dem  Kegelschnitt,  wenn 
NM'—  2P-P'+  ÄIN'  =  0.     Vergl.  g.  32,  5. 

III.  Ans  den  Gliorden  fia,  fiß,  . . 

}f—f,p  +  a{^iM—P)   =   0,       N  —  _uP  +  ß{/iM—P)   =   U,  .. 

findet  mau  das  Doppel verhallniss  von  1  Chorden  des  l'uncles  /i 
iijich  §,  29,  9  unabhängig  von  fi.  Demnach  ist  das  Doppelver- 
haltniss  der  Puncle  a,  ß,  y,  d  dos  Kegelschnittes  (12)  das 
Doppel V erhält niss  der  Zahlen  «,  ß,  y,  <J. 

IV.  Aus  den  Tnngen(en  mit  den  (lontacteii  fi,   «,  .  . 
H^M~  2!iF+  N  =   ij,       a'-^M  -  2aF  +  ^'  ^   D,  ,  . 

findet  man  die  Gerade 

HiefiM -  2a F  +  N)  —  a{_ßm  ~  2/tF+  N)  -=  [/t  —  a){N  — /taM)  ^  0 

welche  den  Schnitt  der  beiden  Tangenten  und  den  Punct 
[M  =  0,  A'  =  0)  enthält.  Das  Doppelverhältniss  der  Geraden 
N  —  fiaM  =  0,  JV  —  fißM  =  0,  . . ,  welche  aus  dem  Punct 
(AT  =  0,  iV  ^  0)  die  Punete  projiciren,  in  den  die  Tangenten 
an  den  Puncteu  ff,  /?,  ..  von  der  Tangente  an  dem  Punei  (.i 
gescl\Qilten  werden,  ist  das  Doppelverhyllniss  der  Zahlen  fta, 
ftß,  .  .  und  nicht  verschieden  von  dem  Doppelverhältniss  dei- 
Zahlen  a,  ß,  . . .  Demnach  ist  das  Doppel  verhallniss  der  Tan- 
genten an  den  Puncten  or,  ß,  y,  Ö  dem  Doppelverhältniss  der 
Contaote  und  dem  der  Zahlen  a,  ß,  y,  d  gleich.  Trigon.  g.  7,  15. 
Diese  Betrachtungen  sind  von  S.vt.mon  Conics  i;a[).  li  ge- 
geben worden. 

17.  Ein  Kegelschnitt  ist  durch  ö  Puncte  oder  durch  5  Tan- 
genten eindeutig  bestimmt;  durch  i  Puncte  und  1  Tangente 
oder  durch  4  Tangenten  und  1  Punct  2deutig;  durch  3  Puncte 
und  2  Tangenten  oder  durch  3  Tangenten  und  2  Puncle  ideuiig. 
Aus  diesen  Daten  kann  der  Kegelschnitt  berechnet  und  con- 
struirt  werden.  Die  Mehrdeutigkeit  wird  dadurch  gemindert. 
dass  ein   gegebener  Punct  auf  einer  gegebenen  Tangente  liegt. 


y  Google 


266  Cap.  VI.     Die  Linien  3ter  Ordnung- 

Nkwtos  Princ.  1  prop.  22  ff.  Vergl.  Bbüschon  ligues  du  'ä. 
ordre  45  ff.  Poncelet  propr.  proj.  341.  Steineu  geom.  Constr. 
§.  20.  Joachimsthai  analyt.  Geom.  p.  199.  Mevur  Programm 
Königsberg  1862. 

Nicht  unabhäDgig  von  einander  sind  5  Puncte  einer  Parabel 
oder  einer  gleichseitigen  Hyperbel,  4  Puncle  eines  Kreises  (Det. 
§.  17,  5);  ein  Brennpunct  und  4  Puncle  eines  Kegelschnittes 
[Det.  §.  17,  7).  Aus  der  Belation  derselben  ergiebt  sich  die 
Bestimmung  des  Brennpunctes  für  einen  Kegelschnitt  der  4 
Pnncte.     Vergl.  Fiedler-Salmom  1873  p.  26(j  und  p.  410. 


§.  37.    Zwei  Kegelschnitte. 


l. 

Wenn  ;. 

i    =    03 

=  a, 

x^  +  b, 

«■'+  ■ 

,'erden, 

u   =  A-^ 

^  A,y 

+ 

0  findet  man 

i  " 

Ai  +  A 

uy  1  _ 

1 

'     V 

B,+B 

j!/  i 

1 

+  h^'>-  +  c  -\-  Ify  -\-  'iyx  +  Ihxxj  und 
nach    den    Potenzen     von    y    geordnet 


A,      A,+A,,.,   ^2l  +  20y  =  fl.; 

\  V      Ba\  I  Bj  +  Bi  !*      £o  I 

und  durch  Gomposition  dieser  beiden  Gleichungen 

•   *!  _  I"    '"    -  «.. 

\   1!       N  \  I  21)       lU    I 

Hier  ist  JJ,-j.  eine  Function  *ten  Grades  von  x  und  tten  Grades 
von  y.  Ebenso  werden  aus  den  nach  x  geordneten  Functionen 
u  und  V  die  Functionen  Ä,3,  R^^,  Ii^^  componirt. 

In  einem  gemeinschaftlichen  Puncl  x\y  der  Kegelschnitte 
u  ^  0,  iJ  =  0  ist  jede  der  componirten  Functionen  null.  Da- 
her sind  die  Abscissen  der  gemeinschaftlichen  Puncte  die 
Wurzeln  der  Gleichung  R^^  =0,  und  die  Ordinalen  smd  die 
Wurzeln  der  Gleichung  i?04  =  0. 
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fttnn  bei  der  Wurzel  -Cj  der  Ä,fl  ^0  die  lineare  Function 
Ä31  der  y  mt,ht  unbedingt  null  ist,  so  ist  sie  null  in  einem 
gemeinsibifththen  Punct  der  beiden  Kegelschnitte.  Daher  wird 
die  dei  \bstisst,  >,  entsprechende  Ordinate  des  gemeinschaft- 
lichen Punttes  durch  die  Gleichung  R^^  =  0  ode^  durch  die 
conuruente  Gleichung  ^21  ^  <•  bestimmt. 

Wenn  aber  bei  dei  ^^urzel  x^  die  Grössen  01,  02,  IS  alle 
null  sind  mithin  eine  Gleichuu}^  ersten  Grades  ftlr  j/  nicht 
exislul  so  ist  Tj  keine  1  fache  Wurzel  der  R^^  =  0 ,  in  Be- 
Irachl.  diiss 

i  dOl      ü2  !  Ol      (i02  i 

"        <;ü2    12         I  02    an  \ 

Der  2fachen  Abscisse  x^  entsprechen  2  Ordinaten,  beslimml 
durch  die  Gleichung  m  =  0  oder  durch  die  in  diesem  Fall 
[B^  :  B^  :  B^  =  A2  :  Äj  :  Ag)  congnieole  Gleichung  i;  =  0. 
Der  3  fachen  Abscisse  Xf  entsprechen  die  S  Ordinaten 
i?js  ^  0,  der  ifachen  Abscisse  x^  entsprechen  die  4  Ordinaten 
i?u^  ==  0,  welche  aber  von  den  2  Ordinaten  «  "=  0  nicht  ver- 
schieden sind.  Man  hat  in  dem  ersten  Fall  einen  Punct  a^jly^ 
und  ä  Puncte  Xf\yf\  oder  3  Puncte  a^dy^;  in  dem  andern  FaU 
5  Puncte  a^,-|y,-  und  2  Puncte  Xi\j//,  oder  einen  Punct  Xi\t/i 
und  ;l  Puncto  Xf[yf\  oder  4  Puncte  Xf\j/f. 

3.  Demnach  haben  die  beiden  Kegelschnitte  1  gemein- 
schaftliche Puncte,  die  gelrennt  sein  können,  auch  wenn  S 
unter  ihnen  dieselbe  Abscisse  haben.  Wenn  mit  einem  gemein- 
schafthchen  Punct  1,  2,  3  andre  zusammenfallen,  so  haben  die 
Kegelschnitte  daselbst  einen  2,  -1,  ipunctigen  Contact  (Be- 
rührung Her,  2ter,  3 ter  Ordnung).  Der  3punctige  (und  mehr- 
punclige)  Contact  heisst  eine  Osculation.  Wenn  mit  dem  ersten, 
gemeinschaftlichen  Punct  der  zweite,  mit  dem  drillen  der  vierte 
zusammenfallt,  so  haben  die  Kegelschnille  2  tiweipunclige  Con- 
tacte  (doppelte  Berührung). 

Wenn  zwei  gemeinschaftliche  Puncte  A,  A'  nicht  real  sind 
bei  eonjogirt-complexen  Coordinaten,  so  liegen  sie  auf  einer 
realen  Geraden   (§.  28,  ü)    und   haben  eine   reale  Mitle.     Diese 
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reale  Gerade  nach  Poncblet  propr.  proj.  50  eine  corde  ideale 
zu  nennen,  isl  seit  der  Aufnahme  von  Elementen  mit  complexen 
Ooordinaten  überfltlssig.  Wenn  die  andern  beiden  gemein- 
schaftlichen Punc'te  B.  B'  nichi  real  sind  und  mit  den  beiden 
ersten  zusianmenfallen,  so  haben  die  Kegelschnitte  2  nicht  reale 
Ontacle  auf  der  realen  Geraden  ÄA'  (Ghorde  der  Gontacte), 

Wenn  R^^  unbedingt  null  ist,  niilhin  die  Gleichung  für 
die  Abscissen  der  gemeinsehaf (liehen  Puncte  nicht  exislirl ,  so 
haben  die  Kegelschnitte  alle  Puncte,  oder  im  Fall  dass  einer 
aus  2  Geraden  besieht .  alle  Puncte  einer  Geraden  gemein. 
Wenn  Ä,„  nicht  4ten,  sondern  3len,  2ten,  Iten,  Oten  Grades 
ist,  so  sind  1,  S,  3,  i  Wurzeln  der  Gleichung  R^,,  =  0  un- 
endlieh,  also  I,  S,  3,  4  gemeinschaftliche  Puncte  unendlichfern. 
Wenn  eine  Asymptote  der  w  =  0  mit  einer  Asymptote  der 
u  =  0  ]>arallel  ist ,  so  ist  ein  gemeinschafll icher  Punct  unend- 
lichfern; wenn  die  Kegelsehnitle  eine  Asymptote  gemein  haben, 
so  haben  sie  auf  derselben  einen  unendlichfernen  Gonlact. 
Zwei  Ellipsen,  welche  dhnhch.  concentriseh,  perspeclivisch  sind, 
haben  2  Contaete,  unendlichfern  und  nicht  real.  Zwei  Parabeln, 
welche  gleich  und  ähnlich  und  deren  Axen  vereint  sind,  haben 
einen  ipuncligen  Contact;  die  gemeinschaftliche  Tangente  ist 
die  unendliehferne  Gerade  [Rm  ist  nicht  Iten  Grades  für  j-, 
sondern  constani,  wenn  u —  u  constanl). 

Em  Kreis  isl  durch  3  Puncte  bestimm!,  auch  wenn  die- 
selben auf  einer  gegebenen  Linie  einander  unendlichnah  hegen. 
Ein  Kreis  kann  daher  einen  Kegelschnitt  im  Allgemeinen  nicht 
mehr  als  3punclig  herübren;  wenn  er  in  einem  Seheitel  den 
Kegelschnitt  Spunctig  berührt,  so  berührt  er  ihn  auch  ipunctig, 
wie  in  der  Ditterentialgeoinetrie  bewiesen  wird. 

3.  Zwei  Kreise  haben  2  unendlichferne  Puncte  gemein 
{parallele  Asymptoten) ;  die  2  endlichfernen  gemeins  ehalt  lieben 
Puncte  werden  durch  eine  quadratische  Gleichung  bestimmt. 
Zwei  concentrische  Kreise  haben  2  Gontacte,  auf  der  unendlich- 
fernen  Geraden  und  nicht  real. 

Es  giebt  eine  Tripelserie  von  Kegelschnitten,  welche  2  ge- 
gebene Puncte  enthalten.    Wenn  k,  I,  m  lineare  Functionen  des 
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Punctes  !c\y  sind,  so  sind  u  +  H  =  0,  u  +  km  =  &  zwei 
Kegelschnitte,  welche  die  Piincle  (u  =  0,  t  =  0)  enlhalten. 
Diese  Kegelschnitte  habeo  2  andre  l'uncte  gemein,  die  auf  der 
Linie  «-»-(■/  —  («  +  km]  =  0  d.  i.  k(l  —  m)  =  0  liegen, 
mithin  auf  einer  Geraden   des  Punctes   [/  =^  0,    m  =  0). 

Es  giebt  eine  Doppelserie  von  Kegelschnitten,  welche  3  ge- 
gcl)cne  Pnncte  enthalten.     Die  Kegelschnitt^^  (§.  35,  17; 


hüben  noch  einen  Punct  gemein,  nifmlich 

i.   J-  =  l    =   ibc):(ca):  {ab) 

4.  Der  Beweis ,  dass  zwei  Kegelschnitte  4  Puncte  gemein 
haben,  war  bisher  nur  in  dem  Fall  geführt  worden,  dass  die 
Wurzeln  der  Gleichung  fl4r  =  0  von  einander  verschieden  sind. 
Einen  ni  allen  F  illen  e;enOgeuden  Beweis  halte  Hesse  analyl. 
Geoni  des  Riumes  p  111  und  in  Sehlömilch  Zeitschrift  1874 
p  6  aul  ganz  andre  Grundlagen  gestellt.  Durch  den  gemein- 
schaftlichen Puntt  a.\y  der  Linien  u  =  0  und  u  =  0  wird  eine 
Gejade  ia.  -h  hi/  +  C  ^  0  gezogen;  nach  Elimination  der  cc,  y 
nus  dem  byslem  dei  J  Gleichungen  bleibt  die  Gleichung  ly  ^=  0. 
Hiei  isl  tp  eine  loim  iien  Grades  der  A,  B,  0  von  der  be- 
iiondern  Art  dass  sit  durch  4  lineare  Formen  der  A,  B,  C 
theilbai  ist  in  den  linearen  Formen  haben  A,  B,  C  bestimmte 
GoefÜLicnten  die  homogenen  Gonrdinatcn  der  gemeinschaftlichen 
l'iimte   ^u  =  0     i   =  Ol 

5.  Auf  anderm  Wege  gelangt  man  zu  den  gcmeinschatl- 
lichen  Puncten  («  =  0,  u  =  0),  wenn  man  sie  auf  der  Linie 
u  +  /f  =  0  sucht,  und  die  Gonstante  X  so  bestimmt,  dass 
« -l-  kv  Singular  d,  h.  durch  weniger  als  3  Quadrate,  milhin 
durch  ein  Producl  ausdrtlckhar  wird.     Z.  B.  für 

«  =  o«^  +  2hxy  +  ty*  +  2gx ,      v  -=  a^x'^  +  th^xy  +  b,y^  +  2g,3: 
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findet  man  u  +  Iv  bei  ^  +  ^^,  =  0 

(ag)x^  +  2{hff)x</  +  (bff)y'^,       ag  =   ajf,  —  a^y,.  .  . 

oder  bei  6  +  Ä6j  =  0 

[ab)x-i  +  2{hb)x>j  +  -l{gb)x 

In  beiden  Fällen  besteht  u  -i-  Iv  ^  Ü  aus  2  Geraden,  deren 
jede  3  gume in schafl liehe  Puncte  (m  =  0,  i>  ^  0)  enthält. 
Das  erste  Paar  von  Geraden  sei  AÄ',  BB',  das  andere  AB, 
A'B':  dann  sind  die  gemeinschaftlichen  Puncte  A,  A',  B,  B'  be- 
stimmt. Im  vorliegenden  Fall  liegt  B  auf  A ,  in  welchem  die 
Kegelschnilie  einen  Spunctigen  Contact  haben.  Ihre  gemein- 
schaflliehe Tangente  daselbst  a;  =  0  ist  unmitlelhar  zuerkennen. 

6.  Auf  dem  angezeigten  Wege  ist  die  Resolvente  3tou 
Grades,  aus  deren  Wurzeln  die  Wurzeln  der  Gleichung  4ten 
Grades  Ä^g  ^  0  berechnet  werden,  unmittelbar  erreichbar. 
luAMß  Examen  1818  p.  70.  Jacobi  Grelle  J.  14  p.  286.  Salmon 
Gonics  296.  Hesse  Schlömileh  Zeitschrift  1876  p.  1i.  Nach 
§.  33,  1  ist 


deL{»  +  A«)  ^ 


h  +  Xh, 

9  -^^Ü 

b  +  ;,&, 

f  +  >-f> 

f +  ^/^, 

c  +  ;c, 

A2  +  d.J. 

rfi,  =  !  fc    b 


=  an,  +  6'&,  +  c'c,  +  2f'f,  +  'Ig'ij^  +  2ä'A, 
rf^   =  a,V  -1-  &/6  +  c/c  +  2f,y  +  2!/iV  +  2A/A 

Da  det(u  +  Xv]  eine  Function  3len  Grades  von  X  ist, 
welche  3 mal  null  wird,  so  gicbt  es  unter  den  Kegelschnitten 
«  +  Au  =  0  der  4  Puncte  {u  =  0,   u  =  0)  3  singulare  (und 
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reducible).  Die  übrigen  Kegetschnitte  sind  ordinär,  und  zwar 
Ellipsen  und  Hyperbeln  gelrennl  durch  2  Pariibeln,  je  nach 
dem  Werth  der  Subdelcrminante 


Wenn  durch  eine  lineare  Subslitulion,  deren  Delermin.inle 
;  ist,  die  Formen  u,  v  der  x,  y^  i  übergehn  in 

V  =  Ax'-^  -1-  Bjr'2  +  Ct'i  +  .  .  ,       V  ^   ^,a;'^  +  .  . 

io  isl  hei  allen  l    [%.  3:),  4) 

.k-t(t7+  XV)   =   £2det(i*  +  ;,f») 


lolgli,-b 


d.  b.  nicht  nur  dp  und  d^ ,   sondern  auch  d,  und  d.^  sind  in- 
variant. 

7.  Die  Wurzeln  der  Gleichung  dct(i(  +  Iv]  =0  werden 
durch  ^1,  ^2,  Aj,  die  Puncle  («  =^0,  r  =  0)  durch  J,  ^', 
B,  B'  bezeichnet.  Dann  ist  u  +  X^v  =  kk',  d.  h.  u  +  l^v  =  0 
besieht  aus  den  Geraden  t  =  0  und  fe'  =  0,  auf  welchen  die 
Functe  {u  =  0,  v  =  0]  liegen,  z.  B.  ^^'  und  BB'.  Für  die 
von  ^j  verschiedenen  X^  und  ^3  erhalt  man  «  -t-  ^j'-'  '^  ''' 
und  M  +  ^3^  =  Hirn',  so  dass  u  -1-  A^u  =^  0  aus  den  Geraden 
;  =  0,  Z'=  0  z.  B.  ^Ä,  A'B'  besteht,  und  u -h  X^v  =  0 
aus  den  Geraden  m  =  0,  ra'  =  0,  d.  i,  AB',  A'B.  Dann  sind 
die  Puncle  [u  =  0,  w  =  0)  nicht  verschieden  von  den  Punelen 
(i;fc'=0,  ;r=0):  ^  liegt  auf  ^^',  JB,  ^S';  ^'  liegt  auf 
AA',  A'B',  A'B.  u.  s.  w. 

Wenn  u  =  /i3;-|-5y-i-i-,  ^=  p'j;  ■+■  q'y  -\-  r  ,  so  hegt 
der  Schnittpuncl  AA'-  BB'{]:  =  I),  t'=  0)  auf  den  Geraden 
(§.  33,  2) 
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Bezeichnet  inaiidieSehmUpunete,Aii''ß5',  AB-  A'B' ,  AB' -A  B 
durch  1,  2,  3,  so  dass  p  in  dem  Piinct  1  den  Werth  p,  hat, 
II.  s.  w.,  80  hat  mjin 

P>  +  ^1  Pi  =  'I  9i  +  ^1 9i'  =  'I  >"[  +  ^-1  n'  =  0 

i>2  +  ^2Ps'=    'I  q-!.  +  ^-tii  =    II  '■:;  +  AiJ-j'^    0 

&  +  hP-i'  =   "  93  +  ^sSa'  =   t>  n  +  hr^'  =   " 

und  durch  Composition 

PtXi  +  q^y^  +  r,  +  ItiPi'Xi  +  q,'!/i  +  i\')    =    0 
p^X,  +  22^,  +  r-2  +  }.;{Pi'xi  +  3/1/i  +  i-/)    =    0 

Nun  ist  p|sc^  +  .  ,  =  ^2^1  +  ■  -  j   f^ilglicli 

(^,-A.)(^.,'ar,  +  3,V, +  r,')   =   0 
und  da  Aj  —  ).,^  nach  der  Voraussetzung  nicht  null  ist, 

Pi'^i  •*-  <l\'y2  +  '■]'="  0,      p,x-i  +  g,7/,  +  j-,   =   u 
(i>,  +  ^iii'jarj  +  (3,  +  Xqt')y-!  +  *-,  +  Xr,'  =  0 

d.h.  die  SchniUpuncIo  ^^'-Öß',  AB'A'B',  AB'-A'B  bilden 
ein  harmonisches  Tripel  an  den  Kegelschnitten  u-^lv^f). 
Hesse  Raumgeometrie  p.  182  und  a.  a,  0.  Dieser  Satz  ist  uu- 
mitlelbar  zu  erkennen,  wenn  die  Puncte  (u  ^  d.  v  =^  0)  real 
sind  [g.  34,  i). 

8.  Sowohl  wenn  die  Puncte  A,  A',  B,  /i'real  sind,  als 
auch  wenn  A  und  A',  B  und  B'  conjugirt-complese  Coordi- 
naten  haben,  so  sind  die  Schnittpuncte 

ÄA'-BB',        AB-A'B',        AB'-A'B 

real,  mithin  A, ,  X^,  A3  real. 

Wenn  A  und  A'  real  sind,  und  B  und  B'  conjugin-com- 
plexe  Coordinateii  haben,  so  sind  die  Gerade  ßß',  der  Schnitt - 
punct  AA'-BB'  und  A,  real.  Die  Coordinaten  der  Schnitt- 
puncte 

AB-A'S',        AB'-A'B 
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sind  conjugirt-coniples,  also  sind  auch  n' und  mm',  l^  und  ^3 
conjugirl-complex,  und  die  beiden  Suhnittpuncte  liegen  auf  der 
realen  Geraden 

(p,  +  }.p,')a:  +  (9,  +  Xq,')y  +  r,  +  kr,'  =   0 

der  Pülüre  des  Schnillpuncles  AA'-Bß'  un  den  Keaelschnitlen 
u  +  Xv  =  (t. 

Wenn  B  auf  A  fallt,  so  haben  die  KegelschniUe  m-  Ar  =  0 
eiiien  ^punctigen  Contacl  iu  A,  und  AB  ist  eine  gemeinschaft- 
liche Tangente.  Die  beiden  Schnittpunete  AA'-BB',  AB'-A'B 
fallen  auf  A,  also  ist  k,  =  ^3,  Wenn  zu^eich  B'  auf  A'  fällt, 
so  fällt  die  Gerade  BB'  auf  AA',  und  v  +  X^v  ist  ein  Quadrat. 
Umgekehrt:  wenn  die  Gleichung  del(«  -H  ).v)  =  02  Wurzeln 
A|  hat,  SU  haben  die  Kegelschnitte  u  +  A«  ^  0  einen  oder 
zwei  Conlacte,  je  nachdem  u  ■+■  k^v  durch  zwei  Quadrate  oder 
durch  eines  ausdrückbar  ist. 

Wenn  A'  und  B  auf  A  fallen,  so  haben  die  Kegelschnitte 
u  +  Iv  =^  0  einen  Hpunctigen  Conlacl  in  A;  die  Schuittpuncle 
AA'-BB',  AB-A'B',  AB'-A'B  fallen  auf  A,  also  ist  X^  =  A^ 
=  ij.  Wenn  zugleich  B'  auf  A  füllt,  so  fallt  die  Gerade  ßß' 
auf  die  Tangente  AA',  und  u  +  A,w  ist  ein  Quadrat,  Umge- 
kehrt: Wenn  die  Gleichung  det(M+  kv]  =^0  3  Wurzeln  A, 
hat,  so  haben  die  Kegelschnitte  m  +  Av  =  0  einen  3punctigen 
oder  einen  ipuncligen  Contacl,  je  nachdem  u  ■+■  l^v  durch 
zwei  Quadrate  oder  durch  eines  ausdrUckbar  ist. 

In  dem  Fall  dass  die  Kegelschnitte  u  +  kv  ^  0  i  Conlacte 
haben,  bilden  mit  der  Chorde  der  Conlaele  nicht  nur  die  beiden 
gemeinschaftlichen  Tangenten,  sondern  auch  je  2  Gerade,  die 
mil  den  beiden  Tangenten  in  Harmonie  ^sind.  ein  harmonisches 
Tripel  an  den  Kegelschnitten,      Denn  uuin  hat 

„  +  A|B  =  fc^  u  +  X^v  =  II' 

{X,-l,){u  +  ?.v)   =   {X  -  l,)l--' -  {l  -  X,)ll' 

Also  hat  u  +  Iv  =  0  die  Tangenlen  i  =  0,  V  =  ü  und  die 
Ghorde  der  Goutacte  t  =  0.  Die  Gleichung  u  +  Xe  =^  0 
kann  durch 
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ersetzt  werden  bei  iilleii  p,  d.  h.  (§.  3i,  I8)r  die  Geraden 
l  +  (}l'=ö,  i  — e;'=0,  welche  mit  /  =  0,  ;' =  0  in 
Harmonie  sind,  bilden  iiiil  fc  =  0  ein  hariiionisclies  Tripel  an 
den  Kegelschnitten. 

Demnach  giebl  es  an  den  Kegelschnitten  «  -i-  iw  =^  0  ein 
bestimmtes  harmonisches  Tripel  123,  wenn  i,,  X^,  l^  ungleich 
sind;  davon  sind  2,  3  auf  der  Polare  des  I  nicht  real,  wenn 
^2)  '^3  conjugirl  complex.  Dagegen  giebt  es  auf  der  Polare 
des  1  eine  Serie  Paare  93,  wenn  X^  ^  l^  und  m  +  /jv  ein 
Quadrat,  so  dass  die  Kegelschnitte  2  Contacte  haben.  Vergl. 
JoAGHiMSTHAL  analyl,  Geom.  d.  Cbene  p.  196,  Fiedler- Salmo.n 
Kegelschnitte  p.  370  und  478.  Lindemans-Glebscii  Vorlesungen 
p.  135.    Schröter -Steiner  Kegelschnitte  §.  31. 

9.  I.  Der  Kegelschnitt  f;  +  J.j>  =  0  wird  von  der  Ge- 
raden    Ax  +   Bi,  +   (,'  =   ü     berührt     iniler    der     Bedingung 


la, 

h 

+   }.k, 

y  -1 

Ih, 

b 

+   lb, 

/" 

ii-, 

f 

+    i-f, 

.;  ■ 

B 

C 

i.^l 

'  = 

=     (1,      V 

,obei 

h 

g 

A  ' 

b 

f 

B  i 

Denn    man    erhält    durch   Theilung    der    binomischen   Colonnen 
8  Delerminanten :  die  erste  ist  von  %  unabhängig,  die  folgenden 
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3  sind  durch  A  theilbai-,  die  folgenden  3  sind  die  Theile  einer 
durch  i^  theilbaren  Üelerminante,  die  letzte  ist  null. 

Wen»  die  beiden  Kegelschnitte  u  ^  0,*jj  =  0  und  die 
Gerade  j^egebeii  sind,  so  ist  die  Gleichung  für  k  quadratisch 
mit  den  Wurzeln  A',  A":  es  giebl  zwei  Kegelschnitte  « -t-  Vv 
=  Ü  und  u  +  X"v  =  0  der  4  Puncle  [u  =  0,  i-  =^=  0),  welche 
die  gegebene  Gerade  berühren.  Uiesö  beiden  Kegelschnitte 
fallen  auf  einen  bestimmten  Kegelschnitt  [u-^Xv  ==  0,  (|)  +  (|A 
=  0),  wenn  die  Gleichungen  (^  -t-  (|A  =:  0  und  (,  +  (,  A  -=  0 
congruiren .  d.  h.  wenn  die  Gerade  <ler  Gleichunt!  i^^L-^  --  ;,  ^ 
=  0  penligl. 

Durch  4  Pnncle  und  eine  Tangente  wird  ein  Kegelschnitt 
eindeutig  bestimmt,  wenn  die  Tangente  einen  der  Puncte  ent- 
halt (§.  35,  171.  Also  ist  t^t^  ^  (|  2  =  0  die  Serie  der  Geraden, 
welche  die  Puncte  (u  =  0,  »f  =  0)  enthalten,  die  Gleichung 
dieser  Puncte.  Fiedler -Salmon  Kegelsehn.  p.  467.  Dieselbe 
Gleichung  halle  Hesse  auf  anderem  Wege  und  in  anderei'  Ge- 
stalt gefunden   (i). 

11.  Wenn  [/=  a'^^  +  &'£^  +  .  .,  v  =  a^' A^-\-h^B'^-^  .  .  . 
so  ist  (7  +  ^  r  =  0  eine  Serie  von  Geraden ,  welche  die  Ge- 
raden ((7=0,  K  =  0)  enthalt,  d.  h.  die  gemeinsehaftlicheu 
Tangenten  ihrer  Enveloppen,  der  Kegelschnitte  u  =  0,  v  =  0 

(§.  ;ii,  \K\.     Für  den  Punet  x\y  der  Envcloppe  von  //  +  ;ir  =  0 

\h'-¥Xh;      b' +  >.b,'     f  +  kf,'      y      _ 

I  /+  In,'    f'+  kf,'    c'  +  W    [  \  ~  '-' 


'i\  +  tr^l  +  T^):^ 


h'     b'     r     y\ 
g'    f     c'     1   ■ 


n.  s.  w.     Es  giebt  zwei  Kegelschnitte  U  -\-  l'  V  ^  0.   U  +  X"V 
=  Ü   der  4  Tangenten  [ü  ^  D,    F  1=  0),   welche  beide  einen 
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gegebenen  Puiict  enthalten.  Durch  4  Tangenten  und  einen 
Punct  wird  ein  Kegelschnitt  eindeutig  bestimmt,  wenn  der 
Punct  auf  einer -der  Tangenten  liegt.  Also  ist  TgT^  —  Ti"^ 
=  uf  detu  detii —  T^'^  =  Q  für  einen  Punct  einer  gemein- 
schaftlichen Tangente  der  Kegelschnitte  «  .-=  0,  )■  =^  U,  die 
Gleichung  dieser  Tangenten.     Fiedler-Salmon  a,  a.  ü. 

10.  I.  An  dem  Kegelschnitt  u  +  Iv  ^  Q  der  4  l'nncte 
(„  ^  0,  ü  ^  0)   hat  unter  den  Voraussetzungen 

p  ^   ax  +  hu  +  g  p'  ^   a,x  +  k^i/  +  y, 

u.  s.  w.  der  beliebige  Punct    I    die  Polare  (§.  3i,  i) 

px,  +g!/,  +  r  +  ).(p'x.;  +  t/;/^  +  r')   =   0 

Dieselbe  enthüll  bei  allen  A  den  dem  Punct  \  entsprechenden 
Punct  9 

(pxy  +  qy,  +  r  =  0,    p'wi  +  q'i/t  +  r'  =  ü) 

so  dass  die  Puncle  1  und  2  in  Harmonie  sind  mit  allen  Kegel- 
schnitten der  4  Puncle.  Pongelet  prupr.  proj.  81  u.  370.  Einen 
hesondem  Fall  hatte  Lame  Kxanien  p.  31  gegeben.  Chasles 
Con.  300  ft'.     Vergl.  FreuLF.R-SALMOiH  Kegelschn.  p.  145  u.  408. 

Wenn  der  Punct  1  unendliehfern  in  gegebener  Richtung, 
so  ist  der  entsprechende  Puncl  2  das  (Jenlrum  eines  Kegel- 
schnittes der  4  Puncle.     Für  den  Punct  i,  hat  mau 

p  +  fiq   --=   0,        p'+  fti/  ■=   U 


d.  h.  das  Centrum   eines  Kegelschnittes   d 
einem  bestimmten  Kegelschnitt  (§.  36,  4). 
Wenn  der  Punct  1  auf  der  Geraden 
man  für  den  Punct  2 
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Den  Puncten  1  der  Geraden  entsprechen  die  Punete  ü  eines 
hestimmten  Kegelschnittes ,  insbesondere  die  3  Punete ,  von 
welche*!  je  zwei  in  Harmonie  sind  mit  den  Kegelschnitten  der 
i  Puncto  (7).  Für  die  Punclü,  welche  den  Puncten  der  un- 
endlichfernen Geraden  (4  =  0,  ß  =  0)  entsprechen,  erhall 
Tnan  den  vorigen  Satz. 

II.  ilit'seUien  Bcnierkaiii^en  gellen ,  wenn  das  Element 
j'IjI  1  nicht  oin  l'iindl,  sondern  eine  (ierade  ist.  An  dem  Kegel - 
si-hnitl  !(  -H  Iv  ==  I)  der  i  Taniienlen  (k  -^  Ü.  j>  =  I))  hat  die 
(ierado  1    den  PdI 

i>^i  +  .-  +  ).(p'x,  +  .  .)   --=   II 
DerselJie  enthalt  lioi  allen  A  die  Ceraile  2 

{pxi  4-  ..   =   i),    p'x,  +  ..   =.   0) 

so  dass  die  (ieraden  1  und  2  in  llarniouie  sind  mit  allen  Keiiel- 
schnitten  der  4  Tauj^enten. 

Wenn  die  Gerade  I  die  nnendüehferne  (ierade  (ic,  =  0, 
y,  =  0)  ist,  so  liegt  ihr  Pol  r  +  ^r'  =  0  aul  der  Geraden 
(f  =  0,  »-'=0].  Dieser  Pol  ist  das  Ceiitriim  des  Kegel- 
schnittes, welcher  von  den  Geraden  u'+lv  ^  0  bertlhrl 
wird:  das  Gentnim  eines  Kegelschnittes  der  i  Tangenten  liegt 
an!  einer  bestimmten  Geraden,  der  MiLlelünie  des  Vierecks  der 
Tangenten.  Newton.  Vergl.  §.  30,  16  und  §.  36,  7.  Pi.li:keii 
Grelle  T.  6  p.  122.    S*i.mon  Conies  p.  Sil. 

Den  Geraden  i  eines  gegebenen  Punctes  entsprechen  Hie 
Geraden  2 ,  die  einen  bestimmten  Kegelschnitt  berühren ,  ins- 
besondere die  3  Geraden,  von  welchen  je  zwei  in  Harmonie 
sind  mit  den  Kegelschnitten  der  4  Tangenten. 

11,  Die  Paare  von  Puncten  einer  Geraden,  welche  auf  den 
Kegelschnitten  von  4  Puncten  liegen,  sind  in  Involution.  Und 
die  Paare  von  Geraden  eines  Punctes,  welche  die  Kegelschnitte 
von  4  Tangenten  berühren,  sind  in  Involution  (§§.  5.  7.  1.'^,  9). 
Dieser  umfassende  Satz  ist  in  einem  Satz  von  Desargues  (Trigon. 
§.  7,  19  imd  20)  enthalten,  wenn  man  §.  5,  2  beachtet.  Vergl. 
Chasles  Gon.  300  ff. 
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Denn  die  Kegelschnitte  n  ^0,  r  ^  Q,  u  •+■  'l.v  ^=  0  der 
4  Punete  (u  ==  0,  »^  =  0)  haben  mil  einer  Geraden  die  Puncle 
A  und  A\  B  und  ß',  C  und  C'  gemein.  Werden  die  beiden 
lelKteni  dureh    \    und  9  l>ezeichuet,  sn  ist 


Nach  \ 

\.  34, 

1    h^ir  m;in 

CA    CA' 
Wac^-  ' 

1<5 

CB    Cß' 
CBWW 

folglich  [CC'Ati]  -^  {CC'B'A')    Qder 

{ABCC)  =   (B'A'CC)  =  [A'B'C'C] 

Ebenso  bei  zweiter   Interpretation  der  (lleichiingen   mit  Rück- 
siehl  nuf  §.  3i.,   i.  II  und  §.  29,  10. 

Der  bewiesene  Sal/  erslreckt  sieh  auch  auf  die  Kegel- 
schnitte der  4  Puncle  (Tangenten) ,  welche  aus  Paaren  von 
(ieradc'ii   (Punclcn)   bcslehn. 
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Capitel  VII. 
Die  Linien  nter  Ordnung. 

§.  38.    Die  mehrfachen  Puncte  singulSrer  Linien. 

1,  Die  Fiinctirtn  /  nlen  Grades  der  x,  y  (§.  201  wird  durch 
die  Siibslitulion  x  ='  a  -\-  x' ,  y  =  h  +  ;/  tninsformirl  in  eine 
Function  der  x' ,  y' ,   d.  h.  in  die  Summe 

y.  s  =  0,   I,  2,  ..         r  +  e  g  n 
und  nach  Formen  der  x  —  a,  y  ^  b  e;eordnel 
f  ^  «„  +  ,(,  +  ..+  «„ 

so  dass  uj,  eine  Form  tten  Grades  von  k  +  1  Gliedern  ist, 
und  tij.  ^  0  eine  Linie  fcter  Ordnung  bestehend  ans  k  Geraden 
des  Puncles  a\b. 

Es  wird  vorausgesetzt,  dass  bei  x  =  n  die  Gleichung 
/  =  0  für  y  die  Wurzel  b  hat,  so  dass  der  Punct  a^b  auf  der 
Linie  /  =  0  liegt,  v^  =  0  ist.  Um  die  Linie  /  =  0  in  ihrem 
Puucl  rt|fi  zu  untersuchen,  zieht  man  die  Gerade  y — b  ^=  i.{x — a] 
des  Punctes  a\b.  Diese  hat  bei  allen  A  auf  der  Linie  den  Punct 
«16  und  n  — ■  I  andre  Puncte ,  weil  nach  der  Substitution 
1/  —  b  ^=  X{x  —  et)   die  Function  /  durch  x  —  a    theillwr  ist. 

'i.  Unier  den  Geraden  des  Puncles  a:b  ist  die  Gerade 
uj  =  0  (mit  bestimmtem  l]  dadurch  aus(;;ezeichaet ,  dass  sie 
2  vereinte  Puncto  a  i  b  und  ji  —  2  andre  Puncle  der  /  =  0  ent- 
halt, weil  nach  der  Substitution  /  durch  [x  —  a)^  theilbar  ist. 
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Diese  Gerade  ist  diu  Tangenlt!  der  /  =  0  miL  dem  Conlacl 
a[b.  Sie  berührt  daselbst  die  Linie  im  Allgemeinen  Spunclig; 
ausnahmsweise  3pimctig,  wenn  nach  der  Sultstilutlon  /  durch 
[x  —  a)ä  theilbarj  «2  dureh  u^  theilbar  ist.  U,  s,  w.  Es  gieht 
auf  der  Linie  eine  beslimmle  Menge  Puncle  mit  osculirenden 
Tangenten.  Da  eine  Tangente  mit  der  Linie  n  —  2  andre 
Pnncte  gemein  hat,  die  im  Allgemeinen  von  einander  verschie- 
den sind,  so  giebl  es  auf  der  Linie  eine  bestimmte  Menge  Punc.le, 
deren  Tangenten  die  Linie  nochmals  berühren  (Puncle  mit 
Doppellangenlen,  Newton  meth.  flux.  V  p.  lOä). 

Wenn  die  Gerade  u,  =  0  die  Linie  in  dem  Puncl  « 1 6  mehr 
als  npunctig  berührt,  so  ist  «,  Divisor  der  «,,  u.^,  .  ..  "„,  üIso 
der  /;  die  Gerade  u,  ==  0  hat  alle  Puncle  mil  der  Linie  /=  0 
gemein,  weil  die  resultirende  Gleichung  nicht  existirl.  Die  Linie 
nter  Ordnung  ist  in  diesem  Fall  reducibel.  sie  besteht  aus 
der  Geraden  «j  =  0  und  einer  Linie  (n  —  1)ler  Ordnung. 
Und  wenn  die  Linie  nter  Ordnung  mil  der  Linie  mter  Ordnung 
^  =  0  mehr  als  m«  Puncte  gemein  hat,  so  exislirl  die  resul- 
tirende Gleichung  nicht ;  /  und  g  haben  einen  gemeinschaftlichen 
Divisor  (Determ.  §.11,8),  die  beiden  Linien  haben  eine  Linie 
gemein. 

3.  Wenn  /(,  q  lineare  FTini-linneii  der  x,  y.  und  \\pnn 
"jfci  "it  Foi'ti'en  fclen  Grades  der  x,  y,  also  auch  der  /i,  5  sind, 
so  ist 

Vt  +  19  ^  Ptii  +  S"^  +  (P"i  +  'l''\)  +  ■  • 
nach  Formen  der  p,  q  geordnet. 

Demnach  hat  die  f.inie  pf -*-  qg  =  0  den  Punct  i>  =^  0, 
5^0)  mit  der  Tangente  pup  +  gu,,  =^  0. 

Weil  p/+  q'^g  =  puf,  +  (pwi  +  g^ffl)  -*■  ■  1  so  hat  die  Linie 
Pf  +  g'^ff  ~  "  'S'"'  Punct  (;j  =  0,  <;  =r=  0)  mit  der  Tangente 
p  ^  (I. 

Wenn  /i,  p.^,  ..  lineare  Functionen  dc]'  a-,  y  sind,  sn  hat 
die  Linie  p^p2  ..  +  q'^ff  =  0  den  Punct  (/?,  ^  0,  g  =  D) 
mit  der  Tangente  p,  =  0,  den  Punct  (/»j  =  0,  3  =  0)  mit 
der    Tangente    p^  ^   0 ,     u.  s.  w.     Die   Tangenten   p,   =^   0, 
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P2  ^  0  ,  .  .  ,  deren  Coiilacte  auf  lior  Geraden  5^0  Heften, 
haben  mit  der  Linie  p,  p^  ■  ■  +  ?^5  =  "  andre  Puncle  gemein, 
die  auf  der  Linie  g  ^  0  liegen,  Poncelet  Crelle  J.  8  p,  ;187, 
Salhon  Plane  eurves  1852,  42. 

Insbesondere  wird  die  Linie  3ler  Orduuiif^  p,  p^p.^  +  q'^p  =  0 
von  der  Geraden  g  =  0  (auch  von  der  unendlichfernen  Gera- 
den) in  den  Punclen  A,  B,  C  und  von  den  Tangenfon  AA, 
BB,  CC  in  den  Puncten  A',  B',  C  geschnitlen,  die  auf  einer 
(ieraden  liegen.  Wenn  zugleich  A'  auf  A  liegt,  und  B'  auf  B, 
so  fäill  C  auf  C,  weil  die  Gerade  AB  mil  der  Linie  3ter 
Ordnung  nicht  mehr  als  3  Puncte  gemein  hat.  Daher  liegen 
3  Punpte  einer  Linie  3ter  Ordnung,  welche  osculii'eode  Tan- 
genten haben  (Inflexionen) ,  auf  einer  Geraden;  mehr  als  3  solche 
Puuele  können  nicht  real  sein.   Maclaurin  lin.  geom.  58  und  68. 

4.  Wenn  h,  iinltediiigt  null  ist,  mithin  die  (ileichung 
iij  i=  0  nicht  exislirt,  so  ist  nach  der  Substitution  /  durch 
[x  — a)^  theilbar;  alle  Geraden  des  Punctes  a\b  haben  2  Puncte 
a\b  und  n  —  2  andre  Puncte  der/  =^  0,  ohne  im  Allgemeinen 
Tangenten  der  Linie  zii  sein.  Unter  diesen  Geraden  sind  die 
beiden  Geraden  a^  ^  **  1™'^  ^  besliuniilen  l]  dadurch  ausge- 
zeichnet, dass  sie  je  3  Puncte  a\h  und  n  —  3  andre  Puncte  der 
/  =  0  enthalten.  Jede  dieser  beiden  Geraden  berührt  im  Allge- 
meinen Spunctig  die  Linie  in  dem  Punct  a\b;  ausnahmsweise 
mehrpunelig,  wenn  bei  ihrem  t.  zugleich  «., ,  . .  null  sind. 

Der  Punct  a\h  mit  2  Tangenten  «^  =  0  heisst  ein  äfacher 
Puni't  (Doppelpunct,  p.  duplex)  der  Linie  /  ^  0 :  ein  Knoten 
(nodus,  decussalio),  wenn  seine  Tangenten  real,  ein  conju- 
girter  Punct  {p.  conjugalum,  isolatum),  wemi  seine  Tangenten 
nicht  real  sind,  eine  Spitze  (cuspis,  rebroussement,  Rückkehr- 
punct) ,  wenn  seine  Tangenten  vereint  sind.  In  dem  Doppel- 
punct sind  2  Zweige  der  Linie  zu  unterscheiden,  reale  im 
Knoten,  nicht  reale  im  conjugirten  Punct.  In  einer  Spitze 
berühren  sich  2  Zweige ,  die  entweder  getrennt  sind  durch  die 
gemeinschaftliche  Tangente  (Spitze  erster  Art),  oder  nicht 
getrennt  (Spitze  zweiter  Art,  Schnabel). 
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Dio  niehrfai^hen  Puiifle  von  Linien  sind  erkannt  und  be- 
sehrieben worden  von  Newton  Enumeratio  1704,  IV  und  V,  die 
Spilzen  werden  von  Jon.  Bernoulli  Brief  an  I.eibniz  1695  Juni  8 
und  L'HospiTAL  Analyse  des  infin.  petils  i09  erwähnt,  Vergl. 
Maclaurin  Geom.  organica  'WäO,  ErrER  Inlrod.  II  c.  13,  Cramer 
Courbes  algebr.  p.  409,  u.  A, 

5,  Beispiele.  Die  Linie  x^  ■+■  y'"'  —  'iaxy  =  0  enihäll  den 
Punet  0 1 0  mit  den  Tangenten  a:^  =  0 ,  der  ein  Doppelpunct 
(Knoten)  der  Linie  ist.  Von  diesen  Tangenten  wird  die  Linie  je 
2punctig  berührt. 

Die  Linie  xy'^  —  [x  —  9)[t  —  2)'''  =  0  oder  nach  Ein- 
führung von  X  —  % 

.,/.  + 7{^  _  2)2  _[;c_  2)^  =  0 

entjialt  den  Punct  2|0  mit  den  Tangenten  'iy'^  +  l[x  —  ty  =  0, 
der  ein  conjugirler  PuncL  der  Linie  ist. 

Die  Linie  (9)/  -H  x  +  o)^  -i-  2fa;  —  a]^  =  0  hat  die  Spitze 
«1  —  a  mit  der  Innen-Tangente  2j(  +  x' -t- n  :^^  0  ,  von  der 
sie  4punetig  berührt  wird.  Wenn  2GP -H  OQ -)- «  =  y, 
20/"'+  OQ  4-  d  =  0 ,  so  ist  <ir'P  =  /  von  eonträr  gleichen 
Werlhen. 

Die  Linie  ay'^  —x[x-¥b)'^  =  (iAA.ay'^  +  h[x  +  by^—[x  +  b\^ 
^  0  enthält  den  Punol  — fi|0  mit  den  Tangenten  ay''-i-b[x  +  by^ 
=  0,  und  der  ein  Knoten,  ein  conjugirler  Punct,  eine  Spitze 
der  Linie  ist,  je  miehdem  ab  negativ,  positiv,  null  ist. 

Die  Linie  (x'- —  a"^)"^  =  ay^'iy  + -ia]  hat 

den  Puncl      a\a      mit  den  Tangenten  4(3!   -  a)^  —  iy^   =  0 

„  „     --aO        „       „  „  i{x  +  a)a  -    -iyi  ^   0 

0|-»   „      „  „  2x^  —  ^[y  +  a]i    =0 

Die  Linie  y  =  ,r(1  -J-  Yx)  d.  i.  \y  —  x)'^  —  a;''  =^-  0  hat 
die  Spitze  0  0  mit  der  Innen-Tangente  y  —  a:  ^  0;  die  Spitze 
einer  Linie  3ter  Ordnung  kann  eine  Aussen -Tangente  nicht 
haben.  Die  Linie  y  ^  x'^[\  +  -/j-)  d.  i.  (y  —  a;^)^ —  x^  =  0 
hat  die  Spitze  0 , 0  mit  der  Aussen-Tangente  i/  ^^  0 ;  auf  dieser 
Tangente  liegen  4  Punete  0[0  und  der  Punct  1|0  der  Linie. 
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Wenn  p,  q  lineare  Functionen  der  ^,  y  sind,  und  wenn 
die  Funeüoiien  /,  j,  h  der  x^  y  in  dem  PuncL  (p  =  0,  ?  =  0) 
die  Werthe/u,  y^,,  h^  haben,  so  enthalt  die  Linie 

p'f  +  pgff  +  i'h  =  II 

den  Doppelpunel  [p  =  0,  5  —  0)  mit  den  Tiin^enlen 

P'^fii  ■^pgyi^  +  <l^K  =  (I 

Wenn  /',  5,  r  lineare  Funetionen  der  x,  y,  so  wird  die  Linie 

p^  +  (/  +  r^  =  I) 
d.   i.     (i)3  +  5^  +  j-a)3  —  27y2g2r^   =   I) 

von  den  Geraden  p^  +  g'  =^  0  berührt  auf  der  Geraden  r  ^  0, 
u.  s.  w.  Die  Linie  hat  keinen  realen  Punct  ausser  den  l  Puncten 
[p^i  .--.  ji  =  r^).  Durch  Entwiekelung  nach  stei^tonden  Formen 
der  q  ^  p,  r  —  p  findet  man  die  Gleichung 

■■l^l>>[{g  —  p)^  —  {g—p)(r  —  p)  +  (r—p)^]  +  .  .   =   11 

Also  isl  der  Puncl  [p  ^  q  ^  r)  ein  Doppelpuncl  der  Linie 
mit.  den  nicht  realen  Tangenten 

il  —  P)'^  —  (<1  ~  P)0' —  P)  +  [r-p)-'  -  I' 

Von  derselben  Art  ist  der  Puncl  (p  =^  5  =  ^'"/i  n-  s.  w. 

Ü.  Wenn  w,  und  ",  unbedingt  null  sind,  mithin  auch  die 
Gleichung  «2  =  0  nicht  exislirl,  so  ist  nach  der  Substitution 
/durch  (ic  —  «)^  theilbar,  alle  Geraden  des  Punetes  a\b  haben 
3  Puncle  a\b  und  »  —  3  andre  Puncte  der  Linie  /  =  0.  Unter 
diesen  Geraden  sind  die  3  Geraden  uj  =  0  (mit  3  bestimm- 
ten i.)  dadurch  ausgezeichnet,  dass  sie  je  4  Puncte  a\b  und 
n  —  4  andre  Puncte  der  /  ^  0  enthalten.  Jede  dieser 
3  Geraden  berührt  im  Allgemeinen  2punctig  die  Linie  in  dem 
Punct  a\b;  ausuahmsweise  mehrpunctig,  wenn  bei  ihrem  X 
zugleich  «4,  .  ,  null  sind.  Der  Punct  a\b  ist  demnach  ein 
3facher  Punct  der  Linie  /=  0  mit  den  3  Tangenten  «^  =  0, 
von    denen   eine   unbedingt   real   ist.     Wenn    z.  B.  p,   q,  r,   s 
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Fiinctioiieii  der  j;,  y  sind,  die  in  dem  Piiin;l  a\h  die  Werthe 
Po!  ?oi  ''oj  ^0  haben,  so  ist  der  Puncl  a\b  auf  der  Linie 

j,(^  _  „p  +  g(a.  ~  «)={;,  _  6)  +  r(^  -  «)(y  -  6)^  +  s{y  -  by    -^  0 

ein  Sfiic.her  Puncl  mil  den  Tangentiin 

p,{x -<•)■■> -t-'i,{x-ay^(>/-b)^r,.{x-a){y-bY  +  ^,{y~by  ~  U 

iLi.  ^  —  b  ^.  '/.[j^  —  a),  pa  ■+■  5o^  +  ''o^'^  +  -"^o^^  =  0. 

Wenn  alle  Geraden  des  Punctes  a\b  k  Punkte  a\b  und 
n  —  k  andre  Puncte  der  Linie  /  =  0  enthalten,  d.  h.  wenn  w, , 
"21  -■!  "fc— -1  unbedingt  null  sind,  so  ist  der  Punct  a\b  ein 
frfacher  Puncl  der  Linie  mit  den  it Tangenten  f/ji,  =  0,  die 
ausnahmsweise  nicht  alle  von  emander  veischieden  sein  Itönnen 
In  dem  fcfachen  Puncl  der  Linie  sind  l  Zweige  derselben  zu 
unlerscheiden ;  wenn  diese  led  getrennt  sind  so  kann  ein 
bewegter  Punct  die  ganze  Linie  nicht  duichlmfen  ohne  den 
t fachen  Puncl  tinal  zii  übers l breiten  Bei  einem  Stachen  Pund 
kann  man  1  |  Paare  von  finnenleu  und  ebensoviel  2f.Khi 
Puncte  unlerscheiden,  ternei  J     j  31dche  Puntle    u   s   w 

Bei  Iransscendenten  Linien  kann  es  sich  eieignen,  duss  ein 
Punet  derselben  weder  eint  Mehi^ahl  \on  Tangenten,  noch 
überhaupt     eine     hestimmtt.    Tangente     hat.      Auf    der    Linie 

w  .=  ii'  sin  -  isl  der  Punct  O'O  von  solcher  Beschaffenheit.  Caui.hv 

"  X 

Applie.  du  calc.  intin.  'a  la  geom.  1826.  Le^:.  4.  Es  können  anf 
transscendenlen  Linien  mehr  Piinele,  sogar  alle  l'iinole  diese 
Eigenschaft  haben. 

7,  Wenn  ,/').  eine  Form  fcten  Grades  der  a:,  j/,  so  hat  die 
Linie  /„  +  /,j_i  +  /„_  2  +  ■  ■  =  f  n''t  der  Geraden  ^  ^Xx  des 
Nuilpunctes  (eines  gegebenen  Punetes)  n  Puncle  gemein.  Durch 
die  Substitution  y  =  Aa;  wird  fy.  =  l^i^  und  ^^  eine  Function 
tLen  Grades  von  A;  daher  sind  die  Äbscissen  der  Schnittpuncte 
die  Wurzeln  der  Gleichung  l^^x"  +  '„„ja^"""^  +  . .  =0.  Die 
Summe  der  Wurzeln  isl  —  ^„_i  :  !„■  Also  hat  die  Mitte  der 
Schnittpuncte  die  Goordinaten 
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Üabei  ist  Ij^x^  ^=  Jl.,   fül^ilich  bei  allen  l 

<  +  /■„_,   =  I' 

d.  h.  die  Geraden  eines  Puncles  schneiden  eine  ^e^ehene  Linie 
nter  Ordnung  in  je  n  Puncten ,  deren  Mitten  auf  emei  Linie 
derselben  Ordnung  liegen.  Der  gegebene  Punct  ist  ein  (n  — t)- 
facher  Punct  auf  der  Linie  der  Mitten  mit  den  Tangenten 
fn—\  =  0.  Die  Linie  der  Mitten  hat  mit  der  gegebenen  Linie 
die  unendliclifernen  Puncte  gemein  auf  den  Geladen  /„  =  0 
Vergl.  §.  34,  \%.     M*GNiis  Aufg.  p.  275. 

8.  Wenn  die  Funetiim  /  fiten  Grades  der  x,  y  nal^h  For- 
men der  a.  —  a  y  —  b  \ii  la  +  u^-{^  entmikelt  wnd  so 
sind  die  toethueuten  C^g[\]  bestimmte  Funulionen  des  Punktes 
a\b,  ausdiüekbar  nach  dem  Tajlorschen  **ati  durch  diefterthe 
welche  /  und  deien  Flux;ionen  (Differenlialquolienleii  in  dem 
Punct  a\h  hiben  Nun  ist  dei  Punct  t\h  ein  einlachei  Pun  t 
der  Linie  /  =  0  wenn  mq  null  und  m,  nit-hl  unbedingt  null 
ist;  er  ist  ein  äfichei  Punct  wenn  i^  und  die  beiden  Coeffi- 
cienten  dei  u^  null  smd  und  u^  nicht  unbedingt  null  ei  ist 
eine  Spitze  wenn  zugleich  i^  ein  (Juadiat  ist  ei  ist  ein 
3 facher  PunU  wenn  v  die  2  t  leffiuenten  dei  t,  und  die 
3  t^loefficienten  dei  «^  null  sind  und  v^  nicht  unbedingt  null 
U.  s.  w.  Dahei  haben  die  liiossen  a  b  wenn  dei  Puntt  a  b 
ein  äfachei  Punct  sein  soll  3  bleiuhungen  wenn  ei  eine  bpilze 
sein  soll  l  Gleichungen  zu  genügen  Wenn  dei  Puntt  ein 
3  facher  Pun  t  sein  soll  so  haben  seine  (.  loidiiidlen  1  +  ^  +  3 
=^  (,)  Gleichungen  lm  genügen,  wenn  dei  Punct  ein  tfachei 
Punct  sein  soll,  so  haben  seine  Courdinaten  I  4-  S  +  . .  +  fc 
^  (    ^    I  Gleichungeu  zu  genügen. 

Ein  System  von  mehr  als  2  Gleichungen  für  2  Grössen  ist 
nicht  unbedingt  möglich;    die  Function  «ten  Grades  muss  von 
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besondrer  Arl  (singular]  sein,  um  deu  erwälmteu  Mehrfor- 
derungen  zu  entsprechen:  eine  Linie  nter  Ordnung  /  =  0 
hat  nicht  unbedingt  einen  mehrfachen  Puncl.  Die  Funclion  / 
ist  Singular,  wenn  die  Linie  /=  0  singnliir  isl  d.  Ii.  einen 
mehrfachen  Pun et  besitzt;  die  Function  ist  ordinal',  wenn  ili^' 
Linie  ordinär  ist  d.  h.  nur  einfache  Puncle  hal. 

9.  Wenn  /  eine  Form  «len  Grades  der  x,  y,  t  mit  den 
ersten  Fluxionen  /^ ,  /  ,  ff,  so  ist  xf^  -t-  yfy  -t-  tf^  =  nf  nadi 
Euler's  Satz.  Der  Puncl  x  :  t\y  :  t  kann  ein  Sfacher  funel  der 
Linie /=  0  nicht  sein,  ohne  dass  in  ihm /,  ,/^,  /„  null  sind, 
also  auch  /(  null  ist.  Die  Puncle  Cjc  =  0,  /„  =  0)  können 
nur  dann  mehrfache  Pnncte  der  y  ^  0  sein,  wenn  ihre  Coor- 
dinaten  der  Gleichung /(  =  0,  also  auch  der  Gleichung  /  =  0 
genügen.  Aus  dem  System  (/  =  0 ,  /a,  =  0 ,  /^  =  0 )  oder 
dem  eongruenten  einfacheren  System  ( /j^  ^  0,  .'«  =  0- 
/(  ^  0)  folgt  durch  Elimination  der  x  :  I,  y  :  t  Aw.  Gleichung 
Ä^O,  so  dass  Ä  eine  bestimmte  Function  der  Coef fielen  teil 
von /ist,  die  von  Sylvester  Philos.  Mag.  1851,  U  p.  iO(i  so- 
genannte Discriminante  der  Form  /.  Daher  ist  die  Form  f 
wie  die  Linie  /  =  0  singulür,  wenn  die  Discriminante  der  / 
null  ist,  oder  (was  dasselbe  ist)  wenn  für  einen  Puiict  der 
Linie  die  erste  Differentialgleichung  derselben  nicht  existirt. 
Eine  reducible  Linie  /^  =  0  isl  nicht  ordinär,  weil  die  Piuicle 
(/^  0,    ^  =  0)   der  Linie  nicht  einfache  Puncle  sind. 

Die  Singularität  einer  Linie  ist  unabhängig  davon ,  ob  ein 
mehrfacher  Puncl  der  Linie  reale  Tangenten  hat  oder  nicht 
reale;  die  Singularität  wird  aber  dadurch  verstärkt,  dass  es 
unter  den  Tangenten  eines  mehrfachen  Puneles  mehrere  giebl 
von  einer  Richtung,  mehrere  von  einer  andern  Richtung,  u.  s.  u. 
Die  Untersuchung  einer  ordinären  Linie  isl  schwieriger  nis  die 
einer  singulären  Linie  derselben  Ordnung;  stärkere  Singulariläl 
der  Linie  erleichtert  die  Untersuchung.  Vergj.  Newton  linunie- 
ratio  VI. 

10.  Dieselben  Unterscheidungen  sind  auch  bei  den  uneiid- 
lichfernen  Puneten  einer  Linie  zu  machen.  Wenn  /j.  eine  Form 
fcten  Grades  der  x,  y  und 


y  Google 


§.  38.     Die  mehi-facheti  Puncte  singulärer  Liniea.  2S7 

f  -  f„  +  f„-r  -*■■■+ ff, 

SO  liegen  die  u  aendlich  fernen  Punele  der  Linie  /  ^  0  auf  der 
Linie  /„  =  0,  d.  h,  auf  n  Geraden  des  Nullpunctes  (§.  20,  4), 
Fin  Divisor  der  f„  sei  y  —  ax;  dann  isl  y  ^  a.x  eine  jener  n 
Geraden,  und  y  ^  ax  -\-  ft  eine  Parallele  derselben.  Durch  die 
Substitution  y  ^  aa:  +  /.i  wird 

f  =    A^x"  4-  A^x''-^  +  A^x"--  +  .  . 

SO  dass  A{  eine  Function  iten  Grades  von  ft  ist.  Nun  ist  A^ 
der  Werlh,  welchen  f„  bei  y  =  ox  hat,  iilso  null  bei  allen  ju, 
und  die  Gleichung  für  x 


hat  eine  unendliche  Wurzel,      Daher    haben   alle  Parallelen  der 

y  =^  aj.  mit  der  Linie  /  =  0  n  Punele  gemein,  unter  welchen 
einer  unendlich  lern  ist. 

Unier  den  Parallelen  isl  eine,  deren  n  der  Gleichung 
-4i  ^  ü  ^enU^I.  dadurch  ausgezeichnet,  dass  sie  n  Punele  der 
Linie  enthdlt,  unter  welchen  2  unendlichfem  sind.  Diese  Ge- 
rade ist  in  dem  unendlich  fernen  Punet  der  Linie  die  Tangente 
derselben  (eine  Asymptote  der  Linie),  im  Allgemeinen  Spunctig 
berührend ,  ausnahmsweise  3punctig,  wenn  ihr  ;(  auch  der 
Gleichung  j4^  =  0  genügt,  u.  s.  w.  Die  Asymptote  kann  die 
unendlichferne  Gerade  sein, 

11,  Wenn  A^  unbeduib^l  null  ist  so  enthalten  alle  Par 
allelen  n  Punele  der  Lmie  untei  welchen  l  unendbchfern  suid 
Unter  den  Parallelen  gieht  es  aber  2  deien  /(  du  (rkichun^ 
A^  ^  ü  £;entl£;en  dadurch  lUsgezeiLhnet  diss  sie  n  Pun(,le  dei 
Linie  enthalten  deren  j  unendlichfem  sind  Der  unendhth 
ferne  Puncl  der  Geraden  y  =^  ax  ist  in  diesem  Fall  ein 
2facher  unendluhf  ei  nei  Puncl  der  Lmie  mit  ä  Tangenten 
(Asymptoten)  ,  die  real  sind  oder  nicht  real ,  ausnahmsweise 
vereint.  Bei  realer  Tangente  der  unendlichfemeii  Spitze  kann 
es  sich  ereignen,  dass  die  Spitze  selbst  nicht  real  isl. 
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Wenn  A^  und  Ä^  unbedingt  null  sind,  so  enllialteii  alle 
Parallelen  »  Puncte  der  Linie,  deren  3  unendlichfem  sind. 
Unter  den  Parallelen  haben  3,  deren  /i  der  Gleichung  -4^  =  0 
genügen,  je  4  unendlich  ferne  Puncte  der  Linie,  und  berühren 
die  Linie  im  Allgemeinen  je  Spunclig.  Der  unendlich  ferne  Punet 
der  Geraden  y  :=  ax  ist  in  diesem  Fall  ein  Sfacher  unendlich- 
ferner  Punct  der  Linie  mit  3  Tangenten  (Asymptoten),  von 
welchen  wenigstens  eme  leal  i*!!      U    s    w. 

Die  mehrfachen  unendhi  hfeinen  Puncle  von  Linien  sind 
zuerst  von  Newtok  hnum  V  neueilith  von  Poncei.et  Grelle 
,1.  4  p.  16  beachtet  worden  Veigl  Salmo.n  Plane  curves  43  f. 
Painvin  Nou-s    Ann    tSb*  p    14b    19^    2*1 

13.  Durch  die  Suhslitution  y  ^  ax  ■*-  fi  geht  die  Function 
/  nach  dem  Taylor'sehen  Satz  über  in 

so  dass  /',  /",  .  .  die  Fluxionen  der  /  nach  >/  sind,  und  /,  /', 
/",..  die  Weilhe  bedeuten,  welche  die  Function  und  ihre 
Fluxionen  bei  y  ^=  ax  haben.  Unter  den  einzelnen  Gliedern 
dieser  Reihe  sind  f„  durch  x"  theilbar,  /^_i ,  f^  durch  «""' 
Iheilbar,    ,/'„_a,  /„_/,  /«"   dui'ch    a,-""^   theilbar,    u.  s.  w. 


A,  =  (/■„_,  +/;»  :  ^"-' 

^2  =  (f.,-2  +  f«-i'f'  +  if,,"/'')  ■  ^""' 

Ai  -  (/;  ;,  +  f„--/f  +  5/;_i  V  +  ,v?;/V) :  ■«"""' 

u.  s.  w.  Bei  ^  =  oa:  ist  /„  -=  0,  A,^  =  I):  der  unendlicLfern 
Puncl  der  Geraden  y  =  «-t  is'  «i"  L'iufachi'r  Puricl  der  l.ini 
mit  der  Tangente  [Asymptote) 

J,    =  0      oder      /■„_,  +f„V  =    0 
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wo  /„'  nicht  null  unter  der  Voraussetzung,  dass  y  —  ax  ein 
einfacher  Divisor  der  Form  /„  war. 

Wenn  /„'  null  und  /„_i  nicht  null ,  so  ist  die  gesuchte 
Asymptote  keine  endlichfeme  Parallele  der  y  =  ax,  sondern  die 
unendlich  ferne  Gerade:  die  Linie  /==  0  hat  mit  der  unendlich- 
fernen Geraden  2  oder  mehr  vereinte  Puncte  gemein,  einen 
apunctigen  oder  mehrpuncUgen  Contact  in  unbestimmbarer 
Richtung. 

Wenn/„_^  und/„'  beide  null  sind,  so  hat  man  für  ^i  keine 
Gleichung  ersten  Grades.  Dagegen  hat  man  für  ft,  wenn 
fn—1jfn-^{tfn'  '""ht  alle  null  sind,  die  Gleichung  zweiten 
Grades  (A,^  =  0) 

d.  h.  der  uneudlichforne  Punct  der  Geraden  i/  —  acc  =  0  ist  kein 
einfacher  Puuct  der  Linie  /  =  0 ,  sondern  ein  Sfacher  Punct 
mit  2  parallelen  Asymptoten  y  —  «cc  =  //,  von  welchen  die  Linie 
daselbst  je  Spunctig  oder  mehrpunctig  berührt  wird.  Von  diesen 
Asymptoten  fdllt  bei  /„"  =  0  die  eine,  bei  /„"  =  0,  /„_/  =  0 
auch  die  andre  auf  die  unendlichferne  Gerade,  Wenn  die  beiden 
Asymptoten  nicht  real,  oder  real,  oder  vereint  sind,  so  ist  der 
unendlichferne  Punct  ein  conjugirler  Puuct,  oder  ein  Knoten, 
oder  eine  Spitze  der  Linie  /  =  0. 

Wenn  die  Gleichung  zweiten  Grades  für  ft  nicht  esislirt, 
so  hat  man  eine  Gleichung  dritten  oder  hohem  Grades  für  ft, 
und  die  entsprechende  Menge  Asymptoten  y  —  oa;  =  /f. 

13.  I-  Wenn  y  —  ax  ein  einfacher  Divisor  der  /„  ist,  und 
demnach  _/^  =  (y  —  ax)gn—\,  so  wird  durch  die  Substitution 
y  =^  ax  -{-  1.1  die  Form  /^  eine  Function  fcten  Grades  von  x,  in 
der  xk  den  Coefflcienten  /j.  (1 ,  a]  hat,  d.  i.  ^  bei  a^  ^  I ,  y  =  a. 
Also  erhalt  man  durch  dieselbe  Substitution  in  /  ^  0  die 
Gleichung  für  x 

[K9^-i{ha)  +V„_i(l,«)>  — '   +  ..  =  0 
welche  niederen  Grades  ist  unter  der  Bedingung 

d.   h.    die   Linie    [y  —  ax)g„__^[\,  a]    +  /„_i[1,  «}  =   0    hat 
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mit  /  =  0  mehr  als  einen  unenillichfei'ncn  Punct  gemein,  und 
ist  eine  Asymptote  der  /  =  0. 

II.  Wenn  bei  allen  x,  y 

__   -fn--\ B  _C_ 

{y  —  ax)g^_^   ~  y  —  ax  g,^_y 

d.  h.  — /„„,  =  B<Jn—\  ■*-  G[y  —  aa;),  so  ist 
ifi/„_,[l,a)  +  /■„_j(l,a)  =  0 

Von  dem  Bruch  —f„_i  :  {y  —  ax]ff^_i  kann  ein  Partial- 
binich  des  Nenners  y  —  ax  abgelüst  werden  (Algebra  §.  10,  6): 
die  Constante  /(  erscheint  als  Zähler  B  des  Partialbruches  mit 
dem  Nenner  y  —  ax.  Dieser  Zähler  wird  nach  Euler  Calo,  diff. 
II,  407  durch   — /„_i  :  /„'  bei  a:  =  I,  3/  =  a   ausgedrückt, 

wenn   f'    =  -<—  ,  wie  oben  (12), 

III.  Wenn  demnach  /„  =  C[y  —  a,a;)(a —  a^x)  .  .  [y  —  a„a;] 
das  Product  von  n  verschiedenen  linearen  Formen  ist,  so 
hat  die  Linie  /  =  0  ebensoviel  Asymptoten  verschiedener 
Richtungen 

y  ^  a^x  —  fi,   =  a ,     .  .  ,     y  —  a^^x  ~  ß^^  ^  0 

die  nur  von  /^  und  /n_i  abhängen,  der  Art  dass 

_!!._  +  ,.+   _"■ f--^ 

l,         y  —  axx}\        y  —  a-iX) 
_       +   l^im + 

■  -  /-i)  ■■=/■„  +  f„-i  +  a 

wo  g  eine  bestimmte  Function  (n  —  2}ten  Grades  der  x,  y  ist. 
Unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Gleichung  /„  1=  0  für  y 
gleiche  Wurzeln  nicht  hat,  und  dass  «,  v  Functionen  der  x,  y 
sind,    deren  Grad  »  —  2  nicht  tibersleigt,    haben  die  Linien 
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fn  ■+■  /«— 1  +  u  =  0  und  /„  +  /«_!  +  u  =  0  diesolben 
Asymptoten.  Vergl.  Newton  Enum.  II,  2.  Euler  Introd.  II. 
g.   2i8.     Salmon  Piano  curves  43. 

14.  Beispiele.    I.  Die  Linie  3ter  Ordnung 

yj  _  (7 a;  _  7)  /  +  (Ux^  -  SOa;  +  7)  j 
—  8a!3  +  20a:2  +  13a;  —  5  =  0 

bat  die  unendlichfenion  Puncle  der  Geraden 

yS_Tarya+  14j;»y~83;»=  [y- x){y  —  2x){!/ -ix]  =  0 

—  7u»  + 30a;H  — 20iEä  ,    .  „        •,. 


-^y^-^ 


Also  hat  die  Linie  die  Asymptoten 


In  der  Tliat  ist 


bei  jf  •"  ix  gieht  /i  = 


{y-co){y-2x)(y-ix)         y-x       y-lx        y  -  ix 

Die  erste  Asymptote  hat  alle  Punkte  mit  der  Linie  gemein,  und 
ist  ein  Theil  der  Linie,     Die  gegebene  Gleichung  ist  in  der  That 

(y_^_i)[j,2_(6x-8)y  +  8a;3_28:c  +  15]  =  0 

Der  Kegelschnitt  [3,2  —  ..]  =0  oder  [y  —  2cc  + 6)(^  —  4«+  2) 
-1-3  =  0  hat  die  beiden  andern  Asymptoten. 

Der  Kegelschnitt  y^  —  6ccy-i-  Sa:^  +  4i/—  12^  + 5  =  0  d.  i. 

{^-2x-^l){y-ix^1-)^\  =0 

hat  die  unendlichfemen  Puncte  jenes  Kegelschnittes,  seine  Asym- 
ptoten sind  parallel  mit  den  Asymptoten  desselben,  Ueberhaupt 
seien  p, ,  . . ,  i>„  lineare  Functionen  der  x,  y,  und  r  eine  Function 
(n  —  2)len  oder  niedern  Grades:  die  Linie  p[  . ,  p„  +  r  =  0 
hat  die  Asymptoten  p^  =  0,  ^2  ^  **!  ■  ■^)i  ^""^  welchen  sie, 
wenn  r  niedern  Grades,  mehrpunctig  berührt  wird. 
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II.  Die  Parabel  y^  =  a;  hal  den  Punct  0|0  mit  der  Tan- 
gente a;  =  0 ,  und  den  unendlichfernen  Puiiet  des  Diameters 
y  =1  0.  Die  Gleichung  für  x  hat  eine  unendliche  Wurzel,  mehr 
bei  unendlichem  y :  die  unendlichfernen  Punete  der  Parabel 
sind  vereint  auf  der  unendlichfernen  Geraden,  von  der  die 
Parabel  berührt  wird. 

Die  Linie  6ter  Ordnung  x*{y  —  bx  —  c)'^  =  «2  _  ^-a  ^-jrd 
von  den  Geraden  a^  —  a;^  =  0  berührt  auf  der  Geraden  y  = 
bx  +  c.  Wenn  x  nicht  zwischen  — a  und  a,  so  ist  y  nicht 
real.  Die  unendlichfernen  Punete  liegen  auf  Parallelen  der 
Geraden  x^{i/  —  bx]"^  =  0.  Der  unendlichferne  Punct  der  Ge- 
raden y  =  6a^  ist  kein  einfacher  Punct  der  Linie,  sondern  ein 
äfacher  Punct  mit  der  einen  Tangente  ji  —  bx  —  c  =  0;  aber 
die  unendlichferne  Spitze  selbst  ist  nicht  real.  Die  Gleichung 
für  y  hat  im  Allgemeinen  4  unendliche  Wurzeln,  bei  x  ^  0 
mehr:  der  unendlichfeme  Punct  der  3?  =  0  ist  ein  4facher  Punct 
der  Linie  mit  der  einen  Tangente  x  =  0. 

ni.  Die  Linie  x^  —  a;i/  -i-  1  =  0  hat  ihre  unendlich  fernen 
Punete  auf  Parallelen  der  Geraden  a;  =  0.  Die  Gleichung  für 
j;  hat  2  unendliche  Wurneln,  mehr  bei  x  ^  0  und  bei  x  ^  <x: 
der  unendlichferne  Punct  der  a;  =  0  ist  ein  Sfaeher  Punct  der 
Linie,  seine  Tangenten  sind  x  ^  Q  und  die  unendlich  ferne 
Gerade, 

Die  Linie  xi/^^i/^  —  3x)/-t-'ix  =  0  hat  ihre  unendlich- 
fernen  Punete  auf  Parallelen  der  Geraden  x^/'^  =  0.  Der  unend- 
lichferne Punct  der  a:  =  0  ist  ein  Ifaeher  Punct  der  Linie  mit 
der  Tangente  x  —  4  =  0,  der  unendlichferne  Punel  der  y  =  0 
ist  ein  9facher  Punct  der  Lijiie  mit  den  Tangenten  y^  —  3y 
+  2  =  0. 

Auf  der  Linie  a:*  —  ox^^  +  by^  =  0  ist  der  Nullpunct 
ein  Sfachcr  Punct  mit  den  Tangenten  (by-  —  ax'^)y  ^  D.  der 
■unendlichferne  Punct  der  x  =  Q  ein  einfacher  mit  unendlich- 
ferner Tangente. 

Auf  der  Linie  [x^-i-y^)^  —  ^ax'^y-i-ayi  =  0  ist  der  iVuU- 
puuet  ein  3facher  Punct  mit  den  Tangenten  (y^  —  'ix'']t/  =  0, 
die  unendlichfernen  Kreispuncte  sind  einfache  Punete  der  Linie 
mit  unendlich  ferner  Tangente. 
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Auf  der  Linie  2a;^y  —  y"^  —  x  =  0  ist  der  unendlichfeme 
Punct  der  Geraden  y  =  0  ein  einfacher  Punct  mit  der  Tangente 
y  =  0 ,  und  der  unendlichfeme  Punct  der  ic  =  0  ein  2facher 
Punct  mit  unendlichferner  Tangente. 

IV.  I>ie  Unie  y'^{x  —  ■\]'^[x — 3)  =  1  hat  die  unendlich- 
fernen Puncte  der  Geraden  a^y  ==  0.  Die  Gleichung  ftir  x  hat 
2  unendliche  Wurzeln ,  mehr  bei  y  ^  0 ;  die  Gleichung  für  y 
hat  3  unendliche  Wurzeln,  mehr  bei  [x — 1)^(a:  —  3}  =  0. 
Daher  ist  der  unendlichfeme  Puucl  der  y  ^  0  ein  Sfacher 
Punct  der  Linie  mit  der  Tangente  y  =  0 ,  und  der  uncndhch- 
ferne  Punct  der  a;  ^  0  ein  3facher  Punct  der  Linie  mit  den 
Tangenten  [x  —  \)^ [x  —  S]  ==^  0. 

Die  Linie  a^VMv  ~  x)~  ^^  (a:^  +  ^2)  +  1  =  0  hat  die 
unendlich  fernen  Puncte  der  Geraden  xy(y  —  »:)  =  0.  Der 
unendhchfeme  Punct  der  ?/  =  a:  ist  ein  einfacher  Punct  der 
Linie  mit  der  Tangente  y  =^  x.  Der  unendlichfeme  Punct  der 
1/  ==  0  ist  ein  3facher  Punct  der  Linie  mit  den  Tangenten 
yly-i  -)_  1)  ^  0.  Der  unendlichferne  Punct  der  a^  =^  0  ist  ein 
äfacher  Punct  der  Linie  mit  der  Tangente  a:  :^  0. 

Die  Linie  x^y^  —  'ibxhj  —  b''-y'^  —  'ia^xy  ■+■  b'^x^  4-  ib^y 
+  %a^bx  +  2a*  —  6*  =  0  oder 

-  a4(2&2  -  ^^) 

hat  reale  Punele,  wenn  x  zwischen  —h^'^  ^mcl  hY'i-  Ihre 
unendhchfernen  Puncte  liegen  auf  den  Geraden  xy  =  0.  Der 
unendüehferne  Punct  der  a;  =  0  ist  ein  Sfacher  Punct  der  Linie 
mit  den  Tangenten  a:'^  — 6^  =  0.  Der  unendlichfeme  Punct  der 
y  ^  0  ist  ein  2facher  Punct  der  Linie  mit  der  Tangente  ;/  —  /-  =  0. 
Aber  auf  der  realen  Tangente  ist  die  Spitze  nicht  real.  Cramer 
p.  269. 

15.  Wenn  das  durch  die  Coordinalen  bestimmte  Element 
der  Ebene  nicht  ein  Punct,  sondern  eine  Gerade  ist,  wenn  dem- 
nach /  eine  Function  nten  Grades  einer  Geraden  (ihrer  Coordi- 
naten)  ist,  so  ist/^  0  eine  Serie  nter  Classe  von  Geraden, 

die  Serie  der  Tangenten  einer  Linie,    der  Envelnppe  der  Serie 
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{§,  28,  2).  Diese  Serie  nter  Classe  von  Geraden  ist  die  Iteci- 
proke  der  obea  betrachteten  Serie  nter  Ordnung  von  Puncten 
(§.  31.  '?)• 

Unter  den  Puncten  einer  Geraden  der  Serie  ist  ein  Punct 
dadurch  ausgezeichnet,  dass  er  2mal  diese  Gerade  und  n  — 2 
andre  Gerade  der  Serie  enthalt.  Dieser  Punet  ist  ein  Punct 
der  Enveloppe,  in  welchem  dieselbe  von  der  Geraden  der 
Serie  berührt  wird.  Es  giebt  eine  bestimmte  Menge  Gerade 
der  Serie  mit  je  einem  Punct,  der  3mal  die  Gerade  und  n  —  3 
andre  Gerade  der  Serie  enthalt.  Ein  Punct  A  der  Enveloppe 
enthalt  ji  —  2  Gerade  der  Serie,  auf  welchen  die  Punete  B,  C,  .. 
der  Enveloppe  liegen.  Wenn  B  auf  A  fällt,  so  ist  A  ein  Punct 
der  Enveloppe  mit  2  Tangenten:  die  Enveloppe  hat  eine  be- 
stimmte Menge  Doppelpuncte. 

Wenn  alle  Punete  einer  Geraden  der  Serie  je  2mal  diese 
Gerade  und  n  —  2  andre  Gerade  der  Serie  enthalten ,  so  sind 
2  Punete  dieser  Geraden  dadurch  ausgezeichnet,  dass  sie  je 
3mal  diese  Gerade  und  w  —  3  andre  Gerade  der  Serie  enthalten. 
Diese  beiden  Punete  sind  Punete  der  Enveloppe,  in  welchen 
dieselbe  von  der  Geraden  berührt  wird:  diese  Gerade  der  Serie 
ist  eine  Doppeltangente  der  Enveloppe  mit  2  realen  oder 
nicht  realen  Contacten,  insbesondere  eine  osculirende  Tan- 
gente, wenn  die  beiden  Contacte  vereint  sind.     U.  s.  w. 

Wenn  demnach  die  Serie  von  Geraden  ordinär  ist,  so  ist 
die  Reciproke  Singulair.  Die  Serie  von  Geraden  muss  Singular 
sein,  um  eine  Gerade  mit  2  Puncten,  eine  Doppeltaugente  der 
Enveloppe  zu  enthalten;  sie  muss  singularer  sein,  um  eine 
osculirende  Tangente  der  Enveloppe  zu  enthalten.  Der  Grund 
zu  diesen  Bemerkungen  ist  von  Poncelet  1828  Grelle  J.  4  p.  13 
und  von  Plücker  1834  Grelle  J.  13  p.  107  gelegt  worden.  Vergl. 
dessen  System  1833  p.  290  und  Theorie  1839  p.  207.  Salmon 
plane  curves  37  u.  38.    Lisdlhasn-Cleusch  Vorles.  p.  342. 

§.  39.    Zweige  einer  Linie. 

1.  Bei  der  Untersuchiing  des  Verlaufs  einer  Linie  in  der 
Nahe  eines  ihrer  Punete,   von  einem   endlichfernen  Punet  aus 


y  Google 


Zweige  e 


295 


oder  nach  einem  unendlichf erneu  Punet  hin,  hat  man  zu  unter- 
scheiden, ob  der  Punct  ein  einfacher  Punct  der  Linie  ist,  durch 
den  ein  Zweig  der  Linie  an  einer  Tangente  geht,  oder  ein  mehr- 
facher Punct  mit  mehr  Zweigen  und  Tangenten;  für  jeden 
Zweig  ist  eine  besondre  Näherungs-Gleichung  aufzusuchen. 
Dazu  dienen  folgende  Bestimmungen,  welche  die  Grundlage  der 
Newtonschen  und  der  Leibnizschen  Infinitesimalrechnung  bilden. 
Wenn  x  nicht  endlich  ist,  sondern  verschwindend  {eva- 
nescens,  unendlich  klein,  infinite  parva],  und  ß  real,  so  ist  x" 
verschwindend  ßter  Ordnung,  bei  «  =  0  endlich,  bei 
negativem  a  unendlich  (— «jter  Ordnung.  Zwei  von  ein- 
ander abhängige  Verschwindende  y  und  x"  haben  dieselbe 
Ordnung,  wenn  ihr  VerbSltniss  y  :  a:«.endlich  ist  und  nicht 
null.  Wenn  demnach  verschwindende  oder  unendliche  x,  y  die 
Ordnungen  1,  K  haben,  sohats^y^  die  Ordnung  p-t-ßg;  oder 
wenn  a-,  y  die  Ordnungen  ß,  1  haben,  so  hat  a:^3/ä  die  Ordnung 

ßV  +  5- 

Wenn   bei  nicht  endlichen  cc,  y    die  Glieder   x^tß.    x^y^ 
dieselbe  Ordnung  c  haben,  d.  h. 


l-aä  - 


a  ■^  c    oder    ßp  +  3  = 


0  werden  a,  c  oder  ß,  c  durch  die  gegebenen  Exponenten  p,  q 
md  r,  s  bestimmt.  Dabei  hat  ein  drittes  Glied  x^y^  die  Ordnung 
+  au  oder  ßt  -i-  u,  die  im  Allgemeinen  von  c  verschieden  ist. 


3.  Die  Glieder  der  Function  /  von  x,  y  erhalten  ihre  (durch 
«  bezeichneten)  Plätze  auf  der  Ebene  xy,  das  durch  x^y^  Iheil- 
bare  Glied  auf  dem  Punct  p\q.  Die  Puncte  der  Glieder 
bilden  das  Polygon  der  Function.  Z.  U.  a  4-  bxy^  +  cx^y 
+  dx'^y*  ■+■  ex^y^  hat  das  Polygon 


Wenn  in  f  =  fu  +  /i  - 


/„  keine  Glieder  fehlen,  so  ist  das 
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Polygon  der  /  ein  volles  gleichsehenkeliges  Dreieck  mit  der 
Spitze  /o  und  der  Basis  /„ . 

Wenn  bei  nieht  endlichen  a:,  y  die  Glieder  x^i/^,  x^y^ 
beide  die  Ordnung  c  haben,  d,  h.  /j  -t-  ag  ^  r  +  as  =  c,  so 
liegen  die  Puncte  der  Glieder  auf  der  Geraden  x  +  ay  ^=  c. 
Die  gemeinschaftliche  Ordnungszahl  c  der  beiden  Glieder  wird 
nun  mit  Hülfe  des  Lineals  erkannt:  sie  ist  die  Abscisse  des 
Punctes,  in  welchem  von  der  Geraden  p.q  •  r\s[x  +  ay  =  c) 
die  Gerade  y  =  0  geschnitten  wird,  abgektlrzt  »die  Abseisse 
der  Geraden  ])\q  ■  r\s.«.  Oder  sie  ist  die  Ordinate  des  Punctes, 
in  welchem  von  der  Geraden  ßx  -i-  y  ^=  c  die  Gerade  x  ^  d 
geschnitten  wird,  abgekürzt  »die  Ordinate  der  Geraden 
,|5-rl,.. 

Wenn  der  Punct  t\u  auf  der  Geraden  p  q  ■  r\s  liegt,  so 
ist  (  +  ow  =  c:  das  Glied  t,u  hat  dieselbe  Ordnung,  wie  die 
Glieder  p\q ,  r\s.  Wenn  aber  der  Puncl  t\u  neben  der  Ge- 
raden p\q  ■  r\s  liegt,  so  ist  t  +  au  =  c',  d.  h.  der  Punct 
(|i*  liegt  auf  der  Geraden  x  +  ay  =  c',  die  mit  der  Geraden 
p\q  ■  r\s  parallel  ist.  Die  Ordnungszahl  des  Gliedes  tu  ist  die 
Abscisse  dieser  Parallele.     Folglich: 

Wenn  die  Glieder  x^y^,  x''y^  beide  dieselbe  Ord- 
nung haben,  so  hat  das  Glied  x^y"'  höhere  oder  niedere 
Ordnung,  je  nachdem  die  Gerade,  welche  den  Punct 
t\u  enthält  und  mit  der  Geraden  p\q  •  r\s  parallel  ist, 
eine  grössere  oder  eine  kleinere  Abscisse  {Ordinate} 
hat  als  die  Gerade  p\q  ■  r\s. 

Z.  B.  bei  versehwindenden  x  seien  0|0  und  3  3  Glieder 
einer  Ordnung.  Ihre  Gerade  hat  die  Abscisse  0 ;  die  Parallele, 
auf  der  die  Glieder  1j3,  2|4  liegen,  hat  eine  kleinere  Abscisse; 
die  Parallele  des  Gliedes  3 1 1  hat  eine  grössere  Abscisse,  Also 
sind  13,  2 1  i  Verschwindende  negativer  Ordnung  (Unendliche 
positiver  Ordnung) ,  3  1 1  verschwindend  positiver  Ordnung  neben 
den  endliehen  OjO,  :s[3.  Oder:  bei  unendlichen  y  seien  00 
und  2]  4  Glieder  einer  Ordnung.  Ihre  Gerade  hat  die  Ordinale 
0;  die  Parallele  des  Gliedes  1j3  hat  eine  grössere  Ordinate;  die 
ParaHelen  der   andern  Glieder  haben  kleinere  Ordinaten,     Also 
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ist  1|3  unendlich  positiver  Ordnung,  3|3,  'liä  sind  Unendliche 
negativer  Ordnungen  (Verschwindende  positiver  .Ordnungen) 
neben  den  endlichen  0|0,  2|4,     U,  s.  w. 

3.  Daher  werden  statt  der  Gleichung/  =  0  für  a:,  y,  die 
nicht  beide  endlich  sind,  Näherungs-Gleichungen  dadurch 
erhalten ,  dass  man  von  dem  Polygon  der  /  dureh  das  an  zwei 
Polygonpuncte  angelegte  Lineal  einen  Theil  wegschneidet.  Bei 
kleinen  x  kann  man  z.  B,  durch  die  Gerade  0,0 -^li  die 
Glieder  3|3|  3  1  wegschneiden,  welche  höherer  Ordnungen 
sind,  in  Betracht  dass  die  Geraden,  welche  durch  diese  Punele 
parallel  mit  der  Geraden  0|0  *  2|i  gezogen  werden,  grössre 
Abscissen  haben,  als  die  Gerade  0|0  ■  2|i;  man  behält  die  bei 
kleinen  x  brauchbare  Näherung 

a  +  bx'ß  +  dx^y^  =  0 

Bei  grossen  i/  kann  man  durch  die  Gerade  3  1  •  2 1 4  die  Glieder 
OjO,  1|3  wegschneiden,  welche  niederer  Ordnungen  sind,  in 
Betracht  dass  die  Geraden,  welche  durch  diese  Puncte  parallel 
mit  der  Geraden  Sjl  ■  2|i  gezogen  werden,  kleinere  Ordinat«n 
haben,  als  die  Gerade  3 1 1  ■  2  4 ;  man  behält  die  bei  grossen  j 
brauchbare  Näherung  cx^i/  +  dx^y^  +  ex^y''^  =  0 

d.  i.    ex  +  dij3  +  exiß  —  0.    ü.  s.  w. 

Insbesondere  behalt  man  als  erste  Näherungen  je  eine 
Polygonseite  (mit  2  oder  mehr  Gliedern  besetzt],  auf  deren 
einem  Ufer  das  ganze  Polygon  liegt,  und  zwar 

grossen  x  die  Seiten  o;o  ■  3|1,  3|1  ■  3|3 
grossen  x,  y  die  Seite  3|3  ■  2|4  d.  1.  f^ 
grossen  ij  die  Seiten  2|4-1|3,    1|3-0|0 

Zu  den  Gliedern  der  Polygonseite  werden  dann  nach  Bedtlrfniss 
die  Glieder  hinzugesetzt,  deren  Puncte  der  Seite  zunächst  liegen. 

4.  Wenn  x  oder  y  oder  beide  unendlich  sind,  so  ist  die 
erste  Näherung  an  /=^  0  die  Gleichung  /^  =  0,  deren  Glieder 
auf  der  Seite  3  3  ■  2,4  liegen. 
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fUr    die   Geraden,    mit  welchen   die   Asymptoten   der  /  ^   0 
parallel  sind. 

I,    Bei  grossen  x   liat  man  die  Näherung  on  /  ^  0   auf 
der  Polygonseite  0  j  0  ■  3 1 1 


fUr  einen  hyperbolischen  Zweig  an  der  Asymptote  y  =  (i, 
und  auf  der  Seite  3  1  ■  3  3 

cx^y  +  ex^iß  =  0     d.  i.     c  +  ejä  _  e{f/  —  a)('j  +  a)  =  0 

für  die  Asymptoten  y  —  a  '=  *)  und  y  +  ß  =  I».  Die  daz.U- 
gehörigen  hyperbolischen  Zweige  der  /  =  0  werden  durch 
Hinzunahme  derjenigen  Parallele  gefunden,  welche  der  Seite 
3:1  •  3  3  zunächst  liegt:  die  Gleichung 

cx'H  +  ex>!/^  +  da!2!,'  =  0     d.  i.     ex[ii  +  a)(p  —  ci)  +  d,j^  ^  D 

giebt  bei  kleinen  y  —  a  den  einen,  bei  kleinen  j/  +  «  den  andern 
Zweig.     Bei  kleinen  y  —  «  ist  y  +  a  nahe  9o,  also  erhält  man 

iaexiy  —  u)  +  da^  ^  0     ü.  i.     2ex{t/~  a)  +  da^  ^  0 

fUr  den  hyperbolischen  Zweig  an  der  Asymptote  y  —  a  ^  0. 
Und  ebenso 

2ex{y  +  a)  +  da^  ^  0 

für  den  Zweig  an  der  andern  Asymptote. 

Der  Divisor  j/^  der/^  zeigt  3  ins  unendliche  sich  erstreckende 
Zweige  der  /  ^  0  an ,  und  die  Anzahl  3  ist  in  der  Thal  die 
Summe  der  Ordinatendifferenzen  bei  den  in  Betracht  gezogenen 
Gliedern  00,  3  1,  3  3. 

II.  Bei  grossen  ^,  y  giebt  die  Seite  3  3  ■  2  i  die  Näherung 
eaiäy3  +  dx^^*  =  0.  Die  nächste  Parallele  dieser  Seite  enthält 
die  Glieder  f^.  Als  grössere  Näherung  an  /  ^  0  hat  man 
demnach  bei  grossen  x ,  y,  aber  kleinen  ex  +  dy,  die  Gleichung 


d.  i.      {ex  +  dy)x  +  6  +  c    ,, 
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oder  auch  nach  Mulüplication  mit  ^  =  -^ 

für  den  hyperbolischen  Zweig  an  der  Asymplote  ex  -^-  dij  =  0. 

III,    Bei   grossen  ^  hat  man  die  Näherung  an  /  =  0  auf 
der  Seile  2,4-13 

clx^!/*  +  bxi/i  =  0     d.  i.     dxij  +  fc  --  ü 
und  auf  der  Seite  t  j  3  ■  0 ;  0 

bx!/^  +  a  =  0 
für   2   hyperbolische  Zweige   an   der  einen  Asymptote  a^  =  0. 
Die  Anzahl  der  durch  x^  in  /^  angezeiglen  Zweige  ist  die  Summe 
der  Abscissendifferenzen  bei  den  Gliedern  2|4,  13,  00. 

Demnach  hat  die  Linie  /  =  0   die  6  unendlichen  Zweige : 
1}  bei  grossen  x 

et  +  cx'^y  =  0    und    {y  ±  Ci)x  +  ß  =  0    slatt    i/^  =  U 

2)  bei  grossen  x 

{dy  +  ex)x  +  A^  \)    statt    d>j  ^  ex  ^  ü 
oder  bei  gros.sen  y 

(ihj  +  ex)</  +  Ä'  ^  0    statt    di,  +  ex  =  ii 

3)  bei  grossen  y 

dxy  +  B  =  0    und    bxy'^  +  a  =  o    statt    x'^  =  0. 

5.  Beispiele.    Vergl.  §.  38,  11. 

I,  a;*(y  ~  hx  —  c)  ■'  +  a:^  —  «^  =  0  hat  die  Näherungen 
bei  grossen  x 

a,4(y_6a;_c)ä  +  3^2  =  0    d.i.    x{y  ^  bx  —  c)  ±  i  =  d 

bei  grossen  y 

-ciya  _-  „u  =  0 

also  2  nicht  reale  liyperbolische  Zweige  an  der  einen  realen 
Asymptote  y  —  6^  —  c  =  0,  und  4  hyperbolische  Zweige  (davon 
2  nicht  reale)  an  der  einen  Asymptote  a:  ^  0. 

II.  a^''  —  xy  -^  \  =  fi  hat  die  Näherungen  bei  grossen  y 

und    —  ic^  +  1  ^0 
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also  2  parabolis(;he  Zweige  (mit  uneiidliehferner  Asymplole) 
und  einen  hyperbolischen  Zweig  an  der  Asymptote  ar  =  0.  Der 
unendlichfeme  Punet  der  a;  ^  0  ist  ein  Knolen  der  Linie. 

HI.     xy'^  —  y'-  —  'ixy  +  2a:  ^=  0  hat  die  Nilherungen  bei 


genauer  xy"^  —  j/^  —  3a;y  =  0  d.  i,  [x  —  \)y  —  3  ^^  0.  weil 
X  —  1   verschwindend;  und  bei  grossen  x 

Xfß  —  Zxy  +  2j:  -=»     d.i.     (2/ —  OCi/ —  2)  —  C 

genauer  x[y —  \)[y  —  2)  —  y"^  =  0    d.  i. 

^{!,-l)  +   l  =  Ü     und    x{y-'i.]-i^O 

indem  man  y'^  ;  [y  —  2)  bei  y  =  1  und  ^'^  '■  [v  —  ^)  l^^i  y  =  ^ 
berechnet.  Also  hat  die  Linie  3  hyperbolische  Zweige,  einen  an 
der  Asymptote  x  =  ],  die  andern  an  den  Asymptoten  y  =  ■! , 
y  ^  2.  Der  unendlichfeme  Punct  der  lelKtem  ist  ein  Doppel- 
puucl  der  Linie. 

6.  Ein  endlichfemer  Punct  der  Linie,  durch  welchen  ein 
Zweig  oder  mehr  Zweige  der  Linie  gehn,  wird  durch  Trans- 
lation des  Coordinatenwinfcels  zum  NuUpunct  gemacht,  so  dass 
die  Function  /  kein  constantes  Glied  hat.     Wenn  nun  z.  B. 

f  =  Ax'y  +  Bx''     +  Dx^     +  Gx*y^  +  Jy^'> 
+  Cx^y^  +  Ex^y^  +  Hy^ 
+  Fxy' 
so  ist  der  MuUpunct  ein  öfacher  Puncl  der  Linie  /=  0  mit  den 
Tangenten    x'-y    =    0,      Wenn     die 
Glieder  der  Polygonseilen  0  7-5  1 , 
ö  1  •  2;5,   2,5  ■  f 7  ■  0  9  je  einer 
Ordnung    sind,    so    sind    bei   ver- 
schwindenden   X,    y    die   jedesmal 
übrigen      Glieder      Verschwindende 
'     ■     ■  höherer   Ordnungen   (3).     Also    hat 

man  im  NuUpunct  die  Näherungen 
.'     '.      '.     1       an  /  =  0 
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Ax^!/  +  Bx'  —  0     d.  i.     A^  +  Bx^  —  0 
Ax>if  +  Gx'^y^  ■—  0     d  i.     Ax^  +  Ci/i  -=  0 

C3t2j/5  +  Fy;y7  +  Sj,0  =  Q        d.    1.       31  =  ).y^   C }J  +  Fl  +  JT  =-  0 

Die  erste  Gleichung  giebl  den  durch  den  NuUpunct  gehenden 
Zweig  an  der  Tangente  y  =  0.  Die  zweite  Gleichung  giebt 
3  Zweige  (davon  2  nicht  real)  an  der  Tangente  a;  =  0.  Die 
dritte  Gleichung  giebl  2  Zweige  an  der  Tangente  ic  =  0  ent- 
sprechend den  beiden  durch  die  quadratische  Gleichung  be- 
stimmten X. 

Wenn  die  beiden  /  einander  gleich  sind,  bei  CA — \F'^  ^ö, 
so  nimmt  man  zu  der  Geraden  2  5  ■  Ij?  ■  0'9  die  nächste  Parallele 
hinzu,  deren  Glieder  Verschwindende  der  nachsthöhern  Ordnung 
sind,  und  erhält 


CyKx-}.y^Y  +  Jy^'>^  U     d.  i. 


-V^^ 


lern  man  im  Radieandus  nöthigenfalls  a;  durch  /^/^  ersetzt 
hat).  Die  beiden  Zweige  an  der  Tangente  a;  =  0  bilden  in 
diesem  Fall  eine  Spitze,  weil  nur  den  y  eines  Zeichens  reale  x 
entsprechen. 

Die  unendlichen  Zweige  der  Linie /^  0  werden  durch  die 
Polygonseite  0  H  0  ■  4  5  ■  8 1 0  angezeigt.   Die  Näherung  bei  grossen  x 

jy\o  +  Gx*y'^  +  Dx*  =  0     d.  i.    y'  =  Xx^,  JX^  +  Gl  +  D  ^  0 

giebt  10  parabolische  Zweige.  In  dem  Fall  JD  —  ^G'^  =  0  hat 
man  die  Näherung  J[y^  —  Icc*)^ -i-  Ex-^y^  =  0,  (y^  —  Xx^)'^ 
+  ^x'^"'  =  0,  u.  s.  w. 

7.  Beispiele.    1.    x^  +  y'^  —  3aa;y=0    jFolium  Cartesii. 
Vergl.  Klügel  math.  Wort.  2  p.  268)  hat  im  Nuil- 
puncl  die  Zweige  * 

a;ä  —  Zaxy  =  0       d.i.    iay  —  x^  =  0  an  der  Tg.  ^  =  D        •     *     ■ 
~3axy-^y^  =  ü    d.i.    3a«  — yS  =  o  an  der Tg.a:  —  0        ■      ■      ■     * 

Bei  grossen  x,  y  ist  a:^  +  y^  :^  0  für  3  Gerade,  mit  welchen 
die  Asymptoten  parallel  sind.     Aus 

(a:2  -  xy  +  y'^){x  +  y)  —  äaxy  =  0 
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findet  man  bei  kleinen  x+y  A.h.  x  =  —  y  die  reale  Asymptote 


Nun    ist    x^  +    iß  ^  %axy    ^    [x  -^  y  +  a)[x'''  —  xy  A-  y^] 
—  a{x  +  y]'^ ,  also  bei  kleinen  x  -t-  y  -\-  a 
SyH^  +  y  +  a)  -.oä„,i 

für  den  hyperbolischen  Zweig  an  der  Asymptote  cc  +  3/  +  «  =  0 . 
Die  beiden  andern  Zweige  sind  nicht  real  an  Asymptoten,  welche 
mit  den  Asymptoten  der  Ellipse  ic*  —  xy-t-y'^  =  1  parallel  sind, 
und  einen  realen  Punct  haben. 

II.  (/«  —  öxy^  ■+■  x^y*  —  Ix^y'^  ■+■  Qx^  +  na;''  =  0  (iNewtom 
Opusc.  ed.  Castilloii  p.  41)  hat  im  Nullpunct  die  Zweige 
(3,0  •  2:2  ■  0  6) 

6^' —  1  x^y^  +  y'^  =  0 
*      ■  d.i.    3;  =  ;.r/2,    6A3^7A2+1  =  0 

*  also  3  Zweige  entsprechend  den  Werthen  ^  =  1 , 
^,  — ^,  an  der  einen  Tangente  x  =  Q. 

.     .  Bei  grossen  x  hat  man  ax^  +  x^y*  ^0  d.  i, 

oa;  +  y'  ^  Ü  für  4  parabolisclie  Zweige, 
und  bei  grossen  y  ist  x^y*  +  ^^  =  0   d.  i. 

^3  ^  j,i  _,  ||  {jip  g  paraliolisclie  Zweige. 

III.  y«  —  6xy^-^-xhj^  —  xy*  —  »x'iy'i  +  9,x'^y  +  \^x^  =  (i 
^    .  hat  im  Kullpunct  die  Zweige  (3;o  ■  2|2  "  1|A  •  0  6) 

12a:S  —  Sa:>=  _  a;;/'  +  »/«  =  Ü 
d.  i.   iZx  +  s^){%a:-ißy  ^  ü 

*  an  der  einen  Tangente  a:  ^  0.     Zur  Unterscheidung 
"*      der  beiden  letztern  Zweige  hat  man  von  der  nächsten 

Parallele  der  Polygonseitc  hinzuzusetzen 

{3x:  +  y'']{2x-yiy''  +  2xhj-bxy''^  0 
Bei  kleinen  'ix  —  y-  d.  h.  x  ~  ^y-  ist  [ix  —  y-]'^  =  tVJ^ 
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Bei  grossen  x  findet  man  i2x^  ■+■  ^x^y  =  0  d,  i.  die 
Asymptote  i/  +  6  =  0  eines  hyperbolischen  Zweiges  x[y-\-^) 
+  504  =  0,  ferner  'ix^y  +  x'^y^  =  0  d.  i.  2a^  +  y^  =  0  für 
3  parabolische  Zweige,  und 

a;2yi  _  äxy''  +  1/«  =  0     <i.  i.    a;^  —  öxy  +  y^  ^  fi 

für  2  Gerade,  mit  welchen  die  Asymptoten  von  2  hyperbolischen 
Zweigen  parallel  sind. 

IV.  Vergl.  §.  38,  U.  ga^^y— »/^— a:  =.  0  hat  im  ^Jullpuncl 
den  Zweig  a;  +  y^  =  0  an  der  Tangente  a;  =  0 ;  die  Linie  hat 
den  hyperbolischen  Zweig  ga^^y  —  1  =  0  an  der  Asymptote 
y  =  0  und  3  parabolische  Zweige  2»:^  —  y  =  d. 

a;i  —  ax'^y  +  by^  =  0  hat  im  Nullpunct  den  Zweig  ay  —  a:^ 
=  0  an  der  Tangente  i/  =  0  und  die  beiden  Zweige  [ß'^  =  b, 

ßy  +  ax   +   1^  =  0  an  den  Tangenten  ßi/  ±  nx  —  t) 

Die  Linie  hat  4  pariibolische  Zweige  x*  ■+■  by^  =  0. 

x3y2  _  2aäa;äy  +  a*x  —  6^  =  0     oder     xg  —  a^  ^  ]/  ^ 

giebt  bei  grossen  x  zwei  hyperbolische  Zweige  xy  —  a^^O  an 
der  Asymptote  y  =  0 :  bei  grossen  y  drei  hyperbolische  Zweige 
a^3^2  —  &f|  =  0  an  der  Asymptote  x  ^  d. 

V.  x^-i-^x^y'^-t-y*  —  iaa^^y  +  ay^  =  0.  Am  NuUpunet  ist 
xi  —  iax'^y  =  0  d.  i.  iay  —  x^  =  a  für  den     ^ 

Zweig  an  derTangenle  y  =  0 ;  ferner  —iax^y  •+-    *     ■ 
ay^  =  0    d.  i,   y^  —  ix"^  =  0  ,  genau  '      '     * 

at,{g  +  2x)iy--lx)  +  {x^  +  ll^y^  =  0  ....     * 

Bei  kleinen  y  —  2ar  und  bei  kleinen  y  +  'ix  findet  man 
SaiyT^x)  +  2äx^  =  0 

für  die  Zweige  an  den  Tangenten  y  +  2a;  =  0, 
Bei  grossen  a;,  y  ist  (x'^  +  y^}^  =  0  ,  genau 

(x  +  iy)i{x  —  iy]^  +  ay{f'-  ix')  =  Ü 
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bei  kleinen  x  —  iy  und  bei  Icleinen  x  -f-  iy 

für  4  piirabolische  Zweige. 

VI.  x^y^  +  'yx'^  —  i)(i; — ■iC;'=0.    Am  Niillpunct  ist  [y  — x)* 

=  0.  Die  Gleichung  [i^x^]  [y  —  x]*  —  x^y* 
.    ^    .    ^    .     .     .     ^0  giebt  bei  kleinen  y  —  x 

'.  !  !  ^  T-l  !  i(i,-xY-xi  =  o 

für  4  Zweige  an  der  einen  Tangente  y  ^  x. 
Bei  grossen  x  ist 

x'^  +  x'y'  =  0     d.  i.     a;2  +  )/i  =  0 

für  4  ])arubolische  Zweige.     Bei  grossen  y  ist 

a^)y4  +  a:2i,i  _  iyi  =  0,    genauer 

yi(x*  +  x^  —  i)  —  4y3a:(a;2  _  4)  =  o 

;,(^  +  ,■«)(-,_;„)[,,  +  ß){^  -ß)~  4.x{x  +  2)(^  -  2)  =  0 

«2  =  j-y^lT  +  i         ^=  =  i-l/n  — J 

fUr  4  hyperbolische  Zweige  an  den  Asymptoten  x^  +  a;^  =  4, 

VII.  y*  —  y'^x  +  x'^  —  'ix-y  ^  0.     Am  KuUpunct  ist 
*    ^  ;,<  — 2a^'!/=Ü     d.i.     2ic3  — ),^  =  0 

■     ■     ■     ■       für  t  Zweige  an  der  Tangente  a:  :^  0  ;  ferner 

.      .      .      ^  —  Ix'^y  +  a;3  —  0     d.  L    x  —  ly  ^  Ü 

Aus  [x  —  Si/ja:'-' —  [x  ^  y)y'^  =  0  erhall  man  bei  kleinen  x  —  'ty 

4(3;  —  2(;)—  !/2   ^  0 

für  den  dritten  Zweig  des  NuUpuuctes  an  der  Tangente  x  =  2y, 
Bei  gi'ossen  x  ist  x^  —  y^x  =  0    d.  i.    iß  —  x^  ^  0  für 
3  parabolische  Zweige,  und  — y'^x  +  y^  ^  d   d.  i.  y  —  a:  =  0. 
Die  Gleichung 

,ß{y-x)  ~x%2y-x)  =  0 

giebt  hei  kleinen  y  —  x 
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und  liei  kleinen  y  —  -x  —  \ 

für  den  hypcrbolisjrhen  Zweii^  an  der  Asymptote  y  ^  x  •\-  \. 

8.  J)as  Polygon  der  Function  /  ist  von  Newto«  construirl 
worden,  um,  wenn  a^b  und  x\y  Puncte  der  Linie  /  ^  0  in 
begrennter  Distanz  sind,  y  —  Ä  in  eine  Polenzreihe  von  a^  —  «, 
die  Gleichung  des  Zweiges  a\h  ■  x'y,  zu  entwickeln.  S.  die 
Briefe  an  Oldenburg  1676  Juni  13  und  Oct.  24.  Opusu.  ed. 
Caslillon  p,  39  und  p.  12.  Der  Winkel  xy  mit  dem  einge- 
zeichneten Polygon  der  Function  (2)  wurde  ein  NEWTON'sches 
Parallelogriimm  (ein  analytisches  Dreieck)  genannt.  Unter 
den  Mathematikern  des  ISten  Jahrhunderts  haben  mehrere  sich 
bemüht,  die  von  Newton  gegebenen  Kegeln  zu  begrtlnden  und 
anzuwenden:  TAVLORMeth.increnientorum  1715, 1  pr.  9,  Stirlinü 
I.ineae  3.  ordinis  1717  p.  10  und  Maclaurin  Algebra  II,  10, 
De  Gua  Usages  de  l'analyse  de  Descartes  1740  p,  25,  besonders 
Cramkr  Analyse  des  lignes  eourbes  1750  e.  7.  Vergl.  Klügel 
malh.  Wort.  2  p.  293,  3  p.  676.  Lindemann- Clebscii  Vorlesungen 
über  Geometrie  p.  331. 

Die  ins  ünendhehe  veilaufenden  Zweige  einer  Linie  sind 
in  hyperbolische  an  endlichfernen  Asymptoten  und  in  para- 
bolische, welche  die  unendlichfei ne  Gerade  bertlhren,  von 
Newton  Enumeratio  II  o  unterschieden  und  ihre  Gleichungen 
durch  das  Polygon  dti  tunction  In  stimmt  worden.  Newton 
Opusc.  p.  50.  Chamer  c.  8,  Wenn  «  positiv  ganz,  x^y  -j- 1  =  0 
bei  grossen  x,  so  besteht  der  hyperbolische  Zweig  aus  2  Thcilen, 
entsprechend  den  positiven  und  den  negativen  x,  die  bei  un- 
geradem er  durch  die  Asymptote  y  ^^  fi  getrennt  sind,  und  die 
bei  geradem  a  einerseits  dei-  Asymptote  ^  =  0  liegen. 

Die  Benu titung  von  Polygonseilen  an  dem  Polygon  der 
Function,  sowie  der  oben  gezeigte  Gebrauch  von  Parallelen  der 
Polygonseiten  konnte  auch  durch  algebraische  Abwägung  der 
Glieder  der  Function  (1)  ersetzt  werden,  Newton  Opusc.  p.  367. 
Lagrahüe  Mem.  de  Berlin  1776  p.  238.  Lacroix  Trait6  1  p.  102. 
Serret  Alg.  sup^r,  I  n"  268.  Man  verzichtet  dabei|auf  die  An- 
schaulichkeit und  Einfachheit'  des  Verfahrens. 
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9.  Wenn  die  Linio  /  =  0  einen  Zweig  oder  mehr  Zweige 
Itesitzt,  die  in  dem  Punct  a\b  anfangen,  so  kiinn  für  Jeden 
solchen  Zweig  y  —  h  durch  eine  Polenzreihe  von  x  —  a 
oder  von  einer  Wurzel  dera;  — a  eindeutig  ausgedrüoki 
werden,  so  lange  x  —  a  eine  bestimmte  Grenze  nicht  übersteigt. 
Newton  a.  a.  0.  Z.  B.  die  Linie  3,3  —  a;»  +  a^.y  +  »/  —  2  =  0 
hat  den  Pnncl  0  1.  Man  ordnet  iiaeh  Formen  der  x,  y  —  \ 
U  ^  4(;,  — 1)  +  3(y— 1)2  +  (y— 1)= 
+  ^  +x[y  —  l)-x-^ 

und  findet  (§.  38,  2)  die  Tangente  y  —  1  +  ^a;  =  0  als  erste 
Näherung  an  den  von  dem  Punct  0]!  ausgehenden  Zweig  der 
Linie,  brauchbar  bei  kloinen  x. 

Wenn  aber  x'y  nicht  auf  der  Tangente,  sondern  auf  dem 
Zweig  liegt,  so  ist  ?/  —  1  +  Ja'  =  p  verschwindend  höherer  als 
erster  Ordnung,  und  durch  die  Substitution  y  —  \  ^=  —  lx-\- 11 
erhall  man  die  Gleichung,  welche  p  an  a:  bindet : 

0   =  A{—\x  +  p)  +  3(  — ia^+iijä  +  I  —  IxA-pY 

+   X  +X{—-lX   +p)     —  3^ä 

Es.  bleiben  nur  die  Verschwindenden  2ter  Ordnung 

ip  +  ^\x^  -  ix^ 
und  Verscliwindende  höherer  Ordnungen.     Also  erhitll  Luaii 

0  ^  ip-  iV^'.      3-1  +  ix-  b'^3^s  _  u 
als  zweite  Näherung  an   den   von   dem  Punct  Ol  ausgehenden 
Zweig,  brauchbar  bei  kleinen  x'^. 

Durch  die  Substitution  y  —  1  =  —  Ja:  +  ^^x'^  ■+■  q  Qndel 
mau  ferner 

0  =  4(-iic  +  ^,ar5  +  q)  +  3(— |x  +  .  .)-'  +  (- ^x  +  .  .)■' 
+  x  +  xl  —  ix  +  ..)  —  x» 
Es  bleiben  nur  übrig  die  Verschwindenden  3ler  Ordnung 

*«~'^-4  64-64  ■^^64-"'" 
und  Verschwindende  höherer  Ordnungen.     Also  erhält  man 
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;iIh  drillo  Näherung  an  den  Zweig,  hrauehbar  bei  kleinen  x'. 
II.  s.  w. 

10*  Man  entwickelt  detnnüch  für  diesen  Zweig  y  —  1  in  eine 
Reihe  steii^ender  Potenzen  von  x.     Uurch  die  SubsliUilion 

y  =  \  +  Ax  +  Bx^  +  ,, 

in  /  würde  num  die  IdeiUiläl 

0  • 2  -^  x'^  +  {\  +  x){\  +  Äx  +  .  .)  +  {\  +  Ax  +  .  .y 

erhalten.  Indem  man  die  Coefficienten  der  x,  x-,  . .  null  setzt, 
hat  man  die  im  ÄUgemdnen  hinreichenden  Gleichungen  für 
A,  B,  ...    Vergl.  Maclaurin  Algebra  §.  409 ff. 

Da  die  Werthe  y',  y",  . .,  welche  die  successiven  Flusionen 
dei  1/  m  dem  Punet  x  y  haben,  durch  die  successiven  Differen- 
tialgleiLhungen  dei  /  =  0  bestimmt  werden,  so  können  die 
Coefficienten  4  b  dt,r  Polenzreihe  nach  dem  TAVi.oR'schen 
Salz  ausgediückt  weiden  durch  die  Werlhe,  welche  jene 
Fluxionen  m  dem  Punct  0|1  haben. 

11.  A\eim  abtr  die  Linie  /  =  0  in  dem  PhiicI  a  b  von 
dei  Geriden  a:  =  c  heiOhrt  wird,  so  ist  /  bei  x  '^  a  durch 
eine  Potenz  der  y  —  b  Iheilbar.  Dann  wird  y  —  b  durch  eine 
Polenzieihe  nicht  von  j  —  a,  sondern  von  einer  Wurzel  der 
a:  — ad  ir^estellt,  und  hiermil  der  Zw  eig  der  Linie  in  der  Nähe 
des  Punctes  a  b  bestimmt.     Z.  B. 

f  =  yi  —  5ya  +  {ix'^  +  l)y  +  'tix  —  3 

Die  Linie  /  ='  0  wird  von  der  Geraden  a^  =  0  in  dem  Punet  0  1 
2punctig  berührt.     Nach  Formen  der  x,  y  —  1    geordnet  ist 

+  2ix  +  4a:»  +  ix'^iy  -\) 

und  bei  a:  ^  0  durch  (y  — i)"^  thoilbar.  Die  erste  Näherung 
an  /  =  0  in  der  Nähe  des  Punctes  0,1   ist  jdj 

-2{y—lY  +  1ix  =  0,      «/— 1  =  /12^ 
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lluR-h  die  Subslitulion  y  —  1  =  /"12a:  +  p  erhall  iiiiin  (3)  die 
zweite  Näherung 

4j^—  123;  =  0,      ;/—  1  =  Ynx  +  3a: 

u.  s.  w.  Also  ist  in  diesem  Fall  y  —  \  eine  Potenzreihe  von 
■^ X-  für  den  Zwei^  der  Linie,  welcher  den  Punel  0|1  enlhalt; 
die  positiven  V^  geben  den  einen  Theil,  die  negativen  -/x 
geben  den  andern  Theil  des  Zweiges.  U,  s.  w.  Dagegen  isl  x 
eine  Polenzreihe  von  y— 1,  ndmlich  -^[y  —  1)^  —  5'rfe'~  ')^"*"  ■•• 

13.  Wenn  der  Funet  a  b  ein  luehrlaeher  Pimcl.  der  singu- 
laren  Linie  /  =  0  isl,  so  gehn  durch  ihn  verschiedene  Zweige, 
deren  erste  Naherungen  nach  (6)  gefunden  werden.  Aus  den 
ersten  Naherungen  werden  dann  die  folgenden  Näherungen  in 
der  angezeigten  Weise  abgeleitet. 

In  einem  tfaehen  Puncl  sind  die  ersten  k  —  1  Dift'ßrential- 
gleichungcn  der  /  ^  0  nicht  vorhanden,  sondern  y'  wird  erst 
durch  die  fcte  Differentialgleiehung  tdeutig  beslininil.  .lodern 
y'  entsprechen  eindeutig  y" ,  y" ,  .  .  vermöge  der  folgenden 
Differentialgleichungen.  Also  können  die  Gleichungen  der  ein- 
zelnen Zweige  nach  dem  TAVLOR'schen  Salz  berechnet  werden. 

Für  den  vorher  (11)  betrachteten  Fall  geben  die  Difleren- 
tialgleichungen  in  dem  Punel  0  1  unendliche  Fluxionen  y',  y", . . 
Also  ist  y  —  1  durch  eine  Polenzreihe  von  x  nicht  darstellbar. 
Dagegen  findet  man  für  y  —  1  nach  der  Substitution  x  =  z''- 
eine  Polenzreihe  von  z  =  Y^>  ^^'^  "ben. 

13.  Zur  nähern  Bestimmung  der  hyperbolischen  imd  dor 
parabolischen  Zweige  einer  Linie  werden  nach  dem  angezeigten 
Verfahren  bei  grossen  x  Potenzreihen  von  I  ;  x  formirt.  Newton 
Opusc.  p.  50.     Chaher  a.  a.  0.     Z.  B. 

f  ^  yi  ~  x'i  +  xy  —  y 

Die  Linie  /  =  0  hat  einen  hyperbolischen  Zweig,  der  nach  dem 
unendlich  fernen  Punet  der  Geraden  y^tx  ^  0,  £■*  =  1  ver- 
läuft. Wenn  der  Puncl  x'y  (unendJicher  Coordinaten)  auf  dem 
Zweig  liegt,   so  ist  y  nicht  ex,   sondern   tx  -i-  p,    wo  p   ein 
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Unendliches  niederer  als  erster  Ordnung.    Nach  der  Subslilutiün 
y  =  Ecc  +  p  wird 

;iusgedrUckl  dureh  die  Unendlichen  2ter  Ordnung 

und   durch  Unendliche  niederer  Ordnungen.     Also  erhall  miiii 
statt  /  ^  0  die  erste  Näherung 

für  die  Asymptote  des  Zweiges. 

Nach  der  Substitution  y  ^  ea:  +  p  -t-  5,  in  der  q  ein  Un- 
endliches niederer  als  Oter  Ordnung,  wird 

f  ^  {ix+p  +  q)^—  x''  +  {f3!  +  p  +  q){x—i) 

ausgedrückt  durch  die  Unendlichen  Iter  Ordnun^j 

il^x^q  +  3fxj)^  +  xp  —  tx     A.  i.     'if^x'q  —  (x 

und    durch  Unendliche   niederer   Ordnungen.     Also    erhält    man 
statt  /  =  0  die  zweite  Näherun« 

für  den  Zweig  an  der  Asymptote  y  =  jj-  —  ^. 

.Nach  der  weitern   Substitution  y  =  tx  +  p  +  q  +  r.  in 
der  V  ein  Unendliches  niederer  als  ( — 1)ier  Ordnung,  wird 

f  =  {tx+ii  +  q-^ry  -  x'^  +  {fx  +  p  +  q  +  r){x  —  \) 

ausgedrückt  durch  die  Unendlichen  Oter  Ordnung 

Sf^a;^!-  +  Vxxpq  +  j)3  +  xq  —  p     d,  i.     ■At''x'r  +  /yi 

und  durch   Unendliche  niederer  Ordnungen.     Also    erhiilt    man 
stillt  /  =  0  die  dritte  Näherung 


für  den  hyperbolischen  Zweig.     U.  s.   « . 
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Man  enUvickell  demnach  y:x  bei  grossen  a,'  in  eine  Polenz- 
reihe  von  \:x.     Uureh  die  Substitution 

^  =  7  ^  "°  7 

erhalt  man  statt  /  =  0  die  Gleichung 

weicher  /  ==  ü,   «  =  ,-:  genügt.     Daher    ist  u  —  £  eine  Potenz- 
reihe von  (.     U.  s.  w. 

14.  Beispiele.     1.  i/'  —  3^  +  a:  =  0  enthält  die  Puncle  0  0 

und  0  -/3.    In  der  Nahe  dieser  Piincte  findet  nrnn  y  ids  Potenz- 
reihe von  t  =  ^x,  und  y  —  y' 3  als  Potenzreihe  von  x 


für  die  entsprechenden  Zweige.  Bei  grossen  a,-  ist  3/* -Ha-  ^  ü 
die  erste  Näherung  an  den  piirabolischen  Zweig  der  Linie.  Durch 
die  Substitution 

erhält  man  die  Gleichung  der  Linie 

"'  —  -,"  +  l^  -  a    d.  L.    ms  ~  3»i-'  +1-1) 

welcher  (  ^  0,  it  ^  —  1  genügt.  Daher  ist  it  +  1  eine  Polenx- 
reihe  von  (  ^=  1  ;  -yx  und  zwiir  1*  =  —    1  —  (^  -H  . . 

'-  =  ~'   -<+  ..,     (/  =  -  y^-    3'-  +■■ 

für  den  parabolischen  Zwing  der  Linie. 

U.  "ii/^  —  x'^y  —  mx'^  =  0  wird  y^  —  :c^y  —  x^  =  0,  nach- 
dem J/ :  w,  x:>ii   durch  y,  x  ersetzt  worden.     Die  Linie  hat  im 
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Niillpiincl  die   3  Zweige,    deren  Näherung  y-^  —  .c'^  =  0;    j^ur 
nähern  Bestimmung  enlwicltelt  man  y  als  Potenzreihe  von  x 
y  =  X  +  Ix''  —  ,J,x^  +  .. 

Bei  grossen  sc  ist  —x'^y  —  x'*  =  0,  also  y  -h  \  =  0  die 
Asymptote  eines  hyperbolischen  Zweiges.  Durch  die  Subslilution 
x^  =  i  :  t  erhält  man  die  Gleichung 


welcher  (  =  ü,  y  =  ~  1   genüf;t.   Daher  ist  ^  +  I  eine  Polenu- 
reihe  von  (  =  a,— ^ 


2/ 1 


af—  nP 


für  diesen  hyperbolischen  Zweig. 

Bei  grossen  y  ist  j,3  _  «r^j/  =  0,  also  y'^  —  x^  ==  i)  die 
ersie  Näherung  eines  parabolischen  Zweiges.  Durch  die  Sub- 
stitulion 

5        1  w 

erhält  man  die  Gleichung 

"^-  ^  "  -  --.,  =  u    .1.  i.    M=  — «  —  (  =  n 

wololier  (  =  0,  K  =  1  genügt*.  Daher  ist  u  —  1  eine  Potenz- 
reihe  von  (  =  x—'i 

H  =  1  +  it-il'+  IJ^+  .. 
für  den  parabolischen  Zweig. 

111.  Die  Linie  y^  _  2^'^a:  +  yx^  —  «3  =  0  hat  die  hyper- 
bohschen  Zweige 

--.'/  =  Y"^ 

an  der  Asymptote  a:  —  y  =-  0,  und  bei  grossen  x  den  hyper- 
bolischen Zweig  a-j/2  _  a^  =  0  an  der  Asymptote  y  --  0.  Zur 
nithern  Bestimmung  der  ielzlern  dient  die  Substitution 
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Die  Unendlichen  höchster  Ordnung  von 

sind  x^p  —  ^x—-^.     AEso  erhilit  man  die  Näherung 

"r-^i-«.     >-§,*'-$ 
Nach  der  Substilulion  ,t  =  a  :  t,  y  '^  au  hat  man  die  Gleichung 

«(1  — (m)2  —  (2  =.  0 

welcher  (  =  Ü,  w  ^  0  genügt,  zur  Entwickelung  der  n  als 
Potenzreihe  von  /,  mithin  der  y:a  als  Potenzreihe  von  a:x-. 

§.  40.    Die  gemeinsehaftlielicu  Punet«  von  Linien. 

1.  Wenn  /,  j/  Functionen  von  x,  y  der  Grade  w,  n  sind, 
und  nach  Potenzen  von  y  geordnet 

/■  ^  0(i  +  »1  ^  +  . .  +  «„i!/"'       y  =  i,)  +  *!  ^  +  . .  +  &„;/" 

wobei  «n,  Oj,..  Functionen  von  a:  der  Grade  w,  »*  —  'Ij--, 
und  tj,  6,,  ..  Functionen  von  a;  der  Grade  re,  >i —  1,  ..,  oder 
niederer  Grade  bedeuten ,  so  ist  /  ^  0  eine  Linie  mter  Ord- 
nung, jf  ^  0  eine  Linie  nter  Ordnung.  Ein  gemeinschaftlicher 
Punct  x\y  beider  Linien  wird  durch  das  System  [/'=  0,  p  =  0) 
bestimmt. 

Bei  a;  =  a;^  habe  die  Gleichung  /  ^  0  für  y  die  Wurzein 
Si I  Vii  ■  ■ !  Jot ■  Wenn  nun  bei  a^  =  a^j ,  y  =  y^  zugleich 
ö'  =  0,  so  sind  /(a:, ,  y]  und  g[x^,  y)  beide  theilbar  durch 
y  —  jj,  und  der  Punct  cc,  iy,  ist  ein  gemeinschaftlicher  Puncl 
der  Linien /=  0,  ^1  =  0,  Die  Wurzeln  y, ,  y^,..  sind  von  0 
verschieden ,  wenn  «f^  und  i^  nicht  beide  durch  x  —  x^  tlieil- 
bar  sind. 

3.  Wahrend  in  den  Punclen  x  y^,  ..,  x  y,^  die  Function 
/null  ist,  hat  daselbst  y  die  conjuglrten  Werthe  ff[x,y^),  .., 
^(^1  !/»»)•     Die  Norm  von  i/  d.  i.  dos  Produet  dieser  eonjugirteu 
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durch  Multipücation 


Werlhe  ist  eine  ganze  Function  von  cc. 
mit  bj"   den  Werlh 


erhält,  die  Determinante  (7H-7n)len  Grades 
in  Zeilen  b.  Die  Functionen  /,  yf,  . .,  ^"~  J 
sind  lineare  Formen  der  y",  y 
minante  ist 


i  Zeilen  a  und 


>  y"^ 

,*/" 

+  m- 

^ :  ihre  Deler- 

Mf  + 

Ng 

von 

y 

ind 

der 

Grade  n  —  \, 

wo  Af,  N  gegel)ene  Functioiii 
VI  —  1.     Determ,  §.  H,  4ff. 

Wenn  nun  X  nicht  null  ist,  so  ist  keiner  der  conjugirlen 
Werthe  ^(a;,  ^,],  ..  null,  keiner  unter  den  Puncten  x\y^,  .. 
der  Linie  /  =  0  ein  Puiict  der  Linie  ^  =  0.  Wenn  Ji  null 
ist,  so  ist  von  den  conjugirten  Werthen  wenigstens  einer  null, 
von  den  Punclen  x\yy,  . .  der  /  ^  0  liegt  wenigstens  einer 
auf  j  ^  0 :  die  Functionen  /,  g  haben  bei  einem  der  Gleichung 
X  ^  ü  genügenden  cc  einen  von  y  abhängigen  gemeinschaft- 
lichen Divisor  h. 

Wenn  X  unbedingt  null  ist,  so  haben  /,  g  bei  allen  x  einen 
voay  abhängigen  gemeinschaftlichen  Divisor  A.  Die  Linien /=  0 
und  ^  =  0  sind  reducibel;  sie  haben  die  Linie  A  =  0  gemein, 
sowie  die  Puncto  (/  :  A  =  0,  ^  :  /i  =  0). 


3,  Wenn  die  Determinanle  X  des  linearen  Systems  /=  0, 
yf=  0,  .,  für  y",  y^,  y'^,  ..  null  ist,  und  oq,  b^  nicht  beide 
null  sind,  wie  vorausgesetzt  wird,  so  ist  y  von  0  verschieden. 
Die  Adjuncten  einer  Zeile  des  linearen  Systems  werden  durch 
3'üj  Y\>  ?'2'  ■■  bezeichnet.  Wenn  nun  j-g  "'<^ht  null,  so  hat  das 
lineare  System  die  Lösung 
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Also  sind  j', ,  y^,  ..  nicht  null;  die  Ädjuncten  y^,  Ya  ■  ■  bilden 
eine  geometrische  Progression,  deren  Verhältniss  die  gemein- 
schaftliche Wurzel  y  der  Gleichungen  f  ^  d,  g  ^  ^  ist.  Der 
grösste  gemeinschaftliche  Divisor   der  /,  g   ist   ersten   Grades 

7üy  —  /i  ■ 

Wenn  alle  Suhdetenuimmten  (n  +  m  — Ijten  Grades  null 
sind,  und  eine  Subdeterminante  [n  +  m  —  2)ten  Grades  nicht 
null  ist,  so  lasst  man  von  2  bestimmten  Gleichungen  des  Systems 
eine  weg,  und  vereint  in  den  übrigen  n  +  ra  —  1  Gleichungen 
die  Glieder,  welche  .v"  und  y'  enthalten,  zu  je  einem  Glied. 
Die  Determinante  dieses  Syslems  ist  null;  von  den  Adjuneten 
der  ersten  Zeile  6,  rf^,  dg,  . .  sind  cfj,  dg,  .  .  lineare  Functionen 
von  y,  und  d  unabhilngig  von  y.  Wenn  d  nicht  null,  so  hat 
das  System  die  Lösung 


Also  sind  rf^,  (Sj,  ..  nicht  null.  Die  Wurzeln  y^,  y.^  der  Glei- 
chung di/^  —  \  =^  0  sind  die  gemeinschaftlichen  Wurzeln  der 
/  =  0,  ^  ^=  0.  Der  grössle  gemeinschaftliehe  Divisor  der  /,  g 
ist  zweiten  Grades  Öy^  — dj.  Bei  y  ^  y,  bilden  6^,  d^,.. 
eine  geometrische  Progression,  deren  Verhältniss  j,  Ist,  ebenso 
bei  y  =  y.^.     U.  s.  w. 

4.  Wenn  JC  nicht  unbedingt  null,  und  dX  =  X'dx,  so 
ist  X'  componirt  aus  den  Adjuneten  aller  (n  +  m)^  Kiemente 
(Delerm.  §.  3,  15).  Wenn  nun  x^  eine  einfache  Wurzel  der 
Gleichung  X  =  0,  so  ist  X'  bei  x  =^  Xy  nicht  null.  Also  sind 
die  Subdelerminanlen  (m  +  m  —  1)ten  Grades  nicht  alle  null, 
d.  h.  /  und  g  haben  bei  x  ■=  Xy  einen  Divisor  k  gemein,  der 
eine  lineare  Function  von  y  ist.  Die  Wurzel  jfj  der  Gleichung 
/i  =  0  ist  die  Ordinale  eines  Puncles,  welchen  die  Linien 
/  =  0  und  ^  ==  0  gemein  haben.  Die  einfache  Wurzel  x^  der 
X '=  (^  bestimmt  einen  gemeinschaftlichen  Punet  x^y^  der 
beiden  Linien, 

Wenn  dX'  ^  X"dx^  so  ist  X"  componirt  aus  de»  Adjune- 
ten aller  Elemente  und  aller  Subdelerminanten  2ten  Grades. 
Wenn  nun  a:,  eine  zweifache  Wurzel  der  Gleichung  X  =  ü. 
so   ist  bei  x  =  x.   auch   X'  ^  ü .   aber  X"  nicht  null.     Also 
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sind  die  Subdeterminanten  [n  +  m  —  Ijteii  und  [n-t-m  —  2)len 
Grades  nicht  alle  null,  d.  h.  /  und  g  haben  bei  a:  =  a;,  einen 
Divisor  h  gemein ,  der  eine  lineare  oder  eine  quadratische 
Function  von  y  ist.  Wenn  A  =  0  ersten  Grades  mit  der  Wur- 
zel y,,  so  haben  die  Linien  2  vereinte  Puncto  x^\t/^  gemein, 
einen  2punctigen  Contacl  an  einer  Tangente,  die  von  dor  Ge- 
raden a;  =  a:,  verschieden  ist.  Wenn  /i  ^  0  zweiten  Grades 
mit  den  Wurzeln  y,,  y^,  so  haben  die  Linien  die  Puncto  x,\^,, 
a-Jj/j  gemein,  insbesondere  bei  t/^=^  t/,  den  2punctigen  Con- 
lact  an  der  Tangente  x  =  a-, .    Dabei  ist  (8)  zu  beachten. 

Wenn  a^,  eine  dreifache  Wurzel  der  Gleichung  JC  =  0 
ist,  so  haben  /  und  </  hei  a:  =  *i  einen  Divisor  k  gemein,  der 
eine  Function  von  y  des  Grades  1  oder  2  oder  3  ist.  Wenn 
A  =  0  ersten  Grades  mit  der  Wurzel  y, ,  so  haben  die  Linien 
3  Punele  a^Jy,  gemein,  und  berühren  sich  daselbst  Spuiictig. 
Wenn  A  ^  0  zweiten  Grades  mit  den  Wurzeln  y, ,  y^ ,  so  haben 
die  Linien  2  Puncte  3^,)^,  und  den  Punct  Xf\t/i  gemein,  oder 
den  Punct  x^ly,  und  2  Puncte  a^Jy^.  Bei  y.^  =  Vi  haben  die 
Linien  in  dem  Punct  iC|lt;,  einen  Schnitt  und  einen  2punctigeu 
Contact.  Wenn  A  =  0  dritten  Grades  mit  den  Wurzeln  y,, 
1/2 ,  j(3,  so  haben  die  Linien  die  Puncte  Xi  y^,  a;,  y^,  x^\y^ 
gemein.  Bei  y^  ^  yj  haben  die  Linien  in  dem  Punct  X\\y2 
einen  2punctigen  Contact  an  der  Tangente  x  =  x^  ,  hei 
y,i  =  y^  :.=  y^  habeii  sie  in  a^Jy,  einen  3punctigon  Contacl  an 
der  Tangente  a^  =  a.', .    U.  s.  w. 

5.  Die  Function  Ä  von  x  ist  wtiten  Grades,  für  besondre 
/,  ij  niedern  Grades.  Delerui.  a.  a.  0.  Eine  Linie  mter  Ordnung 
und  eine  Linie  nter  Ordnung,  welche  eine  Linie  niederer  Ord- 
nung nicht  gemein  haben,  haben  demnach  mn  Puncte  gemein, 
real  oder  nicht,  getrennt  oder  nicht.  Wenn  X  nur  [mn — t]ten 
Grades  ist,  so  haben  (abgesehn  von  Fällen,  die  sogleich  be- 
trachtet werden  sollen)  t  gemeinschaftliche  Puncte  der  Linien 
unendliche  Abscissen. 

Wenu  die  beiden  Linien  mehr  als  mn  gemeinschaftliche 
Puncte  haben,  so  hat  die  Gleichung  Ji  =  (i  mehr  als  mn  Wur- 
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zelu.     Also  ist  X  unbedingt  null,  die  beiden  Linien  haben  eine 
Linie  niederer  Ordnung  gemein. 

Die  Gerade  .i<|S|C  enthält  den  l'unot  x\y  des  Polyt^ons 
(/=  0,  ^  =;  0)  unter  der  Bedingung  Ax  +  By-\-  C  =^ü.  Dureh 
Elimination  der  x,  y  aus  dem  System  der  3  Gleichungen  findet 
man  nach  Hesse  die  Gleichung  qn  =  0  für  A^  B,  C,  A.  i.  die 
Gleichung  der  l'unete  [/=  0,  3  =  0).    Vergl.  §.  37,  4. 

6.  Wenn/,  jr  Functionen  von  y'^  sind,  so  hal.Ä'den  Grad 
■|ffln.  Denn  in  diesem  Fall  sind  </,,  a^,  .,,  6,,  b^,  ..  null, 
m  =  2;i,   n  =  2i/,  und   Ä   ist    die   Determinante   (i'  +  fijleu 


«o 

«I 

t>t 

h 

h    ■ 

Man  multiplicire  die  Zeilen  mit 


also  X  mit  x^,  und  dividire  diimaeh  die  Colonnen  ilurcii 


also  Xx3'  durch  ^^.    Nun  ist 

folglich  ist  JC  :  cc'^f^  eine  Determinante  von  Elementen ,  deren 
Grade  0  nicht  übersteigen,  d.  h.  X  hat  den  Grad  |mn.  Aber 
die  Linien  und  ihre  gemeinschaftlichen  Punete  hegen  symmetrisch 
zu  der  Geraden  jf  .=  0 ,  jeder  Abscisse  entsprechen  2  conlrilr- 
gleiche  Ordinalen;  die  Gleichung  füi  i/  ersten  Grades  existirt 
überhaupt  nicht.  Z.  B.  x^  +  y'^  =  1  und  y'^  ^  i  —  x  geben 
a^(3;  — 1)  =  0:  die  gemeinschaftlichen  Puncle  der  beider  Linien 
sind  Oll,  0—1  und  2  Punete  4  0. 
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Wenn  /,  g  Funelionen  von  y'^  sind,  so  hat  X  den  Grad 
-l»in.     U.  s.  w. 

1.  Wenn  a\b  ein  einfacher  Puucl  Ä  auf  jeder  der  hei- 
den  Linien  /=  0  und  ^r  ='  0  ist,  wenn  3:\y  auf  dem  Zwei^ 
B'AB  der/==  0  liegt,  x'z  auf  deni  Zweig  C'AC  der  fif  =  0, 
und  wenn  die  Tangenten  der  Zweige  in  Ä  von  x^  <i  verschie- 
den sind,  so  hat  man  (§.  39,  9—11) 


In  einem  gemeinschaftlichen  Punct  der  beiden  Zweige  ist 
:  —  1/  =  0.  Diese  Gleichung  für  x  hat  die  Wurzel  a,  wenn 
B^  —  A^  nicht  null;  sie  hat  2  Wurzeln  a,  wenn  B^—  A^  =  0, 
B^  —  A^  nicht  null;  sie  hat  3  Wurzeln  a,  wenn  B^  —  A^  =  0, 
B^  —  Ä^  =  0,  £3  —  A^  nicht  null,  u.  s.  w.  Wenn  die  Gleichung 
k  Wurzeln  a  hat,  so  haben  die  beiden  Zweige  k  Puncte  A  ge- 
mein, d.  h.  die  Zweige  berühren  sich  daselbst  fepunctig. 

Wenn  ß,  —  A^  nicht  null,  so  ist  bei  verschwindenden  x  —  a 

z-,j  =  (B,-J,)(^-«) 
also  wechselt  mit  x — a  zugleich  z  —  y  das  Zeichen,  d.  h.  der 
Zweig  B'AB  schneidet  den  Zweig   ü'AC  in  A^   indem  er  von 
dem  einen  Ufer  des  Zweiges  O'A  C  auf  das  andre  übergeht. 

Wenn  B^  —  J,  =  0 ,  B^  —  A^  nicht  null,  so   ist  bei  ver- 
schwindenden x  —  a 

also  wechselt  mit  x  —  a  nicht  zugleich  z  —  y  das  Zeichen,  d.h. 
der  Zweig  B'AB  berührt  den  Zweig  C'AC  in  A  Spunctig,  ohne 
das  eine  Ufer  dieses  Zweiges  zu  verlassen. 

Wenn  S^ — A,  ^  ü,  B^  —  ^^  =  0,  B^  —  jIj  nicht  null,  so 
ist  bei  verschwindenden  x  —  a 

z^y  =   [B,-A,]{x^a)^ 
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Also  berührt  der  Zweii;  B'AB  den  Zweig  C'AC  in  A  3piinclig, 
indem  er  ihn  zagleich  schneidet,     ü.  s.  w. 

Demnach  findet  bei  ungeradpunctiger  Berührung 
eine  Durchschueidung  slatt,  bei  geradpuneliger  Be- 
rührung nicht.  Eine  Linie  wird  von  einer  oseulirenden  Ge- 
raden finflexionslangente) ,  von  einem  oseulirenden  Kreis  (Krtlm- 
mungskreis)  KUgleich  berührt  und  geschnitten. 

Diese  Bemerkungen  sind  von  Newton  ,  sowie  von  Lribniz 
und  Jac.  BüHJiOuiLi  gemacht  worden.  Vergl.  Planim.  §.  13,  10. 
Der  Ausdruck  »fcpunctiger  Contaet«  stammt  von  Plügker  18H1 
Enlw.  2  p.  U2,  und  wird  von  Steineb,  Hesse  u.  A.  gebraucht. 
Lagrange  Hern,  de  Berlin  1779  p.  138  hatte  den  fcpunctigen  Con- 
taet einen  Contaet  [k  —  l)ler  Ordnung  genannt.  Die  Conlacle 
der  Linien  sind  von  Caüchy  1826  Applic.  Lecon  9  und  von 
MöBius  barye.  Galcul  p.  87  ff.,  neuerlich  von  IIerm]T1]  1873  Cours 
p.  104  untersucht  worden. 

8.  In  einem  gemeinschaftlichen  Puncl  der  Linien  /  =  0 
und  g  ^  a,  welcher  ein  A^facher  Punct  der  Linie  /  =  0  und 
ein  /facher  Punct  der  Linie  (/  =  0  ist,  sind  kl  oder  mehr 
Puncle  des  Polygons  {/  ^  0,  g  =  0)  vereint.  Denn  von  den 
k  durch  den  gemeinsehaflliehen  Punct  gehenden  Zweigen  der 
/  =  0  enthalt  jeder  daselbst  l  Puncte  der  ^  ^  0,  oder  mehr, 
wenn  er  daselbst  von  einem  Zweig  der  jr  ^  0  berührt  wird. 

In  der  That  ist  die  Abseisse  des  gemeinschaftlichen  Punctes 
eine  it^faehe  oder  mehrfache  Wurzel  der  Gleichung  für  diese 
Abseisse.  Der  gemeinschaflliehe  Punel  sei  durch  Translation 
der  coordinirlen  Geraden  zum  Nullpunet  gemacht,  und  «,■,  v^ 
seien  Formen  ilen  Grades  der  neuen  Coordinalen  cc,  y  eines 
gemeinschaftlichen  Punctes  der  Linien.    Dann  ist  (§.  38,  7] 


wo  die  Glieder  von  A^  die  tle  und  höhere  Potenzen  von  x  ent- 
halten, XI.  s.  w._    Daher  sind   Iheübar  A„   durch  x'",  A,   durch 
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§.  40.    Die  gemcinschaltliclievi  Pimcte  \ 

^—^,  ..,  So  durch  x^,  B^  duroha^'^*,  ... 
der  Determinante    (n  +  mjlen  Grades 

A    -^i      ■  I 


linier  den  Zeilen  A  die  ersten  l  —  1  dei  Reihe  nach  mit  *  ~  , 
a;'^-';  . .,  a-,  und  unter  den  Zeden  ß  die  ersten  fc — 1  der  Reihe 

niieh  mit  a*^',  ^^~^,  ..  t  multiplicirt ,  so  erhall  man  x^X^ 
q  =  i^\  -ir  (gV  ^aeh  dei  Mulliphcation  ist  die  erste  Co- 
[onuc  theilhar  durch  J^"^^^^,  die  zweite  durch  J^'^^~^,  ... 
Also  ist  x^X  theilbar  durch  z  mit  dim  Exponenten 

folglich  X  theilbar  durch  x^'. 

9.  Wenn  bei  unendlichen  x  unter  den  oben  (2)  betrach- 
tclen  conjugirten  Werthen  g{x,  y^],  g[x,  y^i,  ■  ■  einer  nichl  un- 
endlich nter  Ordnung  wird,  sondern  (n  — a)ler  Ordnung,  und 
wenn  ein  andrer  [n  —  /i)ter  Ordnung  wird,  so  vermindert  sieh 
der  Grud  von  X  um  a  +  ß,  d.  h.  von  den  mn  gemeinschaft- 
lichen Puneten  der  Linien  /  =  0 ,  </  =  0  liegen  «  auf  dem 
einen  Zweig  der  /  =  0 ,  ß  auf  dem  andern  Zweig  derselben, 
und  auf  der  unendliehfernen  Geraden.    Z.  B. 

Die  Linie  /  =  0  hat  bei  unendlichen  x  die  hyperbolischen 
Zweige  (§.  39,  13) 
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Die  EntWickelung  ist  in  jedeoi  Fall  soweit  forlziisclücn,  dass 
die  Ordnung  dor  g{x,y,),  g(x,  y^)  erkennbar  wird.  Auf  dem 
ersten  Zweig  an  der  Asymplole  y  —  a;  ^  0  isl  g{a:,  i/^) 
=  2a;  +  , . ,  unendlich  nicht  4ier  sondern  Her  Ordnung:  also 
hegen  auf  diesem  Zweig  3  gemeinschafthehe  Puncle  der  beiden 
Linien.   Auf  dem  zweiten  Zweig  an  der  Asymptole  y-^ x  ^  0 

i^^  g[x,  y^)  ="2 1---!  unendlich  nicht  4lcr  sondern  ( —  1)lcr 

Ordnung:  also  liegen  auf  diesem  Zweig  5  gemeinschafi liehe 
Puncte  der  beiden  Linien.  Die  beiden  Linien  haben  8  uuend- 
lichferne  gemeinschaftliche  Puncte  auf  2  hyperbolischen  Zweigen 
an  gemeinschaftlichen  Asymptoten,  3  auf  dem  einen,  5  auf  dem 
andern.  Sic  haben  keinen  endlichfernen  gemeinschaftlichen 
Punct;  in  der  That  ist  X  conslant. 

Der  angeiseigle  Weg  wurde  von  Mindinu  1841  eingeschlagen, 
um  den  Grad  der  Gleichung  .5"^  0  zu  bestimmen,  Grelle  J.  22 
p.  178.  Vergl.  Band  26  p.  366  und  27  p.  379.  Sehret  Alg. 
sup.  I  p.  632. 

10.    Die  Linien /=  0,  <;  =  0,  wenn 

g  =   [,/  +  \)x  ^  a[x-i  +  \)y'i 

haben  49  Puncte  gemein.  Zu  denselben  gehört  der  Punet  0:0, 
ein  einfacher  Schnitlpunel,   «eil  er  ein  einfacher  Punct  sowohl 

der  /  ^  0  an  der  Tangente  </  ^  0,  als  auch  der  g  =  ü  aa 
der  Tangente  a:  =  0  ist.     In  der  That  hat  man  in  seiner  Nähe 

y_ax=  =  0,         x-ay^   =   <i 

folglich  x[\  —  a*x^)  ^  0,  so  dass  0  eine  einfache  Wnrzoi  der 
Gleichung  für  die  Abseissen  ist. 

Bei  endlichen  x,  y  macht  man  in  /  :  x'-^y  und  in  g  :  xy'^ 
die  Substitution 


und  findet  aus  dem  System  der  Gleichungen  9  Paare  iijt 
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zu    jedem    derselben    i    l'uare    x\y,    also    36    gemeiüsi'hjifliiclie 
Puncle  der  beiden  Linien  in  ondliclier  Ferne. 
Bei  unendlichen  x  hal  /  =  0  den  Zweig 


Auf  diesem  Zweig  ist  ^  ^=  a;  +  . . ,  unendlieh  nicht  7ter  sondern 
Her  Ordnung:  also  liegen  auf  demselben  6  unendlichfeme  ge- 
iiieinschaflliche  Puncte  der  beiden  Linien.  Bei  unendlichen  y  hat 
f^a  die  Naherungen  c^y  —  ax^y"^  =  0  und  — ax'^y'^  +  y  =.  0, 

Iso  3  Zweige  a  =  [ay]^  iind  3  Zweige  j  =  [ay)~i.  Aiif 
Itdem  dei  erstem  i  Zweite  isl  j  unendhch  der  Ordnung  6-J, 

ilso  liegen  auf  denselben  ^  3  gemeinsihdf[ln,lie  Puncte  der 
Linien  luf  |edem  dei  indem  i  Zweige  \i,i  y  unendlich  der 
Oidnung  5|  also  hegen  auf  denselben  ^  3  gemeinschaftliche 
Puncle  der  Linien  Demnith  hiben  die  beiden  Linien  je  6  un- 
tndlichfeine  gememschifllKhe  Puncle   luf  den  Zweigen  an  den 

\sj  mptoten  i,  =  0    a.  =  ü     In  der  fh  it  i-,l   1  +  ^6  +  12=  19. 

11  \\ieMelniil  ein  ttmeinsuhiftli  her  Puncl  der  beiden 
Linien  zu  zahlen  isl  der  auf  jeder  ^on  beiden  ein  mehr- 
fidhei  Punct  ist  eikennt  mm  durch  Zählung  der  Puncle, 
welche  die  einzelnen  den  Punct  enthaltenden  Zweige  dei'  einen 
Iinie  mit  den  Zweigen  dei  indem  gemein  haben  (8).  Z.  B.  die 
1  init.  y''  =  c*  hit  in  dem  PuncI  0  0  die  4  Zweige  x  =  y^  an 
der  Tangente  x  ■^d,  von  welchen  2  ausser  dem  Punct  0  0 
reale  Puncte  nicht  enlhalten.  Die  Linie  y*  =  x^  hat  in  dem 
Puucl  0  0  die  3  Zweige  a:  =  y^  an  derselben  Tangente.  Der 
gemeinschaftliche  Punct  x\y  des  ersten  Zweiges  der  ersten  Linie 
und  des  ersten  Zweiges  der  andern  Linie  genügt  der  Gleichung 

u  =  y^  —  y^  =  s'^U— ?") 

Daher  haben  diese  Zweige,  wie  C.ilchy  und  .Möhils  [7)  sich  aus- 
drücken, j  Puncle  OiO  gemein.  Aber  jeder  Zweig  der  ersten 
Linie  ist  gegenüber  jedem  Zweig  der  andern  Linie  in  demselben 
Fall.  Also  haben  die  beiden  Linien  f  -  4  .  3  =  15  =  4  .  3  +  3 
Puncle  0|0  gemein,   und  berühren  sich  daselbsl  (1  +  3)punclig, 
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Während    jede    von    beiden    mit    der   Timgunte   a,'  =^  0    einen 
[1  +1)puneVigen  Conlitet  hat. 

In  der  That  folgt  aus  dem  System  [y-' =  a^*,  >/'  =  a;-')  die 
Gleichung  a;"'  — *'■''  =  0.  Dieselbe  giebl  als  gemeinschafllicho 
l'iincle  der  beiden  Linien  15  Puncle  0  0  und  den  Punel  1  I. 
Die  übrigen  20—16  gemeinschaftlichen  Puncle  liegen  verein! 
auf  der  unendlichfernen  Geraden  in  unbesi immbarer  Richtung. 
Diese  Zählung  wird  dadurch  bestätigt,  dass  bei  unendlichen  a 
die  Linie  y^  =  x^  die  5  parabolischen  Zweige  </  =  ar*  hal. 
Auf  jedem  dieser  Zweige  ist  y^—x"^  unendlich  der  Ordnunü 
^  stall  4,  d.  h.  ein  Zweig  enthält  ■%,  und  die  Linie  enthall 
*.&  uiiendlichferne  Pnnele  der  andern  Linie. 

13.     Wenn  -l.  B. 

f  _  {a>*  —  y'){x-^-v^)  —  ax'y^ 

SO  haben  die  Linien  /=  ü  und  ,9  =  U  (i  ■ -i  Puiu^lc  licnifin. 
Die  Linie  /  =  0  hal  4  Zweige  des  Pnnctes  0  0 

A  und  A\y-\fa  =  a^)  au  der  TaNgoiiti.'  ij  ^   n 
B  und  B\r.i'<i  =  y^)  ati  der  Tangente  a^  =   n 

Die  Linie  <;  =  0  hal  2  Zweige  des  Puncles  0  0 
A"{hy  =  a:^)  an  der  Tangente  </   =-   0 
fl"(6a:=  ;/')   Bii  dev  Tanifcnte  ^   =   (1 

Für  den  iiemeinsehal'i liehen  l'uncl  x  y  der  Zweige  .^!  und  A" 
hat  man  0  =  ai'''{6  — V«) ,  d.  h.  die  Zweige  A  und  ^"  haben 
2  Puncte  0  0  gemein  (mehr  bei  6  =  lAa).  Ebenso  die  Zweige 
ä'  und  A",  B  und  B" ,  B'  und  B".  Für  den  gemeinschaftlichen 
Pnnfl  der  Zweige  B  und  .4"  hat  man  0=3;[oS— y^),  d.h. 
die  Zweige  haben  einen  Punct  010  gemein,  in  w-elehem  sie  sieh 
schneiden;  ebenso  die  Zweige  ö' und  A" ,  A-aa&B",  ^'undB". 
Daher  haben  die  beiden  Linien  i.2+i  Puncte  ü;o  gemein; 
sie  haben  daselbst  einen  (1 +2)puncligen  Contact  an  der  Tan- 
üenle  »^  =  0  und  einen  ebensolchen  an  der  Tangente  x  =  0. 
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Dieses  Ei'sebniss  erhilll  iliireh  die  lietradiluiig  der  Resul- 
liinlo  K  seine  BcslUliguDg.  Die  Linie  5  =  0  hiil  im  Puncl  OjO 
die  Zweige  hy  =  a;^  und  6a:  =  j,^.  Für  verschwindende  x  hiil 
dalier  y  die  3  eonjugirlen  Werthe  x^  :  b,  Vbx.  Bei  dem  ersten 
Wcrlh  ist  /  ^  (l — l'j  )a:'>  +  ..  versehwindend  61er  Oi'dnuog; 
f)d  jedem  der  beiden  andern  Werlhe  ist  /  =  [6'  —  6)1*+  . . 
verschwindend  3ler  Ordnung.  Also  ist  2C  verschwinde  ml 
(6  +  3  -l_3)ler  Ordnung,  (heilbar  durch  x'^'^,  d.  h.  0  eine  ISfache 
Wurzel  der  Gleichung  X  ^  0. 

Wenn  x,  y  nicht  null  sind,  so  liann  niiiii  in  doni  System 
die  (i[t'iehung/=  0  ei-selzen  durch 

hf~axy<j   -   II     d.i.     h(x-\-y){x-!iY    -  i'j^'j   =-   H 

Durch  die  Subsliliiliou  x-\-y  =  u,  xy  =  0  erhiill  iiinn  das 
fty  Stern 

bu[u^-ir)       av  ^  II,  {u''--lv)n-bi'  =   (1 

für  1  Paar  u.u,  in  Belrai'iil  dass  u  nicht  null,  und  entspre- 
chend 3  Paare  x  y.  Also  haben  die  beiden  Linien  ausser  dem 
geuicinschaftiiclicn  Punct  0  0  noch  2  endüchfenif  gcmeinscliaft- 
liehe  Punclc. 

Die  Linie  ;/  =  ü  lial  liei  imciidlicli<>ii  j:  die  Zweij;o 

y  ^  Ix  +  fi,        }.  ^  i,  -i,  —1 

.\iui  ist  J-^  —  y^  auf  den  %  Zweigen  uiiondlicli  :Ui;r  Ordiiiing, 
a'i  —  (/^  auf  den  beiden  ersten  unendlich  2tcr  Ordnung,  auC 
dem  drillen  Iter  Ordnung.  Daher  isl  /  auf  den  beiden  ei-sten 
Zweigen  unendlich  5ler  Ordnung,  auf  dem  drillen  unendlich 
iler  Ordnung,  so  dass  auf  den  beiden  ersten  Zweigen  je  ein 
gemoinsehafllicher  Punct  der  beiden  Linien,  auf  dem  dritten  2 
solche  liegen. 

Das  Polygon  (,/'=0,  3  =  0}  umfasst  demmich  M  Puncte 
0:0,  2  endlichferne  Puncle,  die  unendlichfernen  Kreisrunde, 
und  Smal  den  unendlichfernon  Punet  der  Geraden  x+y  =  0. 
In  der  Thiit   ist    12  +  2-1-4   =  6.3. 
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§.  41.    Relation  TOn  Pnnct«ii  einer  Linie. 

1,  Eine  Function  von  m  Gliedern  wird  durch  die  Wcrthe, 
welche  sie  in  vi  ^e^ehenea  Puneteii  hat,  beslimml;  l»ei  beson- 
derer Lti^e  der  m  Puncfe  bleilit  sie  unbestimml.    Wenn  z.  B, 


Bei  (123)  =0  wird/  durc-h  die  Puncle  1,  2,  :J  nicht  besiin 
Eine  Function  »ton  Grades  der  x,  y  (nacli  Fonuen  der 
geordnet)  hat 


...^H.,»H.„=("t^) 


Glieder,  welche  im  Allgemeinen  nicht  null  sind  (Allg.  Arilhm. 
§.  25,  6.  Algebra  §.  2,  9).  Man  sehliesst  wie  §.  36,  1,  dass  zur 
Bestimmuns;  einer  allgemeinen  Linie  nier  Ordnung 


.=  (-')- =^"'" 


3) 


Pnncte  der  Linie  erforderlich,  aber  nichl  iiDbedinal 
hinreichend  sind.  Cnter  1  +n'  Punclen  der  Linie  ])e- 
steht  eine  beslimmle  Belalion,  weil  die  aus  den  Coor- 
dinaten  der  Puncte  zu  bildende  Determinante  ebensovielten  Gra- 
des null  ist.   Für  n  =  1,  2,  3,  i,  5  ist  n'  =  2,  5,  9,  U,  20. 

Bei  besondern  Lagen  der  n  Puncle  ist  die  zu  bildende 
Determinante  ein  Produel  oder  unbedingt  null :  die  Linie  nler 
Ordnung  der  n  Puncle  ist  dann  reducibel  oder  unbestimml. 
Die  Linie  nter  Ordnung,  welche  n—\  gegebene  Puncle  ent- 
hält, ist  Ifach  unbestimmt,  bei  besondrer  Lage  der  Puncte  mehr- 
fach unbestimml.    U.  s.  w. 
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3.    Wenn    die  Linie  nter  Ordnung  /  = 
besteht,  und/(0,  0)  =  1,  so  ist  bei  allen  s 


-  («,a 


H|S,j/  +  l)(«2  3;+Ay+!)..(o„a:  +  ,?„y  +  l) 


Daher  müssen  nach  der  Entwieltelung  des  Producles  n'  ganze 
Functionen  der  Coefficienlen  o,  |5  ebensoviel  Coeffidenten  der 
/  gleich  sein.  Nun  werden  die  2m  Coefficienten  «,  ß  durch  2»i 
von  einander  unabhängige  G!eichun||;en  dieses  Systems  bestimmt. 
Also  bleiben 


-(") 


Gleichungen  für  die  Coefficienl«n  der  /  übrig.  Wenn  die 
Coeflidenten  der  /  diesen  Gleichungen  nicht  gentigen,  so  besteht 
die  Linie  nter  Ordnung  nicht  aus  n  Geraden,  Bei  n  '=  2,  3,  4, . . 
ist  die  An/.ahl  der  tibrigen  Bedingungsgleiehungen  1,  3,  6,  ... 


3,  Wenn  der  Puuct  a.h  ein  fcfacher  Pnnet  der  Linie  nler 
Ordnung  /  ^  0  ist  (§.  38,  6),  so  sind  in  der  nach  Formen  der 
oc  —  w,  y  —  h  geordneten  / 

,    .  .,  .        .  ..  _  (^  + 


er) 


Coefficienten  null ,  so  da.ss  /  durch  ein  Polynouiinm  vmi 
Ct^)  "C**')  '•''"■••^''"  !>"sgf^d''U<;tl  wird.  Zur  Beslimmuug 
einer  singulären  Linie  «ler  Ordnung  mit  einem  gege- 
benen i'fachen  Puncl  sind  ausser  diesem  Punct  n — I  j 
Puncle  erforderlich,  aber  nicht  unbedingt  hinreichend. 

Insbesondere  [fc  =  «  —  I)  sind  zur  Beslimmung  einer  Linie 
nter  Ordnung  mit  einem  gegebenen  [n  —  Ijfachen  Puncl  noch 
Jn(n  +  3)  —  \n[n  —  h)  =^  2n  gegebene  Puncte  erforderlicli. 
Newton  Enumeratio  VI.  MAci.Aviim  Geom.  organicii  p.  13*.  Zur 
Bestimmung  einer  Linie  3ter  Ordnung  sind  7  Puncle  der  Linie 
erforderlich,  wenn  einer  derselben  ein  DoppelpuncI  der  Linie 
sein  soll.  In  der  That,  wenn  zwei  ineducihle  Linien  3tev  Ord- 
nung 6  Puncle  und  einen  Poppelpunct  gemein  haben,  so  haben 
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sie  2.2  +  6  Reiiieiiischiifiliche  Piincle   [§.  40,  8),  und  coogfuiren 
(1  esshalb. 

4.  Wenn  h  ■<  n,  luid  wenn  von  den  n'  Puiicleii  mehr  ah 
nk  jiuf  einer  Linie  tler  Ordnung  liegen,  so  hnl  die  Linie  nter 
Ordnung  der  n' Puncle  mil  der  Linie  tter  Ordnung  mehr  als 
nk  Puncle,  mithin  eine  Linie  niederer  Ordnung  gemein  {§.  i0,5]. 
Also  isl  sie  reducibel.  Z.  B.  die  Linie  3ler  Ordnung  der  9 
PuQcte,  von  welchen  mehr  als  3  auf  einer  Geraden  liegen,  oder 
mehr  als  6  auf  einem  Kegelschnill ,  isl  reducibel.  Die  Linie 
Uer  Ordnung  der  14  Puocte,  von  welchen  mehr  als  4  auf  einer 
Geraden  liegen,  oder  mehr  als  8  auf  einem  Kegelschnill,  oder 
mehr  als  12  auf  einer  Linie  3ler  Ordnung,  isl  reducibel. 

Aber  auch  dann  isL  die  Linie  nler  Ordnung  der  n'  Puncle 
nicht  irreduclbel,  wenn  von  den  n'  Puneleu  mehr  als 


-er) 


auf  einer  Linie  ilei'  Ordnung  liegen.     Es  ist  nämlich 

«'  =   j!i(»  +  3)  =  ä(«'^^i  +  7c)(B"— >"+~a+t) 

=  i{n^k){n-k  +  :i)  +  ik{-in-k  +  ^) 

ik(2n  —  k  +  a)   =  nk  —  i(k''  —  äk  +  2  —  -l) 

=   n}c--i{k-l]{,k-2}  +  1 

also  nacli  dei'  angenornnienon  Bezeichnung 

n-  ^   (n-kY+p  +  i 

Wenn  nini  von  den  n' Puncten  mehr  als  p  auf  der  Linie  Aier 
Ordnung  u  ^  0  liegen,  so  liegen  die  übrigen,  den^n  AuKahl 
(n-— fe)'  nichl  übersleigl,  auf  einer  Linie  (n  —  i)ter  Ordnung 
u  ^  0,  milhin  liegen  alle  n'  auf  der  Linie  nter  Ordnung 
UV  =  0. 

Z.  B.  die  Linie  iter  Ordnung  der  14  Puncle,  von  welelien 
mehr  als  H  auf  einer  Linie  3t er  Ordnung  liegen,  isl  reducibel. 

5.  Kine  allgemeine  Linie  «ler  Ordnung  wird  durch  n' — I 
ihrer  Puncle  nicht  bestimmt  (1).  Wenn  v  ^  Ü  und  !■  =  I) 
Linien  «ter  Ordnung  der  «'—  1    Puncle  siinl,  so  isl  u+Xr  =  I) 
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bei  allen  /  eine  Linie  «ter  Ordnung  derselben  Punele.  Und 
,)a  „  +  ßi,  ^  0  nnd  „  +  ßv^Q  solche  Linien  sind,  so  ist  auch 

bei  allen  fi  eine  Linie  nter  Ordnung  der  n' — 1  Punele. 

Es  giebl  iilso  eine  Serie  von  Linien  nter  Ordnung  der 
n'^i  Punele  (§.  19,3),  die  ein  Büschel  (faiseeau)  von  Linien 
«ler  Ordnung  genannl  wird.  Durch  einen  PuncI,  den  die  bei- 
den Linien  (1  =  0  und  p  =  0  nichl  gemein  hüben,  geht  eine 
bealiinmle  Linie  u  +  lv  =  0  der  Serie.  Denn  diese  Linie  enl- 
hüH  den  PuncI,  in  \\elchem  «,  v  die  Werlhe  uj,  Pf  haben,  unter 
der  Bedingnnj£  ",-  -t-  '^V{  =  0;  dabei  hat  X  einen  bestimmten 
Werlh,  wenn  nicht  u^,  Vf  beide  null  sind. 

6,  Die  Linien  der  Serie  haben  aber  uidil  nur  die  gegel)L'- 
iien  n'—  1  Punele  gemein,  sondern  alle  n'^  Punde  {>'.  =  0,  i-  =  üj . 
die  sogenannte  Basis  des  Büschels.     Nun  ist 

..  =  .'->. (»7') 

.\lso  sind  unter  den  n^  gemeinseha fluchen  l'uneteu  von  i  all- 
gemeinen Linien  wler  Ordnunj^  n' —  \  unabhilngig  von  ein- 
ander, und  ("V^)  derselben  dnrt'h  die  übrigen  beslinunt. 
Maclaurin  Geom.  organ.  1T2I)  p.  137.  lin.F.n  Möin.  de  Berlin 
•17i8  p.  219. 

Die  Belalionen  unter  den  gemeinschaftlichen  Puncleu  von 
i  Linien  sind  weiter  untersucht  worden  von  Gergonne  1826 
Ann.  de  Math.  17  p".  2U,  besonders  von  Jäcori  und  PlCoker 
1836  Grelle  J.  15  p.  285  und  16  p.  47,  Pllukeh  algebr.  Gurven 
183Ö.  Die  Büschel  wurden  eingeführt  durch  Steiner  syst.  Entw. 
1839.  Grelle  J.  47  p.  1  (1848).  Linien  nter  Ordnung  bezeichne! 
man  durch  A",  B",  ..  nach  Pu(;kkr  (seil  1839)  und  Steiner 
(seit '1848). 

Die  Linie  nter  Ordnung;  solcher  n'  Puncte,  die  zu  den 
gemeinschaftlichen  Punülen  von  zwei  Linien  nter  Ordnung 
gehtiren ,    ist  unbe.stimml.      Zwei    Linien    Ster    Ordnung    haben 
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Ü  Puncte  gemein,  deren  einer  durch  die  übrigen  beslimmt  ist. 
Zwei  Linien  4ler  Ordnung  haben  46  Puncle  gemein,  deren  3 
durch  die  übrisjen  bestimmt  sind.    U.  s.  w. 

Diese  Anzahlen  verändern  sich,  wenn  die  Linien  liler  Ord- 
nung speeielle  werden,  die  dureh  weniger  iils  n'  Puncie  he- 
stimmt  sind. 

1.  Wenn  'i=0,  v  ^  D,  u>  =^  d  Linien  nler  Ordnune! 
derselben  n' — 2  Puncle  sind  dergestalt,  dass  die  Linie  jy  ^=  0 
mit  keiner  Linie  der  Serie  u -t- kv  =  0  congruirl,  so  ist 
u+Xv  +  fiu!  =  0  bei  allen  X,  (t,  eine  Linie  nter  Ordnung  der- 
selben n' — 2  Puncle.  Es  giebl  also  eine  Doppelserie  von 
Linien  wler  Ordnung  der  n'  — 2  Puncte.  Durch  einen 
Puncl,  in  welchem  w,  v,  u>  die  Werlhe  u,-,  Vf,  w,-  haben,  die 
nicht  alle  null  sind,  geht  eine  Serie  von  Linien  der  Doppelserie 

J(    +  iü    +  /(W     =    0  '    U    +   Xv       '"     \    _    n 

Durch  diesen  Punct  und  zugleich  durch  einen  Piinel,  in 
welchem  v,  v,  w  die  Werlhe  wj,,  j'^,  wj  haben,  die  ebenfallw 
nicht  alle  null  sind,  gehl  eine  Linie  der  Doppelserie 


Diese  Doppelserie  von  Linien  ist  ein  Netz  (n'iseau]  genannt  wor- 
den. Steiner  Crelle  .1.  4"  p.  8.  Cremona  Gurve  piane  art.  15. 
Shith  London  math.  Society  n"  1 4  p.  90.  Als  »Netz  von  4  Punclen 
einer  Ebene«  halle  Möbius  die  Doppelserie  der  Puncle  beKCiehnel, 
welche  aus  den  i  Punclen  durch  fortgeselKte  Collineation  (Zie- 
hung vou  Verbindungslinien)  gewonnen  werden.  Bai-jc.  Caleul 
II  c.  6. 

8.  Wenn  von  den  gemeinschaftlichen  Puncten  zweier 
Linien  jitor  Ordnung  nk  auf  einer  Linie  tler  Ordnung  liegen 
[t<Cn),  so  liegen  die  übrigen  auf  einer  Linie  [n  — fcjter  Ordnung. 
Die  Linie  tter  Ordnung  der  nk  gemeinschaflliehen  Puncle  sei 
u  =  0,  die  Linie  (n  —  fc)ter  Ordnung  andrer  [n  —  ];)'  gemein- 


y  Google 


g,  41.    Relation  von  l'uncteii  einer  Linie.  329 

schüftlicher  Puncto  sei  u  =:  0,  so  dass  «y  =  0  eine  Linie  nter 
Ordnung  ist,  welche  nk+(n-~k)'  gemeinschaftliche  Puncte 
enthiilt.  Diese  Anzahl  betrügt  n' — 1  oder  mehr  (4).  Also  ent- 
hHll  die  Linie  nler  Ordnung  ar  =  0  alle  gemeinschaftlichen 
Puncte  (6],  und  diejenigen  gemeinschaftlichen  Vunete,  welche 
nicht  auf  m  =  0  liegen,  hegen  auf  v  =  Q.    Gerüon.^e  (6). 

Z.  B.  Wenn  von  den  gemeinschaftlichen  Puncten  zweier 
Linien  3ter  Ordnung  3  auf  einer  Geraden  liegen,  so  liegen  die 
Übrigen  auf  einem  Kegelschnitt.  Und  wenn  von  denselben 
Punclen  Smal  3  auf  je  einer  Geraden  liegen,  so  liegen  die 
übrigen  auf  einer  Geraden. 

Bei  einem  2nSeil  (Polygramm)  bilden  die  Suiten  1,  3,  5,  .  . 
eine  Linie  nter  Ordnung,  die  Seitens,  i,  6,  ..  desgleichen. 
Wenn  die  Ecken  des  2nSeits  12,  23,  34,  , .  d.  i.  2n  gemein- 
schaftliche Puncte  der  beiden  Linien  wler  Ordnung  auf  einer 
Linie  2ter  Ordnung  liegen  (fc  =  2),  so  hegen  die  übrigen  ge- 
meinschaftlichen Puncte  auf  einer  Linie  (n  —  2)ter  Ordnung. 
Wenn  insbesondere  (n  =  3)  die  Puncte  12,  23,  34,  45,  56,  61 
auf  einer  Linie  2ter  Ordnung  liegen,  so  liegen  die  Puncte  14, 
25,  36  auf  einer  Geraden  (einer  Pascalschen  Geraden  §.  36,  13). 

9.  Cnler  den  gemeinschaftlichen  Punclen  einer  Linie  ntor 
Ordnung  y'=  0  und  einer  Linie  fcter  Ordnung  u  ^  0  (ä-<  fc<;n) 

,  =  ..-(-') 

von  einander  uuabhaugig,  und  (  .,  )  derselben  ilurch  die 
übrigen  bestimmt.     Plücker  und  .1\gübi  [C}. 

Wenn  nümlich  p  Puncte  der  /=  0  auf  der  Linie  i'ler 
Ordnung  h^O  liegen,  und  wenn  durch  (n  —  t)' andre  Puncte 
der/=^  0  die  Linie  [n  —  t)ter  Ordnung  »;  =  0  gelegt  wird, 
so  haben  die  Linien  «ter  Ordnung  /  =  0  und  uv  ^=:  Ü 

P  +  {n-ky=  n'^\     (4) 
gemeinschaftliche  Puncte.     Dieselben  Linien  haben   noch  andre 
1  j  bestimmte   Puncte   gemein    [6),   unter   welchen   sich 
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die  übrigen  geineinsijhariliohen  Punete  der  f  =  0  und  «  ^  ü 
l)efinden.  Z.  B.  Unter  den  24  gern euischa Etlichen  Punclen  einer 
Linie  6ler  Ordiiung  uüd  einer  Linie  iter  Ordnung  sind  3  durch 
die  übriijen  bestimmt;  weniger,  wenn  unter  den  übrigen  ein 
niehrfiiclier  Puncl  der  singularen  /  =  0  sich  l>elin(lel. 

10.  Wenn  l)ei  positiven  n  —  t,  n  —  l  und  h  +  l  —  n  —  'i 
diB  Linie  »ler  Ordnung  /  =  0  von  den  gern  ei  nschjiftli  eben 
Punclen  der  Linien  tter  Ordnung  u  =  0  und  ^er  Ordnung 
j;  ^  0  die  Itestiinnile  Au/iihl 


-  =  ..-{-'-;-■) 


enthalt,  so  enthalf  sie  auch  die  übrigen.  Cavlkv  18i-3  G;mi- 
l>ndge  mnlh.  .L  :i  p.  211.  Dieser  Satz  beruht  auf  einer  Rehttion, 
welche  aus  der  ül>en  (4)   gezeigten 

dadurch  entspringt,  diiss  man  k  durch  t  +  /  —  ü  ersetzt.  M;tii 
erhiilt 

«'=   („_i)'+(«-/)'-l-H-(^-^'-^"-')  +  l 

„'  =    (,,_k)'+{n-l)'+q-y  I 

für  positive  n  —  k,  n  —  l,  k->rl-~n  —  t.      l>;i!)ei  ist 

„;  _  q  ...  (n  -  k)'  =    nt  +  {»  -  /)'-  «'+  1    =    ('  "^  ') 

„t^-,j -(«-()'=   >,k  +  [n-k)'-N'+l   =   (^'7') 

Ausser  den  q  Punclen  der  Gruppe  («  =  0,  ''^0),  welche 
nucb  der  VorausselKung  auf  der  Linie  /  =  0  liegen ,  giebt  es 
{n  —  l-y  andre  Puncle  der  Gruppe  [/=  0,  0  =  0),  weil 
nl  —  q  —  [n—  k]'  nichl  negativ  ist,  und  [n  —  l]'  andre  Punete 
der  Gruppe  {/  =0,  u  =  0},  weil  nk  ~  q  —  [n—  l]'  nichl 
negativ  ist.    Uurch  jene  Punete  gehl  die  Linie  (»  —  i']ler  Ord- 


y  Google 


nung  tt' =s=  0,  dureli  diese  geht  die  Linie  [n  —  ijter  Ordnung 
1.'  =  0.  Nun  enthallen  die  beiden  Linien  nier  Ordnung 
uu'  =  0  lind  vv'  =  0  dieselben  Pnncle  der  /^  0,  deren  Anzahl 

Also  ist  / '=  0  eine  Linie  der  Serie  uu'+Xw'  ^  0,  und  ent- 
hält alle  Punele  der  Gruppe  {uu  =  0,  w' ~-  0),  insbesondere 
alle  Puncte  («  =  0,  «  =  0) 

Der  Beweis  wud  hinfallia,  wenn  die  n' — 1  Punele  solche 
Lage  haben,  dass  eine  die  n' —  1  Puncle  enthalleude  Linie  nler 
Ordnung  mehrfach  nnbesiimnit  Ist.    Vergl.  (1)  und  ((>). 

§.  43.    Linien  Ton  verschiedener  SingularttSt. 

1.  Eine  irredueible  Linie  nter  Ordnung  kann  einen  [n  —  1)- 
fachen  Punct  haben  [§.  38,  6).  Wenn  sie  einen  [n  —  fcjfachen 
Punct  A  hiil,  so  kann  sie  keinen  andern  (t+1)fachen  Puncl 
B  haben.  Ware  B  ein  [i-i- 1)facher  Punct  der  Linie,  so  hiitte 
die  Gerade  AB  mit  der  Linie  »iter  Ordnung  [n  —  k)  +  [k+  1) 
Puncte  gemein,  und  wäre  ein  Theil  der  Linie.  Z.  B.  Eine  Linie 
öter  Ordnung  mit  einem  :ififchen  Punci  kann  keinen  nndern 
;ifachen  Punct  haben. 

Wenn  eine  irredueible  Linie  «ter  Ordnung  (  2  )  ^Caclie 
Puncte  A^,  Ä^,  . .  hat,  so  kann  sie  keinen  andern  Stachen  Puncl 
B  haben,  Maclaubin  Geom.  organiea  p.  \'M.  Dieser  Salz  be- 
ruht Hilf  der  Relation 


(« 


1)'=  ■(«-l)(«-i+4)  =  ("^  ')h 


Wäre  B  ein  Sfacher  Puncl  der  Linie  nter  Ordnung,  so  hiillei 
die  Linie  [n  —  1))er  Ordnung  der  Pnncle  Ay,  A^,  .  .,  ß  um 
andrer  2n  —  3  Pnncle  der  Linie  n\ev  Ordnung,  deren  Gesaninil- 
zaiil  (n  —  1)'  ist,   und  die  Linie  nler  Ordnung 


4"7')^ 


linscIiiilHiL-hc  l'uiu-lo  [§.11),  8';.  itlso   chw  giMiR'i 
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Demnacli  hat  eine  irreducible  Linie 

3tei'  Oiilnung  nicht  mehr  als      1    Doppelpunct 
4  "  "  "  u       o         3     Doppelpuncte 


•Cr') 


Wenn  eine  Linie  nter  Ordnung  einen  [n  —  äjEachen  Punct 
hat,  so  hat  sie  keinen  Sfaehen  Punct.  Da  in  dem  [n  —  2)faclien 
Punet  ("T  )  Doppelpuncle  unterschieden  werden  liiinuen 
(|.  38,  6),  so  kann  die  Linie  nler  Ordnung  ausser  dem  [n  —  2)- 
fachen  Punct  nicht  mehr  ;ils 

("7')-("7^)  =  — 

Doppelpuncle  halien.     Fiedle r-S*lmox  Plancurven   p.  34. 

3.  .lode  reducible  Linie  besilzt  mehrfache  Puncte  und 
gehört  desshalb  nicht  zu  den  ordinären  Linien  ihrer  Ordnunj^ 
(g.  38,  8).  Wenn  «  ^  0,  y  =  0  irreducible  Linien  mler,  nler 
Ordnung  sind,  so  ist  u«  =  0  eine  reducible  Linie  (ra  +  n)ier 
Ordnung,  von  welcher  die  utn  Puncle  (a  =  0,  v  =^  ü)  uiehl 
einfache  Puncle  sin(L  Denn  die  Gerade  eines  solchen  Puneles 
A  hat  mit  w  =  0  iind  mit  v  ^  0  je  einen  Punct  A  oder  mehr 
Punefe  A,  also  mil  uv  ^  Q  2  Puncte  A  oder  mehr  gemein. 
VergL  §.  38,  1.  In  der  Thal  esistirt  für  jeden  Puncl  der  Gruppe 
[h  =  ü,  11  =  0)  die  erste  DifferenliaJsleichung  der  uv  =  U 
nicht,  weil  daselbst  die  Fluxionen 


beide  null  sind.     Vergl.  g.  38,  9. 

Die  grösste  Menge  von  Doppelpunclen ,  welche  e 
ducible  Linie  (in  +  n)ter  Ordnung  hesit/en  kann,  ist 
gemeinen  grösser  als  mn.     Denn 

=   {m—i){m-2)  +  -i'-in  +  ii''  ~  an  +  2  —  2 
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folglich 

rr')-"  =  ("r)-r;')-- 

Eine  reducible  Linie  Jtter  Ordnung  besieht  niinduslens  aus 
2  Linien,  höchstens  aus  fc  Geraden,  und  hat  mindestens  k  —  ] 
Doppelpuncte,  höchstens  (  ,  V  Die  reducible  Linie  3ter  Ordnung 
hat  2,  3  Doppelpuncte,  die  irrcducible  kann  deren  1  haben. 
Die  reducible  Linie  4ter  Ordnung  hat  3,  4,  5,  6  Doppelpuncte, 
die  irreducible  kann  deren  3  haben.  Die  reducible  Linie  51er 
Ordnung  hat  4,  6,  7,  8,  9,  10  Doppelpuncte,  die  irreducible  kann 
deren  6  haben.     U.  s.  w. 

3.  Um  die  algebraischen  Planlinien  zu  classifidren,  hat 
iVbwton  dieselben  zunSchst  nach  der  Anzahl  der  Puncte,  welche 
sie  mit  einer  Geraden  gemein  haben,  in  Ordnungen  verlheiH, 
und  die  redueiblen  Linien  ausgeschieden.  Vergl.  §.  20,  7.  Die 
Einlheilung  der  irredueiblen  Linien  einer  Ordnung  nach  ihren 
realen  unendliehfernen  Puncten  und  dahin  sich  erstrecken- 
den Zweigen  genügle  zwar  bei  der  zweiten  Ordnung,  führte 
aber  bereits  bei  der  drillen  Ordnung  zu  einer  un  übers  ich  Hieben 
Menge  besondrer  Linien,  Newton  Enumeratio  III,  Euler  In- 
trod.  II  c.  9  — 11,  CR.mER  c.  9,  Pliicker  System  1835  (3.  Ab- 
schnitt), Liouv.  .1.  1  p.  229,  Algebr.  Curven  1839. 

Lehrreich  war  Newton's  Bemerkung  Enum.  V.  dass  alle 
Linien  31er  Ordnung  collinear  sind  mit  der  speeiellen  (parabo- 
lischen) Linie  3ter  Ordnung 

ys  =  a3:  +  bxi  +  ex  +  d  =   a[x~  ß){x-^  ß)(x  —  y) 

welche  5  Gestalten  haben  kann:  3  versehn  mit  einem  Doppel- 
punct  (Spitze,  Knoten,  conjugirler  Punct),  2  ohne  Doppelpnnct 
[mit  abgesonderter  Ovale  und  ohne  eine  solche) .  Vergl.  Chasles 
Apergu  hisl.  Note  20.  Möbids  Grundformen  der  Linien  3ter  Ord- 
nung 1849.  Salmon  Plane  eurves  1852  c,  III.  DemgemUss  sind 
von  Salmon  a.  a.  0.  die  Linien  3ter  Ordnung  zunüchst  in  Linien 
der  3ten,  ilen ,  6ten  Classe  (g.  28,  2)  vertheilt  worden,  nach 
dem  Doppelpunct,  den  sie  haben  oder  nicht  haben. 
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4.  Die  irreducil>loii  Ijuieii  einer  ürdniiiig  sind  entweder 
singulare  mil  melirfaeheii  Piinelen  oder  ordiiicire  ohne  mehr- 
fiiehe  Pniicle.  Die  siiigulilrsten  Linien  einer  Ordnung  sind 
diejenigen,  weiche  soviel  und  solche  mehrfache  Puncle  l>esi(zen, 
diiss  von  ihren  andern  l^iiicten  keiner  ein  mehrfaclier  sein  ktinn. 
Die  singuläraten  Linien  nler  Ordnung  sind  also  die,  welciie 
einen    [n —  Ijfachen   Punct  haben    oder  |  1  Dnpjieliiuiicle, 

die  zum  Theü  oder  ganz  gesondert -liegen  [1). 

Weniger  singulür  ist  eine  Linie  nterOrdnuni;  mil  ("  J  —  p 
Doppelpuncten  oder  mit  soviel  und  solchen  rnehrfiichen  Punelen, 
dass'unler  ihren  andern  Puneten  nicht  mehr  als  p  unlerscheid- 
l>are  Doppelpuucte  zulässig  sind.  Die  irredueiltlen  Linien  2ler 
Ordnung  haben  keinen  Doppelpunct;  die  3ter  Ordnung  haben 
einen  oder  keinen  Doppelpunct;  unter  den  Linien  iler  Ord- 
nung sind  in  Betracht  zu  ^iehn  die  singuläislen  mil  B  Doppel- 
puncten, weniger  singulare  mit  !ü,  I  Doppelpnnden,  und  die 
ordinären  ohne  einen  Doppelpunct.     U.  s.  w. 

Verstärkt  wird  in  allen  Fällen  die  Singularilül  einer  Linie, 
wenn  die  Coeffieienlen  ihrer  Gleichung  so  verluidert  werden, 
dass  durch  einen  Punct  der  Linie  mehr  Zweige  derselben  gehn, 
und  dass  daselbst  zwei  Zweige  einen  iäpunctigeii  Contael  oder 
eine  Osculation  erhalten. 

5.  Alle  Linien,  welche  p  Üop]ielpuncte  weniger  Indien  als 
die  singulärslen  ihrer  Ordnungen,  sind  l'ür  die  Zwecke  der 
Änalysis  als  »Linien  plea  Geschlechts«  (mit  der  deficieney  /<) 
Kusammengefassl  worden  von  Cleusch  ISlii  Grelle  J.  6;(  p.  192, 
61  p.  43  u.  98,  und  Cavlev  London  math.  Soc.  1865  Oel.  Zum 
Oten  Geschlecht  gehören  nach  dieser  Zählung  die  Linien  2ter 
Ordnung  und  alle  singulitrsten  Linien;  «um  Iten  Geschlecht  die 
ordinären  Linien  3ler  Ordnung,  die  singularen  4ter  Ordnung  mil 
2  Doppelpuncten,  5ter  Ordnung  mit  5  Doppelpuncten,  u.  s.  w.; 
zum  2len  Geschlechl  die  Linien  4ier  Ordnung  mit  I  Doppel- 
punct, 5ter  Ordnung  mit  4  Doppelpuncten,  u.  s.  w. 

Für  dieselben  Zwecke  hatte  Riemahs  oalgebraische  (ilei- 
chungen  einer   Classe«   Grelle  J.  öl  |k  1:13    (1857)    und  Wmn- 
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STRAss  den  »Raii^  einer  Gleichung»  in  den  Vorlesungen  über 
die  Abelsühen  FuDCtionea  definirt.  Die  Al»zahlung  des  Ge- 
schlechts einer  Linie  nach  den  Doppelpimcten  derselben  gicbl 
aber  nicht  ohne  Weiferes  den  Rang  ihrer  Gleichung.  F.ine  Linie 
iler  Ordnung  mil  t  Doppelpunct  ist  niederu  als  2leu  Ranges, 
wenn  in  dem  Doppelpunct  die  Zweige  sich  osculireii.  Z.  B. 
die  Linie 

y3  =   ax*  +  bx-  +  ex''  +  dx  +  e 

hat  einen  unend  lieh  fem  cu  Doppelpimcl  mit  einer  Tangente  (der 
unendlichfernen  Geraden],  von  der  die  Linie  3punelig  berührt 
wird;  denn  die  Parallelen  der  rr  =  0  enihallen  je  2  unendlich- 
feine  Puncte  der  Linie,  nur  die  a;  =  =o  enlhült  deren  i.  In 
der  That  ist  diese  Linie  nicht  2ten  sondern  Uen  Kanges. 

6.  Die  siugulärslen  Linien  nler  Ordnung,  die  ele- 
mentarsten ihrer  Ordnung,  Oten  Ranges  und  Geschlechts,  »Üui- 
eursaleno  bei  Caylüv  a.  a.  0-,  sind  durch  mehrere  Eigenschaften 
ausgezeichnet.  Zu  ihrer  Bestimmung  sind  weniger  als  n  gege- 
Itene  Puncte  erforderlich.  Wenn  /  =  0  die  Gleichung  einer 
allgemeinen  Linie  wter  Ordnung  ist  mit  der  Diflerentialgiei- 
chung  f^dx  +fydt/  =  0,  so  muss  ein  mehrfacher  Punct  der 
Linie  ein  Puucl  der  Gruppe  (^  =  0,  y^  ==  0)  sein,  der  der 
Gleichung  /  =  0  genügt  (§.  38,  ö),  d.  h.  die  Coefficienten  der 
/  müssen  durch  eine  bestiuimte  Gleichung  verbunden  sein.  Also 
hat  die  Gleichung  einer  Linie  nter  Ordnung  unl  y'  ^  j  geson- 
derten Doppelpunclen  nicht  mein'  als 


-("!■)  ■ 


disponible  Coofli>-icnlen.     Vergl.  §.  i1,  '■i- 

7.  Die  homogenen  Ooordinaleu  eines  Puneles  einer  siiigu- 
liirsten  Linie  «ter  Ordnung  sind  Functionen  nten  Grades 
fines  Parameters  (einer  freien  Variablen) ,  d.  h.  die  Gleichung 
;■  ^  I)  für  den  Punct  x\j/  einer  singulärsten  Linie  itter  Ord- 
nung kann  erselzl  werden  durch  das  System 
l  :  X  :;,  ^  P:  Q  :  E 


yGoosle 


336  Cup,  VII.    Die  Linien  nter  Ordnunp. 

so  dass  P,  Q,  R  beslimmle  Functionen  «len  Grades  der  ün- 
beslimmteii  l  slod.  Clebsch  1865  Grelle  J.  6i  p.  44.  Vergl. 
Ghasles  Gomptes  vendus  1866  t,  69  p,  581  und  Uüruite  Gours 
d'Anal.    187a  p.  250. 

I.  Zur  Beslimmung  einer  Linie  fcler  Ordnung  werden  k 
l'uncte  der  /  ^  0  ausgewählt,  verschieden  von  den  ("  J 
Doppelpunelen  der  /  ^  0.  Diese  Linie  fcter  Ordnung  enthJllt 
ziigleidi  die  Doppelpunete  der  J  =  b  und  nur  diese,  wenu 


''-(V)- 


Dieser  fUi'  k  fpiadra tischen  Gleichung  genügen  k  ^=  n  —  1,  n  — -3. 
Dabei  ist 


,»-n-("T')  — 


n.  Wenn  nun  ji  =  0,  !>  =  0  Linien  (n—  l;ler  Ordnung 
sind,  welche  die  Doppelpunete  und  2n  —  'i  andre  Puuclc  der 
/z=  0  enthalten,  so  ist  u  -t-  ?.v  ^=  ö  von  derselben  Art,  Daher 
enthalt  die  Gruppe  (m  +  /.o  =  0,  /  =  0}  nach  §.  40,  8 


2('*2^)  +  2»-3  =  {«-!)« 


bekannte  Puucle  und  einen  von  k  abhäniiigen  Punet. 

Oder  wenn  »  =  0,  w  =  0  Linien  (n  —  2)ler  Ordnung 
sind,  welche  die  Doppelpunete  und  Ji  —  3  andre  Pnnete  der 
/^  0  enthalten,  seist  w  +  J,v  :=  0  von  derselben  Ari.  Daher 
enthält  die  Gruppe  [w  +  ?.v  =  0,  /  =  0) 

bekannte  Pnnete  und  einen  von  l  abhangigen  Punel, 

111.  In  beiden  Fällen  isl  die  von  t/  unabhängige  Besullante 
-X"  der  Functionen  u  +  Iv  und  /  (§.  40,  2)  eine  Function  «ten 
Grades  von  ;.,   und   die  Wurzele  der  Gleichung  ^=0  für  a: 
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sind  bis  auf  eine,  die  von  ^.abhüngl.  Also  findet  man,  indem  rnjin 
X  durch  eine  bokanule  t'unction  von  x  dividirl,  Px —  Q  =  0, 
so  dass  F,  Q  gegebene  Functionen  nten  Grades  der  X  sind. 
Ebenso  findet  man  F'y  —  Q'  =  0,  so  dass  P\  Q!  gegebene 
Funclioneii  jtten  Grades  der  >t  sind. 

Hiernach  entspricht  jedem  A  ein  Punct  x.y.  Aber  zur  Con- 
gruen»  des  Systems  [Px  =  Q,  /*'j  =  Ol)  mit  der  Gleichung 
/  =  0  ist  OS  noihwendig,  dass  n  Puncte  der  Linie  auf  der 
Geraden  A  +  Bx  -j-  Cy  =  0  liegen,   dass  also  die  Gleichtmg 

A+B^+cf  =   0 

für  f.  den  Grad  n  hat,  folglich  P  :  F'  von  i.  unabhüngig  ist. 
Daher  genUgt  der  Gleichung  /  =  0  das  System 

\:   ^-.y   ^    P:Q:   E 

\venu  F,  Q,,  R  bestimmte  Kunetioneu  nten  Grades  von  /.  sind, 

IV.  Man  kann  auch  Ä  +  Bx  -^  Gy  =  d  als  GSeiohung  des 
Puncfes  x\'j  betrachten,  und  aus  dem  System 

»  +  A«   =   (J,       /■  =   0,       A  +  Bx  +  Cy  ^  (S 

durch  Elimination  von  x  und  y  die  Gleichung  r/  =:  0  für  A,  B,  0 
componiren  (§.  37,  4) ,  d.  i.  die  Gleichung  der  Puncte  («  +  Ar  =  0, 
/  =  0) ,  deren  einer  von  X  abhiängt,  während  die  Übrigen  be- 
kannt sind.  Aus  ^i  =  0  findet  man  dünn  durch  Division  die 
Gleichung  des  von  A  abhängigen  Puncles 

AF  +  BQ  +  CB  =  0 


ist,  wo  F,  Q,  K  bestimmte  Functionen  nten  Grades  von  k  sind. 
Clebscb-Gohdan  Abelsche  Functionen  p.  öT. 

8.  Wenn  /j.  eine  Form  tlen  Grades  der  x,  y  ist,  so  ist 
/„+/„__l  =  0  eine  Linie  nter  Ordnung  mit  dem  (n— 1)fachen 
Punct  0|0,    und    es    genügt,    y  ^  tx   i.w    setzen,    um  x  und  y 


y  Google 


3;[j(  Cap.  V[|.    Die  Linien  nter  Ordnung. 

durch  (  rational  auszudrücken.  Durch  die  SubsliUiiiou  i/  =  ia- 
wird  /j  theilbar  durch  iP;  der  Quotient  '1\  ist  der  Werlh, 
welchen  /jj,  bei  a:  =  1 ,  y  =  <  hat,  eine  Function  tten  Grades 
der  i.    Man  erhall  x"  7'„  +  j''"^?'^— i  =  0,  atsn  das  System 

Z.  II  j;''  +  t/^  —  :i«a^H  =  ü  kann  ersetzt  werden  durch 


Wenn  man  einen  Punct  einer  Linie  2ter  Ordnung  znni  iViill- 
puncl  nimmt,  so  erhält  man  die  Gleichung  der  Linie/;  +/,  =  0. 
also  xl\  +  T^  =  0,  u.  s.  w. 

Wenn  dagegen  fn  + J'n—2  =^  "'  '''^''  ^'^^'m+  '/'n— 2  =  ^■ 
so  werden  x  und  y  durch  !  irratiiinal  aiisgedrUckl.  Elieii- 
so  hei 

Diese  eiiifachslen  Falle,  in  denen  einer  Gleichuuj;  f  ^  0  ent- 
sprechend die  Variablen  x  und  y  als  rationale  oder  irrationale 
Functionen  einer  Unbestimmten  t  dargestellt  werden,  sind  von 
Edler  Inlrod.  I  c.  'i  erledigt,  worden. 

y.  Wenn  die  homof^enen  Coordinaten  P,  Q,  R  des  l'imctes 
x-^y  Functionen   nlen  Grades  des  Parameters  k  sind  und  dein- 


so  entsprechen  allen  X  alle  Puncte  x  y  einer  nharvcen Irischen 
Linie  nter  Ordnung^.     Mömis  harvc.  Calc.  §.  (i(i  II'. 

1.    Die  Gerade 

A  +  Bx  +  Cy  =   1} 
hat  mit  der  harycentrischen   Linie  j^ter  Ordnung  den  l'uncl 

AP+  BQ  +  CE  =  0 
gemein,  der  durch  diese  Gleichung  für  l  voic  «leu  Grad  ndeulig 
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Iwsiiuinil  wird.    Auf  der  uncndlichferneii   Gerfulen   liegen  die 
Puiicte  P  =  0. 

II.  Der  einem  Parameter  l  enl sprechende  Puncl  der  bary- 
eentrischen  Linie  kann  durch  Linoaleonstriiction  gefunden 
werden.    Bar.  Calc  §■  71. 

III.  ^aeil  dt;r  Substitution 


vorliiilleii  siL-!i  P  :  U  :  E  wie  Funclioiien  dessellien  Grades 
von  (.  Die  Coeffieientcn  dieser  Functionen  sind  von  «,  j^,  ^ 
abhängig;  also  können  3  derselben  bei  bestimmten  a,  ß,  y  null 
werden.  Die  Proportion  der  Functionen  von  (  enthält  demnach 
slall  3ii  +  2  nur  3n  —  1  disponible  Coefficienlen,  so  dass  zur 
Bestimmung  einer  barycen Irischen  Linie  nler  Ordnung  3n  —  1 
Puncle  erforderlich  sind.    Bar.  Calc.  g.  69.    Vergl.  oben  (6). 

IV.  Eine  Linie  »iter  Ordnung  /  =  0  niil  »'  disponiblen 
Coefficienten  ist  nicht  unbedingt  baryeentrisch.  Wenn  sie  es 
ist,  so  ist  die  Gleichung  /  =  0  congruent  mit  der  Gleichung 
3  =  0,  »len  Grades  für  x,  y,  welche  aus  dem  Sysiem  [Px  =  a, 
Py  =  B)  durch  Elimination  von  t  erhalten  wird.  Die  Coeffi- 
cienten  der  g  sind  rationale  Functionen  der  Sn  —  1  Coefficien- 
ten,  welche  in  P,  Q,  B  zur  Verfügung  stehn.  Also  haben  n' 
Functionen  von  3n— )  Unbestimmten  gegebene  Werlhe.  Nach 
Bestimmung  der  in  —  \  Unb^limmten  durch  ebensoviel  Glei- 
chungen bleibt  ein  L'eberschuss  von 


•(";*) 


Gleichungen  für  die  Coefficienlen  der  /.  Wenn  die  Coeffieientcn 
der  /  diesen  Gleichungen  nicht  gentigeu,  so  ist  die  Linie /=0 
nicht  baryeentrisch.    Bar.  Calc.  §.  138. 

Demnach  sind  die  singulärsten  Linien  ihrer  Ordnung  (Ölen 
Ranges  oder  Geschlechts,  Unicursalen)  barycenlrische  Linien 
derselbeii  Ordnung. 
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10.  Neben  der  LineiilconslnicÜoii  der  liiiryeen  Irischen 
Linici)  [9,  II)  sind  bekannt  die  Construclion  eines  £egei- 
sclinitles  durch  2  Büschel  von  Geraden  bei  Newton  Princ.  1 
lemnia  21  ,  sowie  die  Conslnictionen  von  singulären  Linien 
höherer  Ordnungen  auf  demsell>en  Wege  Enumeratio  VI,  welche 
Maclaurin  Geom.  org.  17S0  weiter  ausgeführt  hat.  Besondre 
Fälle  behandeln  ein  Fragmenl.  v(  .i  Eulek  [Grelle  J.  23),  ein  Auf- 
satz von  A.  Jacobi  1846  Grelle  J.  31  p.  108. 

Construetionen  von  Linien  durch  2  Büschel  von  Cuiven 
werden  erwähnt  von  Steiner  1848  (Grelle  3.  47  p,  2],  nüher  be- 
trachtet von  Grassmann  1851  Grelle  J,  42  p.  193.  Speci eile  Aus- 
führungen verdankt  man  Ghasles  Gomptea  rendus  1853  1.37, 
1855,  1857.  Rapport  sur  les  progres  de  la  geom.  1870  p.  223  II'. 
Vergl.  Cremona  18ti2  Gurve  piane  4(i  If.  Si;hröti!b  1872  Math. 
Ann.  5  p.  51,  (5  p.  85, 

Die  Erzeugung  algebraischer  Linien  durch  Bewegung  von 
Geraden  ist  Gegenstand  mehrerer  Abhandlungen  von  Gr.vssmann 
seit  1846  Grelle  .1.  31  p.  111,  3G  p.  177,  12  p.  187. 

11.  Aus  dem  System  {Q^Tx,  E  ^  Py]  wird  die  Glei- 
chung der  barycentrischen  l-iiiie  durch  Elimination  des  Para- 
meters gefunden.     Wenn 


p 

=  »„  +  o,( 

+  .. 

.     Q 

=  ö„ 

len 

Grades  si 

nd,  s 

0  hat 

.  man 

K  —  i 

.„3;  + 

(&,- 

a,x)t 

»«  —  <■ 

hy  + 

(1^1- 

aii/)t 

oder  abgekür/.t 

B,,  +  H^t  +  ..  =  ü .     C'i,  +  C,f  +  ..  =  u 

Aus  diesen  beiden  Gleichungen  nlen  Grades  für  (  kann  man 
durch  Bildung  einer  Determinanle  2nten  Grades  die  gesuchte 
Gleichung  erhallen,  liinfacher  bildet  man  nach  Bfizorr  n  Glei- 
chungen  in  —  1)teu  Grades 

1  fi„    5,  +  B:i(  +  ,  .  i  \  B.,  +  ß,t    11^  +  B^l  +  .  .  . 
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oder  entwickelt 


U!  +  Ü2i     +  03f2    H 

02  +  OS  I  (  +  04    f  H 

+  12J     +  isl 

03  +  Ü4  I  (  +  05  I  ('  -i 


li.  s.  w.    Zufolge  diüses  Systems  von  Gleichuiii^en  ist 


12     (14  +  13 

\H     05+14  +  23 


Diese  Delerniinaiite  nten  ürades  ist  symmetrisch;  ihre  Klciüeiile 
sind  lineare  Functionen  der  x,  y,  weil 


13.  Eine  barycentrische  Linie  hisherer  als  2ter  Ordnung 
hHt  unbedingt  mehrfache  Puncte.  Wenn  der  dem  Parameter  t 
entsprechende  Punct  f:,Q,\R  und  der  dem  Parameter  i(>  ent- 
sprechende Punct  P',Q'|ß' zusammenfallen,  so  ist  der  Punct 
P  Q,  R  ein  Doppetpuncl  der  barycenirischen  Miiie.  Zur 
Bestimmung  desselben  dient  das  System 

P':  Q'  :  R'  =   F  :  Q  ■  II 

für  t,  Q,  von  denen  t  nicht  0.  o  nichH.  DieAnzahl  ^[n— 1)(n— 9) 
der  Lösungen  tg  wurde  von  Clebsch  186ä  Grelle  J.  64  p.  48 
bestimmt.  Vergl.  Hermite  Cours  d'analyse  1873  p.  219.  Die 
resnltirende  Gleichung  für  (  ist  von  IIaase  1870  Math.  Ann.  2 
p.  523  gegeben  worden.  Vergl.  Lindesüns-Clkbsi:!!  Vorles. 
p.  889. 
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(lleichungcn 

^     ^'1           0 

F     F' 

9  Q'\r' 

R     R' 

tKt  durch 

i'"'    '''       n 

■  F"     P 

Q"   Q  \ 

1  R"    B 

^         \—Q  ^         1— e  '— e 

Nun  ist  F  —  P'  ^  «,i[l  — y)  +  aiC^('l  — e'^)  +  ..,  Wglii^h 
P"  =   a,t+  arj^  +  ..  +  (a2(ä  +  „,,(i  +  ..)y  +  .. 

WO  P  =   Oo,    -P,   =  «0  +■  «l'-    ^2    =   00  +  «.*  +  ''i*^    "■  S'   «■ 

Oeuiiiach  liat  man  die  erste  Gleiehunt!  (n  — i)len  Grades  für  p 
■  F—F.,  +  (P  — i*,)p  +  (P- A)f^  +  -.     '';   _   I, 

oder  entwickell 

.  -p  n  ■     I  ^  ^'i  I      I  -'"'  ^^    2  4.    =_  0 

1 9  <>„  I  "^  I  <?  f ,  r  "^  I  y  c.  ^ 

obgefcurii 

ii,i  +  Ae  +  ■ß2e^+  ..  =  c 

iinJ  ilie  nwoilo  Gleichung  nach  Verlausi-'lning  van   <i  riiil  iü 
Ci  +  G',e  +  C:,e2  +  ..  =  0 
II.     Aus  den  l)ehlen  Gleichungen   [n— Ijlen  Grades  bildel 
man  wie  oben  (11)  n  —  1  Glciehungen    [n  —  2;ien  Grades;  Tür  o 
Ol  +  «2(1    +  U3p3    +  ,  .   =,   (I 

u^  +  oa  i>  +  u4  e^  +  . ,  =  a 

+  12        +  is| 
Ü3  +  04    (»  +  J5    i-^  +  .  .   =  a 
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iedencr 

Sm<;u]aLitat. 

III.     Dabei  isl 

"'   =   !   cl     C,  1   -   !  FE. 

—  P„E 

FQ,  -  F, 
PIl,  —  F,l 

PP^  —  p^p     yPj  —  1',!' 

^  i, 

i  -F.    r, 

=    p$„-p„g    ^yi-J",? 

^       - 

=  1  Ö„     -3, 

PÄ,-P,B      FE,-F,B 

fi 

',   E„     E 

d  überhaujU  if:  =  Df/,P  bei 

>  '. 

vo 

1  ■''i    -'''.    -'' 

■P;     ^'fc 

—  F.     F- 

^,1.-  =  '  öi    Qk    Q     - 

Öi     Öi. 

-Qi    Q- 

Ä,     «,.     E 

fi.    E, 

—  fi.     B^ 

N\]ii  ist  Pi  vom  (len  Grad,  Pj.  —  /*(  vom  ('leaGrad  und 
bar  durch  /'"'"^  P  —  P^  vom  nteii  Grad  iind  Iheilbar 
(''  +  ';  also  ;j,,i,  vom  (i  +  .t  +  njteii  Grad  und  Ibeilbnr 
,i  +  fc  +  2^  und 


llieil- 
duvch 


''  I  ''',■    (■'^;,— ■'^;)  ■ 

-  2)len  Gfiid  bei  allen 


r'  +  i      {E  —  E,^): 


l\ 


IV,    Veriniisic  dur  Gleichungen 

bleibi  das  Sysluni 

f7,„  +  //„^'e    +  ''ii^i'-e- 


l-rf„3 


I  (2p=  ■ 


l-<2is 


+  ■^14! 


U.S.W.   Zufolge  dieses  S\  Sterns 
Grades  für  tQ  ist 


n  —  \  (ileiebunm 
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Die  Elemente  dieser  Determinante  [n  —  1)len  Grades  sind  Func- 
tionen (n — 2)len  Grades  von  (,  also  ist  die  gefundene  Glei- 
chung für  l  vom  (n  —  i]{n  —  2)ten  Grad,  Jeder  Wurzel  t  ent- 
spricht ein  Werth  tf/,  einer  fcfaehen  Wurzel  t  entprieht  tQ 
höchstens  t.deutig,  so  dass  man  (w  —  1)[n  —  S)  Lösungen  t'tQ 
des  Systems  erhält. 

V.  Wenn  <  (p  ^''"^  Litsung  des  Systems  [1)  isl,  so  ist  t^  t 
auch  eine  Lösung  desselben,  weil  durch  Tei-tauschung  von  F 
mit  F',  II.  s.  w.  das  System  nicht  verändert  wird.  Beide  Lö- 
sungen bestimmen  denselben  Doppelpunct:  die  barycen  Iris  ehe 
Linie  hat  \{n  —  1)(n  —  2}  Doppelpuncte. 

Die  Wurzeln  der  Gleichung  (n  —  1]  (w  —  2)ten  Grades  sind 
demnach  so  gepaart,  dass  durch  die  Wurzel  (  eine  andre  Wurzel 
iQ  bestimmt  wird,  dass  durch  ^{n  —  1)()i  — 2)  Wurzeln  die 
tlbrigen  bestimmt  werden. 

Um  die  Gleichung  i(n  —  1)(n  —  2 )ten  Grades  zur  Beslipii- 
mung  der  Doppelpuncte  zu  erhalten,  kann  man 

(^«   +   C  fp     =     M  —  O 

\  P+  I''     P—  f  \   __  '  P+  F'     F—  P'  \ 

\  Q  +  Q'      Q  —  Q'\~  \  E  +  U'    }!  —  R'  \    ~ 

setzen.  Hier  isl  i-* -i- P' eine  Function  von  u,  v'^,  und  P  —  P' 
Iheilbar  durch  v,  der  Quotient  eine  Function  von  u,  v'^.  Durch 
Elimination  von  v'^  findet  man  die  reducirte  Gleichung  für  w. 
Jeder  Wurzel  n  enispripht  v"^,  so  dass  t  ^  u+  r. 


§.  43.    l>ie  Linie  und  die  Geraden  eines  Piioctes. 

1.  Wenn  die  Punelc  A,  ß  nicht  auf  der  Linie  nier  Ord- 
nung /  =  0  liegen,  wenn  je  n  Punele  der  /  =  0  auf  den  par- 
allelen Geraden  AP,  BQ.  liegen,   /',,..,/'„  auf  AP,  u.  s.  w., 

wenn  die  Funcliou  /  in  A  den  Werlh  f{A)  hat,  und  das  Prnduet 
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der  n   Strecken  AF^  .  AP^  ...    durch   [AP]    bezeichnet   wird, 
so  isl 

(AP)  ■  (BQ)  =  f{A):f(B) 

Man  nehme  für  den  Puncl  P  die  Abscisse  x  auf  der  Geraden 
AB,  die  Ordinate  y  parallel  mit  AP:   dann  ist 


E  =  f(0,I})   =   f{A) 
--  0  lint  man  /?*/"  -t-  . .  +  E  =  0,  fo]|^Udi 


{-ir(AF)  - 


.  f^A) 


tjci    X  =  .,4£  hat  man    Dj/"  +  .  .  +  J^''  =  0,    E'  =  /(^ß,  0) 
=  f{ii},   folglich 

(-')"{ßy)^-f  =  ^^/P 

mithin   (.^iP)  :  [EQ]   =  /(/l)   :  /(ß).      Wenn    auch    AR,    BS 
parallel  sind,  so  ist 

(AP)  :  (BQ)  =  fiA)  :  f{B)   =   [AM)  :  {BS) 

Diese  Satze  sind  von  Nkwton  Enuni.  II,  i  gegeben  worden 
in  Änschluss  an  die  entsprechenden  Eigenschaften  der  Kegel- 
schnitte, welche  sieh  bei  Apollonius  flnden,  Vergl,  §.  35,  13. 
Wenn  eine  der  Strecken  AP  unendlich  ist,  so  ist  auch  eine  der 
Strecken  BQ  unendlich  niil  dein  Vorhiiltniss  1. 

3.  Aus  dem  i\e«  ros'schen  Siitz  ontspriuiät  der  Salz  von 
Cahihot ,  nach  welchem  die  Seiten  eines  Polygons  von 
einer  Linie  nter  Ordnung  in  je  n  Puncten  so  getheilt 
werden,  dass  das  Producl  aller  Schnitt verhilltnisse 
1  ist.    Vergl.  §.35,  U. 

Wenn  die  Seiten  AB,  BC,  CA  des  Dreiecks  ABC  von  der 
Linie  /=  0  in  je  n  Puncten  P,  Q,  R  getheill  worden  sind, 
und  die  Gerade  ßR'  mit  AC  parallel  ist,  so  hat  man   (1) 

{AF)  _    (All)  [BQ)  _  [BR') 

{BP)  {BJl')  [CQ)  {CR) 
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folfjich  durch  Mullipliciilimi 

{AF){BQ)  _  {AR)  (±^'\{L^'\(2/^'\  ^    I 

{BP)  (CQ)  ~  lC~B)  \bP}KCQ)\AR) 

Wenn  ferner  Co,  DA  von  /  =  0  in  ju  n  Punclen  S,  T 
getheilt  werden,  so  ist 

(S)(S)(§f)  - ' 

l'ololiüh  (Inri'li  Mulliplicalion 

yi3P)i.CQ}\Ds)[ÄT}  '^   ' 

u.  ■-.  \\.  llmuekehil  sehliessl  mau:  Wenn  von  je  n  Punolen 
P,  a,  Ji  lier  Seilen  AB,  BC,  CA  oder  von  Je  n  l'inii-iLMi  /', 
a,  S,  T  der  Seilen  AB,  BC,  CD,  DA,  welche  den  aufne- 
slelllen  Gleichungen  senü[ien,  nlle  bis  niiC  einen  iiuC  einer  l,inie 
Hier  Ordnun-i  liefen,  sn  liegt  auch  der  letzte  Pnnct  auf  dor- 
selhen  Linie. 

3.  Das  Pfoduet  der  Sdmittverliallnisse  (2)  isl  in-ojneliv 
(§.  13,  3  und  10),  und  hat  nach  dem  Garnolschen  SalK  den 
Werth  1 ,  wenn  die  Polygonseilen  von  einer  Linie  nler  Ordniins; 
Ejeschnillen  werden.  Für  n  =  1  enthüll  der  Cjniiolsche  SatK 
den  Menelaischen  SatK  (Trigon.  §.  1,  6),  nach  welchem  die  Seilen 
AB,  BC,  CA  des  Dreiecks  ABC  von  einer  Geraden  in  P,  'X,  R 
so  geschnitten  werden,  dass 

AF  BQ  Cli   ^ 
BP  CQ   AR 


APBQ   CR'    ^    _ 
BF  C(?    ÄE' 

inonie,  die  Geriiden  CP,  AQ,  BE' haben  einen  Pnnct  gemein. 

die  Dreiecke  CAB  und  PQR'  sind  per.spectiviscli  (Trigon.  §.7,  ö). 

Weilere  Anwendungen  sind  von  Plvckeh  Svsleni  I8:(j  p.  iü 

gemacht  worden.     Verd.  S».i-«on  Plane  curves  49.      Wenn  eine 
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Linie  'Hier  Ordnung  die  Asymptoten  AB,  BC,  CA  hal,  so  sind 
von  den  Schnitlpuncten  P,  Ü,  R  je  2  unendlichfern,  foliilich 

±^  BQ_CR_  _ 
BP  CQ   ÄE  ~ 

d.  h.  die  Seilen  des  Asyniplolendreie<rks  werden  von  der  Linie 
3ler  Ordnung  in  H  ondlichfernen  Puncten  geschnitlen,  die  auf 
einer  Geraden  liegen.  Wenn  AB,  BC,  CA  mit  Asymploleu 
einer  Linie  3ler  Ordnung  parnllel  sind,  so  isl  von  den  Schnill- 
puni-lcn   /',  (i,  R  je  einer  unendliehrem,  folglich 

BQy .  BQ^  CE, . 


BP,  .  BFo   CQ,  .  CQs   AR,  .AR^ 

d.  h.  P, ,  Pj  1  ^ ;  ^2 1  -^n  ^2  ''<^S^n  "uf  einem  Kegelschnitt, 
Und  wenn  die  Pnrallelcn  der  Asymptoten  von  der  Linie  inP,  <i,  E 
iierühn.  werden,    so  isl 

AP  BQ  CR  _     r 
BF  CQ  AR  ~~^ 

d.  h.  die  Gontncle  P,  Q,  R  liegen  entweder  auf  einer  Geraden, 
oder  so,  dass  die  Geraden  CP,  AQ,  BJl  einen  Punct  gemein 
haben.  Die  erste  Möglichkeit  wnr  von  Plvckhh  in  Abrede  ge- 
slelU  worden, 

Ueberhaupt  werden  AB,  BC,  CA  von  einer  Linie  31er 
Ordnung  in  P,  <i,  R  herUbrt  und  in  P',  a',  /^' so  gcsdinit- 
ten,  dass 

APi.AP'  pq^.BQ'    CR-'i  .  CK'  _ 

RPH. BP'  'C<}KCQ'  ÄR^.AE' 

Wenn  nun  entweder  P,  ti,  R  auf  einer  Geviulen  liegen,  oder 
CP,  AQ,  BE  einen  Punct  gemein  haben,  so  liegen  P',  a',  R' 
auf  einer  Geraden  (§.  38,  3). 

Wenn  die  Seiten  des  Dreiecks  ABC  von  /  =  ü  in  den 
l'uncteiL  P,    Ü,   R  »ipuiiclig  IterlSln'l  n  erden,  so  ist 


AP  BQ  CR 
~BP  CQ  All 


V' 


Bei  renken  Gont;iclen  nnil    liei    unger.idem  n  isl  diis  l'i 
d.  Ii.  die  Conliiele  P,  Ü,  R  liegen  aul'  einer  Geriideii, 
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348  Cap.  VTI.    nie  Lüiien  nter  Ordnimg, 

Puncte  mil  oscul  Iren  den  Tangenlen  einer  [.inie  3ler  Ordnung 
[§.  38,  3).  Bei  n  =  2  können  die  3  Puncte  P,  Q>,  R  nicht 
iiuf  einer  Geraden  liegen,  also  ist  das  Produel  nicht  1,  sondern 
—  1  (§.  35,  12)  d.  h.  die  Dreiecke  FQR  und  CAB  sind  per- 
speetivisch.  Bei  geradem  n  über  S  ist  das  ProducI  entweder 
1  oder  — 1. 

Wenn  von  einer  Linie  iter  Ordnung  die  Seite  AB  in  den 
Puncten  P,  P',  die  Seite  BC  in  <X,  Q.',  die  Seite  OA  in  R,  R' 
berührt  wird,  so  ist 

ÄP.AP'  BQ.BQ'  CR  .  CR'   _      r 
BP.BP'  CQ:cQ'   ab. AR'  ^ 

d.  h.  der  Kegelschnitt  PP'ilQ.'R  enlhilll  entweder  den  Puuci 
R'  oder  den  Puncl  R'\  der  so  üegl,  dass  CA  in  ä' und  R" 
harmonisch  getheilt  wird. 

4,  Wenn  a;,  y,  t  die  homogenen  Goordinalen  des  Puncles 
Q,  und  x^,  Joi  'o  'l'ß  *^^^  Puncles  P  sind,  so  sind  a?-*- >.«■(,, 
y-^Ky^,  (-»-ä/q  die  Coordinateu  des  Puncles  R,  in  weichem 
die  Strecke  Q,P  nach  dem  Verhaltniss  —U^:t  gelheill  wird 
(§.  ao,  5).  Der  Puncl  R  ist  ein  gemeinschaftlicher  Punct  der 
Geraden  PQ>  und  einer  gegebenen  Linie  nter  Ordnung,  wenn 
f[R],  eine  gegebene  terniire  Porm  i*ten  Grades,  in  li  null  isi, 
d.  h.  unter  der  Bedingung 

Miui  kann  f{R)   in  eine  l'olenzreihe  von  Ä  enlwicliehi,  und 


pa- 

^^''        l."2 

--(,.-T)T 

f.        -t- 

»!^ 

ich  dem 

Taylnrschen  Saln 

=  f(Q) 

=  n:c,y,t) 

<"^t:' 

=  a-: 

a        1 

','■)'' 

>,  ?/.  0 

•*'^'-*\'; 

.=(^.....)"'^'' 

,  y,  0 

.V.     Die 

l'.ireiUhose  niil 

t  den  lixiinn 

enlen    1; 

,  i,  .. 

bedeutet 
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g.  43,    Dio  Unit  iinil  ilio  Gi'nuluii  eines  Punktes.  ;}it| 

die  Summe  der  Operationen,  welche  an  der  Form  /  ausgeführl 
werden  sollen.  Es  werden  demnach  p, ,  p^,  ..  aus  den  Diffe- 
rentialen df,  d'^f,  ..  abgeleitet,  indem  man  dx,  dy,  dt  durch 
die  homogenen  Coordinalen  des  Punctes  P  ersetzt,  also  die 
Fluxionen  der  /  mit  diesen  Coordinalen  componirt;  sie  sind 
Formen  des  Punctes  Cl{x^y\t)  der  Grade  n  — 1,  «  —  3,.., 
und  Kugleieh  Formen  des  Puncles  F[x^  yol'o)  ^^'•'  tirade  1,2,... 

5.    Elienso  kann  man 

ifti')  -  f{j*'..  J-+».,  r  +  '.) 

in  eine  PoleuKreilic  von  1  :   A. 


entwickeln,  wo  g^  =  f(P)  ^  /[x^,  y^,  t^),   und 

u.  s.  \\.  Hier  sind  5,,  g^,  . .  Formen  des  Punctes  P  der  Grade 
II  —  I ,  n  —  2,  .  .,  und  Kiigleich  Formen  des  Pnuelos  Q,  der 
Grade    1,  2,  ...     Also  ist  auch 

f{ß)  =  ä,A"  +  31^'-'  +  ^i""'  +  ■  - 

Die  Vergleichuuii  Jteider  Entwickelungen  ijiebt 

zur  leichteren  Boreehnunt;  von  /'„—m  '*'''  '^^"  ^''"  '^''^^ 
Ti  -  M  >  m. 

Die  Gleichung  f[R]  =  Ü  ist  wten  Grades  fUr  K.  Ihre  Wur- 
zeln A| ,  ^2 ,  . .  bestimmen  ebensoviel  eoujugirte  Puncte  R^, 
Äj  I  •  - 1  '1  welchen  die  Strecke  Q,P  von  der  Linie  /  =  0  nach 
den  Verhältnissen  — ).^t^  :  t,  — 1,1),  :  t,  ..  gelheilt  wird  [4}. 
Wenn    nun   (m  =  0,  1 ,  .  . ,  w  —  1)    die    Summe    der   Producte 
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(    unter    den   Sehnilt-Vorhiiltnissen    Qlt,   : 
,  durch  [QR  :  -PÄ)n— «i  bezeichnet  wird, 


{%}.-.. '  (-'").-  -  OT 


e.  IJio  (Jeraduu  des  i'uiictes  P  schneiden  die  Linie  /  =  0 
in  je  n  conjngirlen  Punelen  Äj,  Ä^,  ...  Auf  jeder  Geraden 
wird  entsprechend  den  Puncten  R  der  Punct  a  durch  die  Glei- 
chung [QR  ■■  PR)n—m  =  0  bestimmt  als  ihr  hannonisclies 
CenUum  [n  —  m)ten  Grades  für  den  PuncI  P  {§.  8):  dann  liegt 
a  auf  der  Linie  («  -  m)len  Grades  p„  =  0  (5),  welche  die 
mte  Polare  der  gegebenen  Linie  /  =  0  für  den  Pnncl 
P  genannt  wird.  In  Betracht  kommen  n  —  1  sueeessive  Po- 
laren einer  Linie  nler  Ordnung  für  einen  gegebenen  PuncI. 

Die  eme  Polare  der  Linie  /  =  0  für  don  l'uuct  P  ist  die 
Linie    (7i  —  Ijtcr  Ordnung 

Die  /weite  Polare 

(,',.„*..)'««^,,.)  =  » 

ist  eine  Linie  («  — 3)ler  Ordining,   und  zugleich  die  ersle  Pi>- 
lare  der  ereten  Polare  der  /=  0  ftlr  denselben  PuTict  P.   U.  s.  \\ . 
Die   (n  — 2)le  Polare  (die  vorletKle) 


(»i--r'«--"- 


ist  ein  Kegelschnitt    (Polar-Kegelschnill, 
(„  _  i)ie  Polare  (die  letzte) 


(^- -■)""«- 


ist  eine  Gerade  (Polar- Ger  ade,  gerade  Polare). 

B^i  „  =  2  gieijt  es  nur  eine  Polare  des  Kegelschnittes  fttr 
den  Punct  P,  die  erste  ist  zugleich  die  lotzte,  die  Polare  des 
Puucles  P  an   dem   Kegelschnitt    (§.  :!il.      Bei    «  =  11    giehl   Os 
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2  i'oliiren  der  Linie  3ler  Ordmint^  für  den  Puiiel  P,  die  ersle 
ist  die  vorletzte ,  ein  KeRelsehnitt ,  und  die  zweite  Poliire  ist 
die  lelKte,  eine  Gerade.     U-.  s.  w. 

7.  Wenn  a  auf  der  (n  —  1)lei),  [n  —  2)leii,  .  .  l'olare  der 
/  =  Ü  für  den  Punct  P  liegt,  so  liegt  P  auf  der  Iten,  äten, . . 
l'olare  der  /  ^^  0  für  den  l'unct  (.i.  In  der  Tliat  congruiren 
die  Gleichungen 

mi-." (?§)..-"«■-> 

sowie  die  Gleichungen 

2>,„   ^  0     und     3„_„i  ^   II     (5) 
Didier  findet  man  nuch  nis  Ictzle  l'olare  die  Linie  Her  Ordnung 

als  vorletzte  Polare  die  Linie  2ler  Ordnuii};  ■ 


[^^^^+.)'f{^o:y„.h)  =   «. 


Wenn  (l,  Q'  auf  der  letzteu  Polare  der  /  =  0  für  den 
l'iini-l  P  liegen,  so  liegt  P  auf  den  ersten  Polaren  der  /  =  0 
für  die  Puncte  Q,  Q,'.  Aber  der  Punct  P  ist  diirch  die  Puncle 
Q,  G'  d.  h.  durch  die  Gerade  ÖQ'  nicht  eindeutig  sondern 
(m  —  Ij^dentig  besliinniL,  in  Belrachl,  dass  die  beiden  erslen 
Polaren  Linien  (n  —  Ijler  Ordnung  sind. 

8.  Wenn  der  Puuot  F  nicht  auf  der  Linie/  =  0  liegt, 
und  wenu  auf  einer  Geraden  des  P  die  Puncle  P  nicht  alle 
gesondert  liegen,  sondern  P^  ""*'  ^i  vereint  ist,  so  ist  (Ö-K  :  P^ln 
durch  (QBi :  PBi)^  Iheilbar,  und  alle  Glieder  von  (QÄ  :  -PÄ)»—] 
sind  durch  QÄ,  :  PP^  theilbar.  Also  wird  der  Gleichung 
{QE  :  -PÄ)„_i  =0  für  U  durch  Q.R,  =  0  genügt;  d.  h. 
der  Punct  Ä,  der  Linie /=  0,  in  welchem  diese  Linie 
von  einer  Geraden  des  Puncles  P  berührt  wird,  oder 
welcher  kein  einfacher  Puncl  der  /  =  0  ist,  liegt  auf 
der    erslen  Polare    der  /=  0  für  den  Punct  P.      Ebenso 
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lie^l  der  Piiiicl,  in  wekiium  die  erste  Polare  \on  einer  Genideii 
des  P  berUhrl  wird,  oder  der  kein  einfacher  Punct  dieser  Po- 
lare ist,   auf  der  Kweilen  Polare  der  /  =  0  für  den  Puncl  F. 

Und  wenn  auf  der  Geraden  3  Puncie  B  in  Ä,  verein!  sind, 
so  sind  auf  derselben  2  Puncie  Q,  in  i?,  vereint,  d.  h.  wenn 
/  =  0  von  einer  Geraden  des  P  3punclig  berührt  wird,  so 
wird  die  erste  Polare  der  /  ^  0  von  derselben  Goraden  in 
demselben  Punct  2punelig  berührt.    U.  s.  w, 

9.  Die  Puncie  li  der  Geraden  FCl  sind  aber  nur  dann 
nicht  alle  gesondert  und  die  Wurzeln  A, ,  ?.^,  ..  nicht  alle  von 
einander  vei-schieden,  wenn  eine  beslimmte Form  L  der  pg,  p,,  ■■ 
null  ist,  niimlieh  die  Discriininanle  derjenigen  Function  von  A, 
welche  durch  /[B]  bezeichnet  wurde  (4).  Die  Gleichung  i  =  0 
bestimmt  also  bei  gegebenem  F  den  Punct  Q  dergestalt,  dass 
auf  der  Geraden  PQ  n  Puncie  der  ,/' =  0  liegen,  die  nicht 
alle  gesondert  sind-,  dass  also  die  Gerade  PQ.  von  der  Linie 
/  =  0  berührt  wird,  oder  einen  mehrfachen  Punct  der ./'  =  0 
enthält.  Hiernach  besteht  die  Linie  /^  =  0  aus  den  Geraden 
des  Punctes  P,  welche  Contacle  oder  mehrfache  Puncie  der' 
Linie  /  =  0  enthalten.  Man  schliessl  hieraus,  dass  die  Discri- 
minante  L  eine  binare  Form  der  Differenzen  x  —  x^,  y  —  y^ 
ist.     Vcrgl.  §.  U,  2  und  3. 

10.  1.  Wenn  Q,  ein  harmonisches  Ceulrum  (n^i^ijteu 
Grades  der  Pnnete  /?,,  ...  /P„  für  den  l'unct  R^  ist,  ho  hat 
man  {§.  8,  3) 


^MH-L.-.-« 


d.  h.  die  mic  Polare  der  Linie  /  =  0  für  einen  einfachen  Punct 
R^  der  /=  0  enthalt  den  Punct  ü,,  und  schneidet  jede  Ge- 
rade des  B^ ,  die  mit  /  =  0  die  Puncie  B,,  ..,  Ä„  gemein 
hat,  in  einem  harmonischen  Centrum  (m  —  m  —  l)ten  Grades 
der  Puncte  B^,  .-,  ß^  für  den  Puncl  B^.  Z.  B.  die  erste  Po- 
lare einer  Linie  3ter  Ordnung  für  einen  einfachen  Puncl  der- 
selben eiUhäll    den   Punct  B^,   und  schneidel  jede  Gerade  des 
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g.  43,    Die  Linie  und  die  Geraden  eines  l'nni^tes.  3.^3 

i?,,  die  mit  der  Linie  die  Punele  Äj,  M^,  A3  geineiii  hat,  in 
Q,  dem  harmonischen  Cenlrum  ersten  Grades  der  E.^,  A3  für 
Tu,,  so  dass  (QR^R^R^)  =  —  1. 

Auf  der  Geraden  des  J?,,  von  welcher  /  =  0  beriüirl 
wird,  ist  Äj  '"i'  -^i  vereint,  also  hat  man 

«'KS -).-..-.  =  « 

d.  h.  die  m  Lc  Polare  der  /  =  0  für  Ä,  enthält  2  Punele  R, ,  und 
hat  daselbst  mit  /  =  0  einen  2puiictigen  Contacl.  Die  letzte 
Polare  der  /  =  0  (ür  den  einfachen  Punct  R,  der  /  =  0  ist 
die  Gerade,  von  der  dio  Linie  /  =  0  in  if,  berührt  wird ;  eine 
Asymptote  der/^0,  wenn  R,  ein  unendlichferner  Pnnct  der 
Linie  ist. 

II.  Wenn  der  Punct  P  auf  der  Linie  /  =  0  liegt,  und 
ein  einfacher  Punct  derselben  mit  einer  tpuncti^en  Tangente 
ist,  so  ist  er  auch  ein  einfacher  Punct  mit  derselben  fcpunctigen 
Tangente  auf  den  Polaren  der  /  =  0  für  den  Punct  P.  Die 
Linie  und  ihre  Polaren  haben  dann  in  P  einen  fepunctigen  oder 
mehrpunctigen  Contaet,  die  letzte  Polare  ist  die  gemeinschaft- 
liche Tangente.  Man  beweist  dies  wie  oben,  oder  nachdem  die 
Fundamentallinien  so  gelegt  worden,  dass  P  die  Coordinaten 
0,  0,  '0,  und  die  Linie  nler  Ordnung  in  P  die  fepunctige  Tan- 
gente 3^  =  0  hat.  Wenn  nun  qp  eine  Form  (?i  —  t]ten  Grades 
der  ic,  j,  (,  und  f=  yt"^^ -t-^<p,  so  enthält  die  Linic/=0 
dun  Punct  l)'0|(o  mit  der  tpunctigen  Tangente  j/  =  0.  Die 
erste  Polare  der  /  '=  0  für  diesen  Punct  ist 


^f  - 


eine  Linie  [n — 4)ter  Ordnung,  welche  den  Funcl  (l:Oi(„  mit 
der  fcpunctigen  Tangenle  j/  ^  0  enthält,  ü.  s.  w.  Die 
[n  —  i:-i-1)le  Polare  j/t^^^  "^  0  und  jede  folgende  Polare 
enthält  die  Gerade  ?/  =  Ü. 

111.    Wenn  der  Punct  1'  ein  itfacher  Punct  der  /  =  0  isl. 
so  ist   er  auch  ein  tlächer  Punct   mit   densellien  Tangenten  auf 
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den  successiven  Polaren   der  /  ^=  0    filf   den  Punct  P.     Denn 
man  hat  in  diesem  Fall 


u.  s.  w.  Die  [n  —  fcjte  Polare  der  /  =  0  für  den  Punct  P  ist 
«j.  =  0,  die  folgenden  Polaren  exisliren  nicht:  die  (n —  fe)le 
Polare  ist  die  letzte,  und  besieht  aus  den  Tangenten,  wülthc 
die  Linie  /  ^  0  in  dem  Punct  F  hat. 

11.  Wenn  die  Linie  /  ^  0  singular  ist,  und  ihre  Polaren 
für  einen  beliebigen  Punct  P  formirt  werden,  so  geht  die  erste 
Polare  durch  die  mehrfachen  Puncte  der  singulären  Linie  (8) . 

I.  Es  sei  A  ein  Sfacher  Punct  der  /  =  0  mit  den  Tan- 
genten AB,  AC,  so  ist  A  ein  Ifaeher  Puncl  der  ersten  Polare 

mit  der  Tangente  AD  von  solcher  Lage,  dass  AD,  AP  mit  AB, 
.dC  in  Harmonie  sind.     Wenn 

f  =  li^i""*  +  «3*""^  +  ,  . 
"2   =  i/Ä  =   {ax  +  'bij){a3:-¥h'y) 

SO  hal  /  =  0  den  Punct  4(0|0U)  mit  den  Tangenten  'jh  =  0. 
Die  erste  Polare  der  /  ^  0  fttr  den  Puncl  -/'(a^olsol'u)  '^^ 

[(3a'+Äa)3T(,  +  {gV ■\-hh)y„'\t''-'^  +  .  .  =  o 

und  hat  denselben  Puncl  A  mit  der  Tangente 

(a'«u  +  6Vo)i7  +  («3:(,  +  &i/o};i  =  ü 

wahrend  die  Gerade  {a'xf^-^h'y^](j —  [«a;„  +  6!/g)/i  =  0  die 
Puncte  A,  P  enthält.  Mit  den  Geraden  ?  =  0,  /,  =  !),  sind 
aber  die  Geraden 

in  Harmonie  [§.  Sil,  8). 

Wenn  die  Tangente  j4C  auf  die  Tangente  AB  fällt,  so  fallt 
die  Tangente  AD  der  ersten  Polare  auf  die  Tangente  AB  der 
Spitze  A. 
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II,  Ein  frfacher  Puncl.  A  der  /^  0  ist  ein  {h  —  1}facher 
Punct  der  ersten  Polare,  ein  (fc  —  2)faeher  Punet  der  zweiten 
Polare,  u.  s.  w.    Wenn 


5» 


f=. 


d.  h.  die  Linie  /=  0  enlhäll  den  Pnnct  A  mit  den  k  Tangenten 
w^  =;  0 ,  die  erste  Polare  derselben  enthalt  den  Puncl  A  mit 
den  i- —  1  Tangenten  f^—j  =  0,  die  zweite  Polare  enthält  den 
Pum't  A  mit  fc  —  2  Tangenten,  u.  s.  \v. 

Wenn  nun  unter  den  k  Tangenten,  welche  die  Linie  /=  0 
in  dem  Puncto  hat,  a  auf  die  Gerade  ^ß  fallen,  so  fallen  unter  den 
it —  I  Tangenten,  welche  die  erste  Polare  in  A  hat,  a —  1  auf  die- 
selbe Gerade  AB.  Denn  es  sei  uj^  ^  g"i,  so  ist  (j-^u  +  j^!'M"fe 
iheilbar  durch  !/^~^,  u.  s.  w, 

13.  Die  Linie  wter  Ordnung  /  ^  0  und  ihre  erste  Polare 
für  den  Punct  F  haben  als  Linien  nter  und  («  —  1)ler  Ordnung 
n[n  —  1)  Pnncte  ü  gemein,  welche  entweder  Contaele  der/=0 
mit  Geraden  des  Punctes  P,  oder  mehrfache  Puncte  der  /=  0 
sind  (8).  Wenn  die  Linie  /  ^  0  mehrfache  Punete  nicht  hat, 
so  hat  sie  n(?t  —  1)  Tangenten,  welche  den  Punct  P  enthalten: 
die  Tangenten  einer  ordinären  Linie  nter  Ordnung 
bilden  eine  Serie  n(n  — 1)ter  Classe  {§.  28,  2],  die  ordi- 
näre Linie  nter  Ordnung  ist  n{n  —  1)ler  Classe.  Eine  ordinäre 
Linie  3ter  Ordnung  ist  6ter  Classe,  eine  ordinäre  Linie  4ter 
Ordnung  ist  12ter  Classe,  u.  s.  w. 

Wenn  der  Pnnct  P  ein  l'nnct  der  Linie  /  ^  0  mit  einer 
fcpuneiigen  Tangente  ist,  so  wird  die  Linie  /^  0  von  ihrer 
ersten  Polare  für  diesen  Punet  daselbst  fcpunctig  berührt  (10.  11), 
und  hat  mit  der  ersten  Polare  n{n — 1) — t  (oder  weniger)  andere 
Punete  gemein.  Durch  einen  Piinct  einer  ordinären  Linie  3ler 
Ordnung  gehn  4  oder  3  andere  Tangenten  der  Linie,  je  nach- 
dem die  Tangente  des  Punctes  eine  2punctige  oder  eine  oseu- 
lirende  ist. 
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13.  Wenn  A  ein  Srfachei'  Punct  der  singulären  Linie  /  =  0 
ist,  so  ist  er  auf  dt;r  für  einen  lieliebigen  Punet  P  formirten 
ersten  Polare  der  /  =  0  ein  {k  —  1)facher  Punct  (t1.  Ill),  tind 
enthält  eine  Mehrzahl  gern  ein  sehn  ftl  icher  Puncte  der  Linie  und 
ihrer  ersten  Polare  der  Art,  dass  die  Gernden  PA  iiiehl  zu  den 
Tangenten  der/=0  gehören.  Eine  singulare  Linie  wlcr  Ord- 
nung ist  desshalb  niederer  Classe  als  eine  ordinäre  Linie  der- 
selben Ordnung, 

Wenn  die  Linie /=  0  in  Ä  fc  Tangenten  hat,  so  hat  ihre  ursle 
Polore  dtiselbsl  k — 1  Tangenten;  also  sind  k{k —  1)  genieinschafl- 
licho  Punele  der  beiden  Linien  in  A  vereint.  Wenn  die  Linie 
ebendaselbst  «  Tangenlen  ^B  hui,  so  hal  die  erste  Polare  « — 1 
Tangenten  AB;  also  sind  mit  den  bereits  gezählten  noeh  a  —  1 
gemeinschaft liehe  Puncte  der  beiden  Linien  in  A  vereint  (§.  40, 
8ff.),  mehr  bei  oseulirenden  Zweigen,  ü.  s.  w.  Folglich  *vpr- 
mindert  der  vorausgesetzte  Punct  A  der  singnlören  Linie  /  =  0 
ihre  Classe  um  mindestens  k{k  —  i]  -t-  a  —  1.  Ein  Doppei- 
punct  vermindert  die  Classe  um  mindestens  2,  eine 
Spitze  vermindert  die  Classe  um  mindestens  3.  Eine 
Linie  3ler  Ordnung  mit  einem  Doppelpunct  ist  iter  Classe,  eine 
Linie  3ter  Ordnung  mit  einer  Spitze  ist  3ler  Classe. 

14.  Wenn  der  Punct  P[cc^  y„  (J  auC  der  Linie, />=  0  iiegl, 
so  ist  die  Tangente  der  Linie  in  P  die  lelzlc  Polare  der  Linie 
für  den  Punct  P  [10. 1) 


Gi^-^ö-^^-"  öl)^(""- 


wo  «0,  Vq,  miq  die  Werllte  der  ersten  Fiuxiouen  von  /  nach  x,  y,  t 
im  Punct  P  sind.    Zugleich  hat  man  Uf,x^  -i-  v^y^  +»„(„  =  0. 
Demnach  ist  die  Gerade  Ax-^  By  +  Ct  =  0  die  Tangente 
der  /  ^  0  in  F,  wenn 


gegebene  Formen  des  Punctes  P  sind.  Aus  diesem  System 
resullirl  eine  homogene  Gleichung  für  Ä,  B,  C,  d.  h.  für  die 
Serie  der  Geraden,   \\olchc  die  Linie  /' -=  0   berühren. 


yGoosle 


g.  43.     Die  Linie  und  die  Geraden   einüs  Punctes.  3Ö7 

Diese  Serie  enthalt  auch  die  Geraden  der  Puncle,  welche  luehr- 
taelie  i*uncle  der  /=  0  sind.  Nach  Absonderuog  der  Gleichun- 
gen solcher  Puncle  bleibt  eine  Gleichung  niedern  Grades:  der 
Grad  dieser  Gleichung  ist  die  Classe  der  Linie  /  ^  0. 

Dieselbe  Gleichunt,  \Mid  bei  i=  1  unmittelbar  dadurch  er- 
hilten  diss  mm  die  I  ime  /  =  0  luil  dei  Geiiden  oa:  +  fiy  -»-  4 
=  0  duichschneidt-t  und  der  Gleichung  A  =  0  für  die  Ab- 
sussen  j  der  jjemeinsLh iHlichen  Puncte  die  Bedingung  zusetzt, 
dass  diese  Abscl(^sell  nioht  die  von  tinindei  verschieden  sein 
sollen  Dann  hil  man  ein  S\siem  v  in  2  Gleichungen  lür  x, 
ms  weichen  eine  Gleichung  Ifli  a    b  lesultiil 

15.  Die  letzte  (und  erste)  Polare  eines  Kegelschnittes  für 
einen  unendlich  fernen  und  für  einen  endliehfernen  Puncl  P 
kommt  bei  den  Griechen  vor,  jene  als  Diameter  des  Kegel- 
schnittes, der  den  parallelen  Geraden,  welche  den  Punct  P  ent- 
halten, conjugirt  ist  (§.  20,  9.  §.  34, 11.  Akchimedes  über  Conoide 
und  Spharoide  pr.  4.  Ahollosius  Gonicu  1,  def.  16);  diese  als 
Chorde  der  Puncte  des  Kegelschnittes,  deren  Tangenlen  den  Punet 
P  enthalten.    Conica  III,  37. 

Die  letzte  Polare  einer  Linie  nter  Ordnung  für  einen  unend- 
lichfernen Puncl  P,  welcher  nicht  auf  der  Linie  liegt,  erseheint 
zuerst  bei  Newton  Enuin.  11,  1  als  der  Diameter  der  Linie 
nter  Ordnung,  welcher  den  parallelen  Geraden  des  P  eonjugirl 
ist.  Dieser  Diameter  schneidet  nHmlieh  jede  Gerade  des  P,  welche 
mit  der  Linie  die  endliehfernen  Puncte  R,,  ü.^,  . .  gemein  hat, 
in  ihrer  Mitte  ;Schw'erpuucl}  Q,  so,  dass  ÜÄ,  +  QU-,  +  ■  ■  =  0 
(§.  8).  Wenn  P  ein  unendlichferner  Punct  der  Linie  ist,  ko  isl 
die  letzte  Polare  die  gerade  Asymptote  der  Linie,  welche  den 
Punct  P  enthält,  und  mit  den  Geraden  des  P  parallel. 

Nkwton  hat  seinem  Satz  folgenden  Zusatz  gegeben  Enum.  II,  2. 
Die  Linie  nter  Ordnung  sei  der  Art,  dass  sie  \'on  der  unendlich- 
fernen Geraden  in  n  gesonderten  Punclen  geschnitten  wird,  dass 
sie  also  n  gerade  Asymptoten  verschiedener  Richtungen  hat: 
wenn  von  einer  Geraden  die  Linie  in  n  endlichfernen  Puncten 
Äpifj, . . ,  und  die  Asymptoten  in  S,,  5^,  . .  geschnitten  werden, 
so  isl  Jfi  S,  -I-  if^Sj  -I-  .  .  ==  0.     Es  sei  f  =  u„  +  «„_ii  + 
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"„^2*^  +  ■  ■>  und  ü^  habe  n  verschiedene  lineare  Divisoren: 
dann  hat  die  Linie /=0  in  n  verschiedenen  Richtungen  eben- 
soviel Asymptoten,  und  die  Linie  nter  Ordnung,  welche  aus  den 
Asymptoten  besteht,  hat  die  Gleichung  k  ^  0,  wo  h  =  u^  ■+■ 
"»_];'  +  fft'^,  und  3  eine  bestimmte  Form  [n  — 2)ten  Grades  der 
X,  y,  t  (§.  38,  13.  III.  Die  letzte  Polare  der  /=  0  und  die  letzte 
Polare  der  A  =  0  für  den  unendüchfemen  Punet  P[a-g|y|,'0) 
der  schneidenden  Geraden  sind  beide  nur  von  den  Gliedern 
w„  und  "„_i(  abhängig,  also  von  einander  nicht  vei'schieden. 
Daher  werden  von  der  Geraden  die  Linie  f^diaR^,!!^,.., 
die  Asymptoten  in  S^,  S^,  . . ,  und  die  letzte  Polare  in  Q  so 
geschnitten,  dass  Uifj  -t-  QÄ.,  +  . .  =  0  und  a,%  +  QS.^ 
-1-  .  .  =  0 ,  folglich  iJ,  Äj  -»-  i?2  Äj  +  .  .  =  0 ;  die  Gruppen 
Ry,  itj,  .  .  und  Ä, ,  52,  .  .  haben  denselben  Schwerpuncl. 
Insbesondere  sind  bei  der  Hyperbel  {n  =^  2)  EyR^  und  S^S-^ 
eoncenlrisch  {§.  35,  4),  wie  von  Ai>ot,lo?(ii's  Con.  II.  8  ange- 
geben wird. 

Die  letzte  Polare  einer  Linie  nler  Ordnung  für  einen  end- 
lichfernen Punet  F  ist  von  Gotes  gefunden  worden;  wenn  die 
Linie  mit  einer  Geraden  des  P  die  Puncte  R,  ,  R^,  . .  gemein 
hat,  so  liegt  das  harmonische  Centrum  Q  der  Puncte  R  für  den 
Punet  P  (§.  8,  2]  auf  einer  bestimmten  Geraden.  Maclaurin  hat 
diesen  Satz  bewiesen  und  veröffentlicht  mit  der  Anmerkung, 
dass  ihm  der  Satz  ohne  Beweis  durch  den  Herausgeber  R.  Suitii 
der  von  Cotes  nachgelassenen  Harmonia  meusurarum  bekannt 
geworden.     Tractatns  Einleitung  nnd  §§.  27,  28. 

16.  Zur  Bestimmung  der  Puncte  R,  in  welchen  eine  Linie 
nler  Ordnung  von  Geraden  eines  gegebenen  Puncles  F  bertlhrt 
wird,  hatte  Waring  1762  Mise,  analyt,  p.  100  eine  Gleichung 
Mten  Grades  gebraucht.  Diese  Gleichung  gab  n^  Punele  R;  unter 
ihnen  sind  aber  n  der  Art,  dass  PR  nicht  zu  den  Tangenten 
der  Linie  gehört,  Monge  4795  Applic.  de  l'analyse  §.3,4  hat 
zuerst  zur  ausschliesslichen  Bestimmung  der  Puncte,  in  welchen 
eine  Fläche  nter  Ordnung  von  Geraden  des  Pnnctes  P  berührt 
wird,  die  Gleichung  (n  —  1)ten  Grades  angegeben,  welche  die 
ersle  Polare  der  Flüche  für  den  Puncl  P  isl.     Auf  diesem  Wea 
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erkannte  man,  dass  es  nicht  mehr  als  n(n— 4)  Tangenten  einer 
Linie  nter  Ordnung  giebt,  welche  den  Punct  P  enthalten.  Poncelet 
4818  Gergonne  Ann.  8  p.  213.  Die  Linie  [n  —  1)ter  Ordnung, 
deren  Gleichung  die  Puncle  genügen,  in  welchen  die  Linie  nter 
Ordnung  von  Geraden  des  Puncies  P  berührt  wird,  wurde  von 
BOBiLLiER  1827  die  erste  Polare  der  Linie  für  den  Punct  P  ge- 
nannt; die  erste  Polare  der  ersten  Polare  wurde  von  ihm  als 
die  zweite  Polare  definirt,  u.  s.  w.  Die  geometrische  Definition 
der  mten  Polare  (li)  ist  im  Anschluss  an  die  Definition  der  letzten 
Polare,  welche  Cotks  zu  Grnnde  gelegt  halle,  von  Ghassmann  1842 
aufgestellt  worden.  Die  Entwickelung  von/(ü)  in  eine  Potenz- 
reihe von  l  (4) ,  aus  deren  Goeffieienten  die  successiven  Polaren 
ohne  Weiteres  erhalten  werden,  so  wie  die  Gleichung  (9)  der 
Geraden,  welche  einen  gegebenen  Punct  enthalten,  und  eine 
gegebene  Linie  berühren,  verdankt  man  Joachimsthai.  1846. 
Vergl.  §.  8. 

Wenn  die  Classe  einer  Linie  »ler  Ordnung  geringer  ist  als 
n[n^  \),  so  hat  zuerst  Pongei.kt  1828  Grelle  J.  4  p.  12—14  den 
Grund  der  Verminderung  darin  gefunden,  dass  die  Linie  einen 
mehrfachen  Punct  besitzt.  Aber  die  Verminderung  der  Classen- 
zahl  einer  Linie  nter  Ordnung  durch  einen  t:  fachen  Punct  der- 
selben ist  von  PoscELET  noch  nicht  richtig  beurtheilt,  sondern 
erst  von  Plücker  1834  bestimmt  worden.  Grelle  J.  12  p.  107. 
System  1835  p.  245  ff.  Theorie  der  algebr.  Curven  1839  p.  208. 
Vergl.  Salhon  Plane  curves  73.  Diese  Verminderung  ist  in  der 
sogenannten  »ersten  Plückerschen  Regel«  (13)  ausgesprochen. 

17.  Die  obigen  Betrachtungen  (4  If.)  behalten  ihre  Geltung, 
wenn  man  in  den  Voraussetzungen  die  Puncle  durch  Gerade,  die 
Linie  nter  Ordnung  durch  eine  Serie  von  Geraden  nler  Classe 
ersetzt.  Die  Gerade  u,  +  au^  =0  enthalt  den  gemeinschaftlichen 
Punct  der  Geraden  u,  =0,  u^  =  0,  und  Iheill  den  Winkel  der- 
selben nach  dem  Sinusverhältniss  —  ah^  :  A, ,  wo  i, ,  Aj  durch 
die  Coordinaten  der  beiden  Geraden  bestimmt  sind  [§.  99,  8). 
Daher  enthält  die  Gerade  R{x  +  Xx^'y-^  ly^' 1  + U^]  den  ge- 
meinschaftlichen Punct  der  beiden  Geraden  Qt{x\y\t)  und 
P[xf^\y^  'o),   "»d  theilt  den  Winkel   UP  nach   dem  Sinusver- 
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hültniss  — Äy,  wo  y  von  den  CoordiDat«ii  der  beiden  Geraden, 
aber  nicht  von  X  abhängt.  Die  Gerade  R  gehört  nun  zu  der 
Serie  von  Geraden  jiter  Ciasse  /  =  0  unter  der  Bedingung 
f{R)  =  0,  u.  s.  w.,  so  dass 

(•  singa  ^        _    „_^  p,„    p„ 

Die  Punete  der  Geraden  F  enthalten  je  n  conjugirte  Gerade 
-H^,  . .,  R„  der  Serie /^  0.  Zu  den  Geraden  eines  Punctes  der 
P  wird  die  Gerade  Q,  hinKUgefügt  entsprechend  der  Gleichung 
(sinÜÄ  :  sinPü)„__^  =  0,  durch  welche  die  Gerade  a  als 
Harinonicale  (m— mjten  Grades  der  Geraden  Ä,,  .  .,  Ä„  für  die 
Gerade  P  definirt  wird :  dann  gehört  die  Gerade  Q  zu  der  Serie 
(h— m)ter  Classep^  =  0,  welche  die  mte  Polare  der  Serie  /=  0 
für  die  Gerade  P  genannt  wird.  \f.  s.  w.  Vergl.  §.  34,  4.  II  und 
§.  38,  15,  sowie  die  hierzu  gehörenden  Bemerkungen,  welche 
Grassmass  Grelle  .1.  2o  p.  57  auf  andre  Grundlagen  gestellt  hat. 
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Geometrie  des  Eanmes  von  drei  Dimertsiunen. 

§.  44.    Coordinaten  eines  Punctes  im  Raum. 

1.  Durch  3  Gerade  x,  y,  z,  die  einen  gemeinschaftlichen 
iNulIpuncl  O  nnd  gegebene  posilive  Richtungen  haben,  aber 
nicht  auf  einei-' Ebene  liegen,  werden  3  Ebenen  yz,  sx,  wy  be- 
stimmt, welche  den  Punct  O,  aber  nicht,  eine  Gerade  gemein 
haben,  und  den  Raum  in  8  Ecken  (Trieder)  theilen.  Ein  Punct 
P  des  Raumes  wird  auf  die  Geraden  x,  y,  z  nach  Q.,  B,  S 
projiein  durch  Ebenen,  die  mit  den  Ebenen  des  Trieders  yz, 
zx.  xy  parallel  sind,  und  mit  denselben  ein  Parallelepiped  bil- 
den, von  welchem  O  und  P  Gegenpuncte  sind.  Die  Abscissen 
der  Projectionen  Q,  R,  S,  die  Strecken  OQ  =  x,  OR  =  y, 
OS  ^  z  sind  Coordinaten  des  Punctes  P(x\y\z),  durch 
welche  derselbe  in  Bezug  auf  das  gegebene  Trieder  xyz  ein- 
deutig bestimmt  wird. 

Wenn  P  durch  die  Parallele  der  z  auf  die  Ebene  xy  nach 
P'  projicirt  wird,  so  sind  OQ  =  x,  Q.P'  =  OR  =  y  die 
Coordinaten  der  Projection  P',  und  OQ.  =  x,  Qp'  =  y 
P'P  =^  08  ^  z  die  Coordinaten  des  Punctes  P.  Je  nach  den 
Zeichen  seiner  Coordinaten  liegt  der  Punct  x\y\z  in  einer  der 
8  Ecken.  Bei  gegebenem  x  hegt  der  Punct  auf  einer  Ebene, 
die  mit  der  Ebene  yz  parallel  ist,  u.  s.  w. 

3.  Allen  x,  y,  z  eulsprechen  alle  Puncte  des  Raumes:  es 
giebt  eine  Tripelserie  von  Punclen  des  Raumes  (§.  19,  1). 
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Wenn  u,  v,  ai  gegebene  Functionen  des  Pimeles  x  ^Is  (der 
Variablen  x,  y,  z)  sind,  wenn  x,  y,  2  durch  die  Gleichung  «  ^  0 
verbunden ,  also  zwei  derselben  frei  sind ,  so  giebt  es  eine 
Doppelserie  von  Puncten,  welche  der  Gleichung  genügen:  die 
Puncte  einer  Flache,  deren  Gleichung  m  =  0  ist. 

Wenn  x,  y,  z  durch  das  System  («  =  0,  t-  =  0)  verbun- 
den, und  nur  eine  derselben  frei  ist,  so  giebt  es  eine  Serie  von 
Puncten,  welche  dem  System  genügen ;  die  Punele  einer  Linie, 
deren  Gleichungen  w  =  O,,»-  =  0  sind.  Die  Linie  (jt  =  0, 
v  =  0)  enthalt  die  gemeinschaftlichen  Puncte  der  beiden  Flachen 
u  =  0  und  11  =  0,  und  liegt  auf  der  Fläche  m-»-Ai>  =  0  bei 
allen  l.  Dass  ein  Puncl  auf  einer  Flache  liegt,  wird  durch 
eine  Gleichung  ausgedrückt;  dass  er  auf  einer  Linie  liegt,  wird 
durch  2  Gleichungen  ausgedrückt. 

3.  Wenn  a^,  y,  z  von  \  oder  2  freien  Variablen  p,  q 
(Parametern,  unbestimmten  Constanlen)  abhängen,  so  liegt  der 
Puncl  x\y\z  auf  einer  Linie  oder  auf  einer  Flache.  Gauss  Dis- 
quisitiones  generales  1827  und  .Möbius  baryc.  Calcul.  Jedem  f 
entspricht  ein  Punct  der  Linie,  eine  Linie  der  Fläche.  Wenn 
insbesondere  x  :  y  :  z  :  \  sich  verhallen  wie  ganze  Functionen 
von  1  oder  2  Parametern,  so  liegt  der  Punct  x\y\z  auf  einer 
barycentrischen  Linie  oder  Fläche  (§.  42).  Aber  nicht  bei 
jeder  Linie  oder  Fläche  können  die  Coordinaten  eines  Puuctes 
durch  1   oder  2  Parameter  rational  ausgedrückt  werden. 

4.  Wenn  x,  y,  z  durch  das  System  (u  =  0,  v  ^  0, 
^  ^  0)  verbunden  sind,  und  keine  derselben  frei  ist,  so  giebt 
es  einen  durch  das  System  ein-  oder  mehrdeutig  bestimmten 
Punct,  eine  Gruppe  von  Puncten,  ein  Polygon.  Der  Punct  [u  =  0, 
„  ^  0^  ^  =  0)  ist  ein  gemeinschaftlicher  Punct  der  Flächen 
u.=  0  !f  =  0,  w!  =  0,  ein  gemeinschaftlicher  Punct  der  Linie 
(«  =  0,  ü  =  0)  und  der  Fläche  w  =■  0,  ein  gemeinschaftlicher 
der  beiden  Linien  («  =  0,  v  =  0)  und  («  =  0,  tc  =  0). 

Eine  Linie  und  eine  Fläche,  oder  3  Flächen  haben  einen 
gemeinschaftlichen  Punct  oder  eine  Gruppe  vou  gemeinscha fl- 
uchen Puncten,  entsprechend  den  Lösungen  des  Systems  der 
3  Gleichungen.    Wenn  es  sich  ereignet,   dass  die  3  Gleichungen 
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u  =  0,   ,7=0,   ju  ^  0    nicht  unabhängig  von  einander  sind, 
sondern  bei  nllen  a^,  y,  z 

i.u  +  fiv  +  nv  =  I) 
gefunden  wird,  so  ist  die  Flüche   Xu  +  ftv  =^  0  congruenl  mit 
der  Flache  —  vio  ^  Q  :  die  Linie  [u  ^=  ü,  v  ^  0),  wcluhc  der 
Fläche  A«  +  f(ij  =  0  angehört,  liegt  auf  der  Fläche  — vto^=0, 
die  3  Flüchen  haben  eine  gemeinschaftliche  Linie. 

5.  Zwei  Linien  haben  nicht  unbedingt  einen  geuxpin schuf l- 
lichen  l'unct.  Die  3  Coordinalen  des  gemeinschaftlichen  Punctes 
sind  durch  4  Gleichungen  bestimmt,  und  der  gemeinschaftliche 
Punct  existirt  nur,  wenn  das  System  nicht  unmöglich  ist,  d.  h. 
wenn  eine  Lösung  des  Systems  von  3  jener  Gleichungen  der 
4ten  Gleichung  genügt,  wenn  also  die  Coefficienlen  der  Glei- 
chungen selbst  durch  eine  bestimmte  Gleichung  verbunden  sind. 

Die  Linien,  welche  zwei  Flächen  mit  einer  dritten  Flache 
gemein  haben,  haben  einen  Puncl  gemein.  Z.  B.  zwei  Linien 
einer  Ebene,  zwei  Kreise  einer  Kugel  haben  einen  Punct  (eine 
Gruppe  von  Puncten}  gemein. 


§.  45.   Coordinafen  einer  Strecke. 

1.  Eine  Strecke  wird  auf  eine  Gerade  projicirt  durch  par- 
allele Ebenen,  welche  die  Endpuncte  der  Strecke  projiciren. 
Wenn  die  Puncto  E,,  E^  die  Coordinaten 


OF.,   =   : 


haben,  und  wenn  man  Q^L  und 
EjM  mit  Pj/'i,  und  MN  mit 
LQ^  parallel  und  gleich  macht, 
so  sind  Äj  M,  MN,  NS^  coor- 
dinirle  Projeclionen  der  Strecke 
fi,J^2  auf  Parallelen  der  a-,  y,  j 
durch  Ebenen,  die  mit  den  Ebe- 
nen ya,  ex,  xy  parallel  sind. 
Die     Strecken'  Ä.  M,     MN,     Nll^ 
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sind   diu  Diflerejv/.en   der  Coordinatcn   der  Puik'Ic  ä,   und  B.^, 

IIa  ml  feil 

«1  Jif  =  PiPa  =  OF^  -  OF,  =  a'i  —  a:, 
MN  =--  LQ^  =  Psöi  -  Pi^i  =  Ja  —  !/i 
NR.i    -  öi^i  —  y,  B,  =  J.  —  ;, 

und  heissen  die  Coordinateii  der  Strecke  Ä,  i?i  (§- 1->- 
Vergl.  meine  Alihimdlung  Grelle  3.  46  p.  US).  Die  Strecke  isl 
die  geometrisclie  Summe  ihrer  Coordiaaten,  milhiii  bei  sjegebe- 
neni  Anfiing  Ä,  durch  ihre  Coordinalen  eindeulit;  bestimmt. 
Man  macht  B^M  =^  x-^  —  x^  auf  der  Parallele  der  a:,  daun 
MN=^y2  —  2/i  auf  der  Piirallelo  der  »/,  endlich  :\'Rj  =  ij —^i 
auf  der  Parallele  der  s:  die  Chordc  ÄjÄ^  ist  die  Strei^ke  der 
gegebenen  Coordinaten. 

2.  Weun  zwei  Strecken  parjUel  und  {jleich  sind  in  einer 
Richtung  oder  in  conlrären  Richtungen,  so  sind  die  Coordinaten 
der  einen  den  Coordinaten  der  andern  der  Reihe  nach  gleich 
oder  eonlrar-gleich ;  parallele  Strecken  h.iben  Coordinaten  der- 
selben Pi'oportion  (vermöge  der  ähnlichen  Vierecke  wie  R^^MNIt^ 
in  perspeclivischer  Lage) .  Und  wenn  zwei  Strecken  dieselbe 
Proportion  ihrer  Coordinaten  haben,  so  sind  sie  parallel;  die 
positiven  Richtungen  ihrer  Geraden  bleiben  unbestimmt,  also 
auch  die  Zeichen  der  Strecken.  Wenn  die  Coordinaten  einer 
Strecke  sich  verhalten  wie  /  :  </  :  A ,  so  hat  die  Strecke  eine 
bestimmte  Richtung;  daher  sind  /,  g,  h  die  homogenen  Coor- 
dinaten einer  Richtung,  eines  unendlichfemen  Punctes, 
welchen  parallele  Gerade  gemein  haben,  deren  eine  die  Strecke 
f\g\h  enthalt.  §.  15,  3. 

Wenn  der  Puncto,  die  Coordinaten  OP^  =  x^,  P^'li  =ys, 
Q.«R,  ^=  z-,   hat,  und  auf  der  Geraden  R^M.^  hegt,  so  ist 


Pi  F-.  :  P;  P, 


lij{3  :  AP;j 


zwischen  den  parallelen  libencn  i^,  G,  Äj  ,  /"^  0-2  Äj  ,  F.jQ^R-^. 
Wenn  nun  die  Strecke  ii',  Ä^  in  Ä.,  nach  dem  Verhaltniss  A  gc- 
theilt  wird,  so  ist 
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d.  h.  der  Puiicl,  in  welchem  die  Strecke  BiBj  nach  dorn  V'er- 
hältniss  A  getheilt  wird,  hat  die  Coordinalen  (§,  16,  2) 

3.  Die  Slreckc  £,£2  ■^™'''  """''1  ""*  Kbeaeii,  die  mil  den 
coordinirlen  Ebenen  j/a,  zx,  xy  panillel  sind,  projicirt  durch 
Gerade,  die  mit  den  coordinirten  Geraden  x,y,  z  parallel  sind. 
Die  ei-sle  Projection  ist  jiarallel  und  gleich  mil  MB^ ,  und  hat 
die  Coordinalen  0,  y.^  —  y, ,  a^  —  z, ;  die  zweite  Projection  ist 
parallel  und  gleich  mit  E^M',  wenn  3/" J/^' parallel  und  gleich 
mW,  N&^,  und  hat  die  Coordinaten  arj  —  a:, ,  0,  z^  —  2, ;  die  dritte 
Projection  ist  parallel  und  gleich  mil  Ä,A',  uud  hat  die  Coor- 
dinateo  x^  — ^t,  Vi  —  y,,  0.  Die  Sirecte  B^Ii^  ist  die  geo- 
metrische Summe  der  B,M  und  MB2,  u.  s.  w. 

4.  Die  Strecke  B^B^  der  Geraden  s  wird  auf  die  Gerade 
ic  normal  projicirt  durch  die  Ebenen  P^G|Ä,,  Pj*"^^!'  wenn 
diese  zu  der  Geraden  x  normal  gestellt  sind,  also  auch  durch 
die  zu  X  normalen  Geraden  P,Ä,,  F^B^.  Die  Normalpro- 
jection  P^F^  ist  dann  die  Dislanz  der  projieirenden  Ebenen, 
und  gleich  B^M  ==  B^S^wsxs,  viie%.  42.  Vergl.  Trigon.  §.  6, 1 
und  §.5,  1.  Ebenso  haben  die  Normalprojectionen  der  Strecke 
B^B.,  auf  die  Geraden  y,  z  die  Werihe  Äi^^cosys,  ByB^  cosäs. 

Die  Strecke  B^B^  der  Geraden  s  und  cosars  haben  be- 
slimmte  Zeichen,  nachdem  die  positive  Richtung  der  Geraden 
festgesetzt  worden;  sie  haben  beide  die  contriiren  Zeichen  bei 
conträrer  positiver  Richtung  der  Geraden.  Und  wenn  das 
Zeichen  der  Strecke  gegeben  ist,  so  ist  die  positive  Richtung 
ihrer  Geraden  s  und  cosa^s  unzweideutig  bestimmt.  Das  Pro- 
dnct  Ä[Ä2™sa?Ä  ist  unabhängig  von  der  Wahl  der  posi- 
tiven Richtung  für  die  Gerade  s. 

Wenn  die  Winkel  yz,  zx,  xy  recht  sind,  so  ist  das  Trieder 
xyz  orthogonal,  und  die  Strecke  B^B-^  hat  in  Rezng  auf  dieses 
Trieder  die  rechtwinkeligen  Coordinaten 

RiR^msxs,      ÄiÄjCosys,      E^R^cosss 

Wenn  K.ll,   auf  die  Geraden/,  y,  h  des  i'uncles  A',  normal 
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projicirl  wird  luiüh  Ä,i^  =^  B^B^cosfs,  B^G  =  ÄiÄ^cosys, 
EiH  =  iüiÄjCos/^s,  so  ist  ÄjÄj  ein  Diameler  der  Kugel 
BfFGH,  und  Äj  der  gemeinschaftliche  Punct  der  Ebenen, 
welche  die  Geraden  /,  ff,  h  in  F,  G,  H  normal  schneiden.  Durch 
die  3  Normalp rojeclionen  ist  die  Strecke  eindeutig  hestimmt, 
aber  niehl  die  positive  Richtung  ihrer  Geruden. 

5.  Wenn  das  Trieder  xyz  nicht  orthogonal  ist,  sondern 
die  coordinirlen  Ebenen  yz,  zx,  xy  in  0  die  Nonnalen  x\  y',  a' 
haben,  so  sind  die  Ebenen  P^Q,^Il^,  PjQjiBj,  welche  die  Strecke 
BfE^  auf  die  Gerade  x  nach  PfP-i  projiciren,  parallel  mit  yz 
lind  normal  zu  x' .  Ihre  Distanz  wiid  durch  die  Normalpro- 
jeclion  sowohl  von  Py  P.^  als  auch  von  Ä,  Ä.,  auf  a^'  ausgedrückt. 
Daher  ist  (4) 


bei  beliebig    festgeselzter  positiver   Richtung    der  Geraden  x' , 
u.  s.  w.     Also  hat  die  Strecke  ÄjÄj  die  Coordinaten 


Rei  dem  orthogonalen  Trieder  xyz  fällt  a?' auf  x,  u,  s.  w., 
\(nd  man  erhält  die  obigen  Ausdrücke   rechtwinkeliger  Coordi- 

6.  Die  Projeclion  einer  geschlossenen  Linie  auf  eine  Gerade 
durch  parallele  Ebenen  ist  nuU  (§,  12,  I).  Die  Projeclion 
einer  Strecke  auf  eine  Gerade  ist  die  Summe  der  Pro- 
jectionen  ihrer  Coordinaten.  Wenn  man  die  Strecke  if,  7^^ 
der  Geraden  s  und  ihre  Goordinalen  RyM,  MN,  NR^  auf  dii' 
Gerade  s  normal  projicirl,  so  erhalt  man  (i) 


Beim  orthogonalen  Trieder  xyz  hat  EyP.^  die  Coordinaten 
foliilich  ist  durch  Multiplication  mit  ÄjÄ-i 
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zur  Berechnung  der  Sircuke  aus  ihren  rech hviiikeli gen  Goordi- 
ualen,  und 

Kos^a:»  +  cos^ys  +  cos^ss   =   1 

für  den  Zusammenhang  der  Winkel,  welche  eine  Gerade  mit  3 
zu  einander  noi'malen  Geraden  bildet.    Wenn  die  Gerade  s  auf 

der  Ebene  xy  liegt,  so  ist  coszs  =  0,  cos^a^*  =  siii^sy. 

7.  I.  Die  Differenz  MP^  —  n^  heisst  die  Potenz,  welche 
die  Kugei,  deren  Centrum  M  und  deren  Radius  n  ist, 
in  dem  Punct  P  hat  (§.21,5).  Insbesondere  ist  MO'^  —  n'^ 
^  —  22>  die  Potenz  dieser  Kugel  in  dem  Nullpuncl  0. 

Bei  einem  orthogonalen  Trieder  xyz  habe  M  die  Coordinaten 
/,  g,  h,  und  P  die  Coordinaten  a;,  y,  e,  also  MP  die  Coordi- 
naten X  — /,  y  —  ff,  z  —  h.  Dann  liegt  P  auf  der  Kugel  unter 
der  Bedingung 

[x-fY+[y~gf  +  {^-hY^ni   =  ü     d.  i. 

^■L^,ß  +  ~-i_'ifx  —  2gy-2hz  +  fi  +  g^  +  h-^  —  n-i   =   0 

OF-i  —  2fx  —  2gy  —  2hz  —  2p   =   1) 

Diese  Gleichung  für  P  ist  die  Glei(;hung  der  Kugel  bei  recht- 
winkeligen Coordinaten. 

Die  Kugel  OP^  — 2/'ic  —  2^V-  a-^'/  — 2;/=  0  mit  dem 
Centrum  M'[f'\g'\k')  und  dem  Radius  n  isl  normal  zu  jener 
Kugel,  wenn  w^  +  n'*  =  MM'^,  d.  i. 

Mü^  +  2p  +  M'O-^  +  2p'  ^  (f^f)i  +  {g-y'y-+  {k  —  h'y 
ff+gff'+hh'+p+ß'  =  0 

II.  Wenn  ii  =  «  .  OP^  +  bcc  +  cy-^- dz -t- e,  so  ist  v  =  0 
die  Gleichung  der  Kugel,  welche  das  Cenli'uni  yr  y^,  5" 
und  in  0  die  Potenz  -,  in  x\y' z  die  Potenz  hal.  Der 
Quadrat-Radius  ist 

a  ia' 

Die  Gleichung   der  Kugel  isl   durch    die  Proportion   der  Coef- 
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ficienten  a,  b,  c,  d,  e  bestimmt:  die  Kugel  hat  4  Goordi- 
nalen,  5  homogene  Coordiuaten.  Wie  §.  28,  1  und  §.  33,  8. 
Alle  Kugeln  bilden  eine  Quadnipelserie,  Wenn  (p,  x,  Vi  "' 
Formen  der  a,  ..,  e  sind,  so  genügt  der  Goichung  95  =  0  eine 
Tripelserie  Kugeln,  ünear,  quadratisch,  u.  s.  w.,  dem  System 
[y  =  0,  X  =^  0)  eine  Doppelserie  Kugeln,  dem  System  [(p  =  0, 
Z  ^  0,  i/f  ^  0)  eine  Serie  Kugeln,  dem  System  (y  =  0,  z  =  0, 
!/<  =  0,  w  ^  0)  eine  bestimmte  Kugel.  Vergl.  Reye  Geom,  der 
Kugeln  1879  p.  75. 

111.  Wemi  u  =  0P2  _  2ya;  _  2^^  _  'ihz  —  ip  in  dem 
Punct  Fii^i'^i^i)  den  Werth  u;  hat,  so  enlhült  die  Kugel 
M  ^  0  die  gegebenen  Puncte  I'^,  Pj ,  Pg ,  P^  unter  den  Be- 
dingungen M|  =  0,  «2  =  ">  «3  =  **i  »4=0  d.  i. 


Aus  diesem  linearen  System  folgt  in  üblicher  Abkürzung 
i^  y  ^   l)f   ^   Hr^y  z   i) 
[^  y  ^  1)3  ^K'^  --'^  1) 

{x  y  z   l)p^  \{x  y  z  ,-^) 

für  das  Centrum  f\g\  h  der  Kugel  der  4  Punete  iind  filr  d 
Potenz  im  Nullpunct.     Die  5  Gleichungen  geben 


fUr  3  Puncte  einer  Kugel,     üeterui.  §.  17,  5.    Den  Salzen  über 
Kreise  §.21,  7  ff.  entsprechen  ebensoviel  Sätze  Ubor  Kugeln. 

8.  Wenn  bei  einem  beliebigen  Trieder  x\iz  die  Strecke 
AB  der  Geraden  's  die  Coordinaten  X,  Y,  Z  hat,  so  findet 
man  durch  Normiilprojection  auf  die  Geraden  s,  x,  y,  z  das 
lineare  System  (6) 
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AB  =  X-^osxs  +  rcosys  +  ifcusss 

ABcosxs  —  XCOSXX+  Ycosxy  +  Zoosex 
ABcosijs  =  Xcosxif  +  Yaasyy  +  Zcoiyz 
ÄBcos^s    =  Xcoa««+  Kcusy^  +  Zcosjz 

wo  msxx  =  1,  cosa:^  =  cos^a;,   u.  s.  w.,  und  diii-ch  Compo- 
silion  der  Zeilen  mit  AS,  X,  Y,  Z 


ABi  -- 


.   X2  +  rä  +  2-ä  +  2yZcosy2  +  2ZX<i<^f,zx  +  2XY cv 


Demnach  ist  das  Qujidnit  der  Strecke  eine  positive  quadra- 
tische Form  ihrer  Coordinalen  mit  den  Coeffieienten  eosa;»:, 
cosa;^,  .  .  . 

Aus  den  Coordinalen  der  Sirecke  4ß  findet  man  unzwei- 
deutig die  Normal projectionen  der  Slreeke  uf  a:  i/  und  die 
Strecke  selbst;  aber  nu-hl  die  positive  Richtung  dei  Geraden  s, 
auf  der  die  Strecke  hegt  dso  auch  nithl  die  Zeichta  der  Slreeke 
und  der  cosais,  *.osys  cos  s  \\enn  man  die  *4tre  ke  will- 
kürlich durch  eine  dei  beiden  Quadiatwuizeln  von  X'^ -t-  . . 
ausdrückt,  so  sind  die  positive  Richtung  der  Geraden  s  und  die 
Zeichen  der  Cosinus  bestimmt.  Wenn  man  die  positive  Rich- 
tung der  Geraden  s  wiUkllrüch  festsetzt,  so  sind  die  Zeichen 
der  Strecke  und  der  Cosinus  bestimmt. 

Diese  Cosiuus  sind  nicht  unabhüngig  von  einander,  sondern 
vermöge  des  obigen  Systems  verbunden  durch  die  Gleichung 


ys     omxy    cost/v    cosy^ 
2s      uiiizx     C0SJ3     tossa   | 

Diese  Gleichung  ist  2len  Grades  für  coses;  in  der  That  wird 
durch  die  Winkel  xs,  ys  die  Gerade  s  des  Punctes  0  »wei- 
de ulig  bestimmt. 

9.  Umgekehrt  werden  durch  die  Normalprojectionen  der 
Strecke  auf  x,  y,  z  die  Coordinaten  der  Strecke  bestimmt; 
durch  die  Proportion  der  Normalprojectionen  wird  die  Pro- 
portion der  Coordinalen,  die  Richtung  der  Strecke  (2)  bestimmt. 
Die  3  letzten  Gleichungen  des  Systems  (8)  geben  nämlich 


yGoosle 


Ili'l)  Cap.  VIII.    I'untte,  Strei^keii,  I'olyRonp,  Tetraoder. 

__^ ^  Y  _   Z^         _  _AB_ 

(cos^s,  2,  3)  (1,  Cüsa^s,  3)  (1,  2,  cosi«)         (1,  2,  3J 

I  cüsxa:     cosa;!/     cosaa;  I 
(1,  2,  3)  =      cosaiy     cosyy      cos^'Z 
I  cos^iE     ao&if^     cosz:   | 

und  [cosars,  2,  3)  aus  (1,2,3)  formirt  wird,  indem  man  die 
ersle  Colonne  durch  die  Golonne  cosa;«,  cosj/s,  coszs  erseUl. 
U.  s.  w.    Auch  hat  man  (5) 

X  :  Y  :  Z  :  AB  ^    coss^        ii^?*y    .   '^"'"'■"'   .   i 

COSXa!  CUSI/l/  TOS23 

Vcrgl.  unten  §.  16,  lll. 

10.     Durch  NormalprojecLion  auf  die  Gei'ade  *■'  findet  man 
statt  der  ersten  Gleichung  (8) 

AB  aosss'^  Xcoixa'+  Ktos!/s'+ ifoos^s' 

und  vermöge  des  Systems  ist 


DSiCy     cosyy      cosy^ 


Kur  Berechimn}^  des  Winkels  ss'  aus  den  Winkeln  y^,  sa;,  a:(/ 
und  den  Winlieln,  welche  s  und  «'  mit  a;,  y,  3  bilden. 

Wenn  ferner  die  Strecke  A'B'  der  Geraden  s'  die  Coordi- 
nalen  ^',   y',  2'  hat,  so  findet  man 

AB .  A'B'vosss'  ^  X  .A'B'oosxs'+  Y.  A'B'(iosijs'+  Z .  A'B'wi^ss' 
-  X{X'-^oiixa^  +  Y'ws^+Z'',<,s^3>)  +  Y{X'^oix>,+..)  +Z(X'm^^x  +..) 

wie   §.  17,  1,   eine  bilineare  Form   der  X,   Y,  Z  imd  der  X\ 

¥',  Z'  mit  den  Coefficienten  cosa'a,',  cos^x,  . .  . 

11.  Bei  rechtwinkeligen  Coordinaten  erhiüt  man  das 
Produet  von  zwei  Strecken  mit  dem  Cosinus  des  Winkels  ihrer 
Geraden 

AB  .  A'B'i:osss'  =  XX'+  YY'+  ZZ' 


y  Google 


indem   man    die   Coordinalen    der    beiden    Streelscn    (.•wiiponirl. 
also  au  eh 

cosss'  ^   cosars  !:omB'+  cosys  (-i)sys'+  cosss  cosss' 
Die  Strecken  sind  normul  zu  einander,  wenn  cosia'=  0, 

Wenn  die  Strecke  AB'  auf  der  Geraden  s'  liegt,  so  hat  der 
Puiiet  B'  von  der  Geraden  s  die  DistanK  AB'slns/.  Hierzu 
ist  [Dcterm.  §.  (j,  3) 


I  cosa^s'   cios^s'l         I  i:iisis'   cosss'  |         |  cosgs'    cosss'  | 

13.  Wenn  die  Strecken  AB,  vi ß' der  Geraden  s,  s' die 
rechtwinkeligen  Coordinalen  x  —  a,  y  —  h,  :  —  c  und  £  —  a, 
*;  —  /?,  t  —  y  haben,  so  ist 

u,   s,    w.,    folglieh    durch   Addition    der    H    coordinirten   Glei- 
chungen 

2AB  .  A'}S:joiss'  =   JB''^  +  BA'^~  ÄA'-^  —  BB'' 

I  r     1  1         I 


AB''' 
BB''  \ 


wie  §.  17,  2-    Ebenso  findet  iriais 

AB  .  A'B'cu^s»'  =  FG^  -  F'G''^ 

WO  F,    G  die  Mitten  der  Chorden  AA',   ßB',  und  F' ,  G'  die 
Milien  der  AB',  BA'  sind. 
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§.  46.  Coordinaten  einer  Planfigur  und  daa  Tetraeder. 

1.  In  jeder  Ebene  wird  ihr  positiver  Sinn  beliebig  fcst- 
geselzt  [§.  9  und  10).  Wenn  dann  ein  Betrachter  so  auf  die 
Ebene  gestellt  ist,  dass  ihm  die  Drehung,  durch  welche  posi- 
tive Winkel  der  Ebene  beschrieben  werden,  als  linksum 
gehend  erscheint,  so  wird  die  Distanz  seines  Kopfes  von  der 
Ebene  als  positiv  angenommen,  und  dcmgemäss  für  die  Nor- 
malen der  Ebene  die  positive  Richtung  festgesetzt.  In  gleicher 
Weise  wird  der  positive  Sinn  einer  Ebene,  die  zu  einer  gege- 
benen Geraden  normal  steht,  gemäss  der  positiven  flichtung 
der  Geraden  bestimmt.    Stereom.  §.  4,  1.    Trigon.  |.  6,  3  und  5. 

Eine  Kugel  von  beliebigem  Centrnm  und  von  beliebigem 
Radius,  z.  B.  deren  Centrum  der  Nullpunct  0,  und  deren 
Radius  1,  wird  von  den  das  Centrum  enthaltenden  Geraden, 
die  mit  gegebenen  Geraden  parallel  und  gleichgerichtet  sind, 
in  je  einem  entsprechenden  Punct  geschnitten,  dessen  Distanz 
vom  Centrum  positiv  ist.  Wenn  die  Geraden  auf  einer  Ebene 
von  gegebenem  positiven  Sinn  liegen,  so  liegen  die  ihnen  auf 
der  Kugel  entsprechenden  Punete  auf  einem  Hauptkreis  von 
gegebenem  positiven  Sinn.  Einer  Normale  der  Ebene  entspricht 
nach  dem  Vorstehenden  der  linke  Po!  des  Ilaupikreises.  Der 
Winkel  von  zwei  Ebenen  ist  nun  von  dem  Winkel  ihrer  Nor- 
malen nicht  verschieden. 

Wenn  den  Geraden  x,  y,  z  des  Puncfes  0  auf  einer  Kugel, 
deren  Gentrum  0  ist,  die  Punete  X^  F,  Z  entsprechen,  wenn 
den  Normalen  x\  y  ,  z  der  Ebenen  yz,  zx,  xy  die  Punete 
Ji',  Y',  Z'  entsprechen,  so  ist  ^Y'  der  linke  Pol  des  Hauptkreises 
YZ,  u.  s.  w.  Die  sphärischen  Dreiecke  ÄYZ  und  X'Y'Z', 
die  Rugelschnitte  der  Ecken  xyz  und  x'y'z',  sind  supplemen- 
tär (polar). 

Die  Hlllfskugel  ist  von  Gauss  1827  eingeführt  worden. 
Disq.  generales  circa  superficies  curvas  (Werke  4  p.  219  und 
3i2) . 

3.  Das  Volum  eines  Tetraeders,  dessen  Eckpuncte  A,  B, 
C,   D  sind,   wird  durch   ABCD  ausgedrückt.     Wenn   In  dem 
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Ausdruck  ABCD  zwei  Punete  vertauscht  werden,  so  wechseil 
das  Volum  nicht  den  Werlh,  sondern  das  Zeichen,  so  dass 

ABCD  +  BACD  =  0.    ABCD  + ÄCBD  =■  I3,    ABCD+ABDG  =  0 

MöBius  baryc.  Galcul  §.  19  und  Statik  §,  63.  Denn  es  sind  con- 
trär-gleich  die  Dreiecke  ÄBO  und  BAC  einer  Ebene,  von  der 
die  Spitze  ö  eine  bestimmte  Distanz  D'D  hat,  eine  Höhe  des 
Tetraeders;  ebenso  die  Dreiecke  ABC  und  ACB;  ebenso  die 
Dreiecke  BCD  und  BDC  einer  Eliene,  von  der  die  Spitze  A 
eine  bestimmte  Distanz  A'A  hat,  eine  Höhe  des  Tetraeders. 
Tetraeder  von  derselben  Höhe  verhalten  sich  wie  ihre  Basen. 

Um  das  Zeichen  des  Tetraeders  ABCD  zu  bestimmen, 
hat  der  Beurtheiler  den  Kopf  in  den  ersten  Punct  A,  die  Füsse 
auf  die  Ebene  der  folgenden  Puncto  zu  stellen:  je  nachdem 
ihm  dann  die  Umdrehung  S(7D  linksum  gehend  oder  rechtsum 
gehend  erseheint,  wird  dem  Tetraeder  das  eine  oder  das  andre 
Zeichen  ertheilt.  Wenn  der  Beurtheiler  den  Kopf  in  den  ersten 
Punct  A,  die  Füsso  in  den  zweiten  Punct  B  stellt,  so  erscheint 
ihm  die  Strecke  CD  der  folgenden  Puncte  in  dem  einen  Fall 
nach  hnks  gehend,  in  dem  andern  Fall  nach  rechts  gehend. 

3.  Durch  die  Strecken  OA,  OB,  OC  der  coordinirten  Ge- 
raden X,  j/,  z  werden  die  Dreiecke  OBC,  OCA,  OAB  der 
coordinirten  Ebenen  yz,  zx,  xi/,  und  das  Tetraeder  OABC 
bestimmt.  Die  Distanzen  A'A,  B'B,  C'C  der  Puncte  A,  B,  C 
von  den  coordinirten  Ebenen,  Höhen  des  Tetraeders,  sind  die 
Normalprojeetionen  der  Strecken  OA,  OB,  OC  auf  die  Nor- 
malen x',  y,  z   der  Ebenen  yz,  zx,  xy.    Nach  §.  12,  4  hat  man 

20BC  =  OB  .  OCsmyz 

20CA  =  OC.OAsinzx,      20  AB  =  OA.OBin\x>i 

A'A  =  OA  co^xx',      B'B  =  O'B  <:os;/f/',      C'C  -  OC  cmzz' 


QOBCA  ^  70BC.A'A  ^  OA.OB.OCsi 
60CAB  -  MCA.  B'B  =  OA.OB.OCst 
GOABÜ  =  20 Ah.  C'C   =  OA  .OB.OCsi 
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Nun  sind  OBCA,  OCAB,  OABC  gleich  und  eines  Zeichens 
nach  der  Voraussetzung  (S),  also  sind  sin^/  cosa^cc',  sinza;  cosyy', 
sinxy  cosiz'  gleich  und  eines  Zeichens,  aber  nicht  ohne  die 
Voraussetzung  (1),  dass  die  positiven  Richtungen  der  Normalen 
gleichmassig  nach  den  positiven  Sinnen  der  eoordinirten  Ebenen 
festgesetzt  worden  sind. 

Der  Irigonome  tri  sehe  Multiplicator,  welchen  man  dem  Pro- 
duct  der  Kanten  OA  .  OB  .  OC  zu  ertheilen  hat,  um  das  Vo- 
lum 6  0^£C  auszudrücken,  wird  nach  Staudt  1842  derSinus 
der  Ecke  xyz  {des  Trieders  xyz  und  seines  Kugelschnilles, 
des  sphiirisehen  Dreiecks  ÄYZ)  genannt  und  durch  sinxi/z 
bezeichnet.  Die  Zahl  sina^yz  liegt  zwischen  — 1  und  1,  und 
wechselt  das  Zeichen ,  wenn  2  der  3  Geraden  vertauscht  wer- 
den. Die  Sinus  von  Gegenecken  sind  contriir-gleich.  Delerm, 
§.  15,  2.    Trigon.  §.  6,  14. 

4.  Wenn  x',  y',  z'  die  Normalen  der  Ebenen  yz,  zx,  xy 
sind,  so  sind  x,  y,  z  die  Normalen  der  Ebenen  y'z',  z'x' ,  x'y\ 
und  die  Ecken  xyz^  x'y'z  sind  suppiemeniiir  (Slereom.  g.  4-,  8). 
Daher  folgt 


sinaiye  sinys  coSiCX  sinj/s  sin^a:  sinaij 

der  Sinus-Salz  für  das  sphUrische  Dreieck. 

Wenn  die  Ebene  zz'  mit  der  Ebene  xij  die  Gerade  p  ge- 
mein hat,  und  zu  der  Geraden  p'  normal  steht,  wenn  demnach 
die  Ecken  jva-,  y'z'p'  supplementiir  sind,  so  ist  nach  dem 
Vorstehenden 


unter  der  Voraussetzung,    dass   die  Winkel  pz    und  z'p    beide 
recht  sind,  folglich 

^vnxyz     •—   sinaa;  sina!^  siny's'    =   ... 
Trigon.  §.  ö,  H.     Dabei  ist  noch  bemerkenswerth 
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'-^tl- 


5.  Das  Dreieck  ABC  einer  Ebene,  deren  Normale  n  ist, 
wird  fiuf  eine  Ebene,  deren  Normale  /  isl,  normal  projicirl  nach 
A^  By  C, ;  die  Projicirenden  bilden  ein  Prisnaa ,  dessen  Normai- 
.schnitt  AfEfC^  ist.  Das  Prisma,  dessen  Basis  AfSjC^,  und 
dessen  Langcnkanle  ^,0  auf  der  Geraden  A^A  ist,  hat  das 
Volum  AjB^C^  .  A^D;  das  Prisma,  dessen  Basis  ABC,  und 
dessen  Lüngenkante  AE  ==  A^D  auf  derselben  Geraden  isl, 
hat  die  Höhe  .d  JE  cos  in  =  ^jDeos^n,  und  das  Volum 
ABC  .  A,D  aosln.  Die  Volume  der  beiden  Prismen  sind  gleich 
und  eines  Zeichens  (Stereom.  §.  8,  1).     Also  ist 

A,B,C,.A,I>   =   ABC.A,Dc,asln,       A,B,C,  =   ABC  cosln 

Der  Winkel  der  beiden  Normalen  ist  dem  Winkel   der  beiden 
Ebenen  gleich. 

Dieses  trigonometrische  Lemma  wird  sonst  durch  Nonnal- 
schnilte  des  Winkels  der  beiden  Ebenen  erreicht.  Dasselbe  war 
vorbereitet  durch  die  vor  Archiheues  vollbrachte  Quadratur  der 
Ellipse  (vergl.  auch  Euler  Inlrod.  App.  §.  64) ,  und  durch  das 
Aenigma  Florenlinum  1692  (Klugel  math.  W.  9  p.  254).  Den 
obigen  Ausdruck  findet  man  bei  Lacroix  1796  Gompl.  des 
616m.  de  geom.  §.  60. 

6.  Das  Dreieck  ABCwiiA  durch  Prismen,  deren  Langen- 
kanten mit  den  coordinirten  Geraden  x,  y,  z  parallel  sind,  auf 
die  coordinirten  Ebenen  yz,  zx,  xy  nach  .<1[B^(7,,  ^^ß^Gj, 
A^B^Cg  projicirt.  Diese  Projectionen  können  aus  den  Coor- 
dinalen der  Puncto 

-4(a!,!j/,|e,),       B(,X2\n\^2),       C(-^3l!'3i^s) 
insbesondere  aus  den  Coordinalen  der  folgenden  Strecken  AB, 
BC  berechnet  werden.     Da  A^B^    auf  der  Ebene  yz    die  Coor- 
dinalen !/2  —  ffi,   ^2  —  si   hat  [§.  4a,  ;i)   u.  s.  w-,   so  ist  nach 
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abgekürzt  'iA^ß^Cf  =  (l^zjsinyz,  und  ebenso 

Die  Fluchen  der  coordinirten  Projeetionen  AiB^Cj,  .^jB^^j 
A^B^C^  mögen  die  Goordinalen  des  Dreiecks  ABC  heisseii. 
In  gleicher  Weise  hat  eine  beliebige  geschlossene  PIan(ig;ur, 
deren  Flüche  (area)  p  sinaiya  ist,  drei  coordinirle  Projeetionen 
von  bestimmten  Flächen,  welche  die  Coordinaten  der  Plan- 
figur psina?^«  heissen,  und  durch  p^sinyz,  pySinzx,  p^sinxy 
bezeichnet  werden  Rollen.  Vergl.  die  §.  45,  1  citirtc  Ab- 
handlung. 

7.  Wenn  die  coordinirten  Ebenen  i/z,  zx,  xy  und  die 
Ebene  der  Planfigur  die  Normalen  x',  y',  s',  n  haben,  so  wird 
der  Normalschnitt  des  ersten  projicirenden  Prisma  (Cyiinder) 
aus  der  Fläche  der  Planfigur  durch  Multiplication  mit  cosxn. 
aus  der  ersten  Coordiiiate  durch  Multiplication  mit  <iosxx'  er- 
halten (5).     Also  ist 

p  f^inx^z  CMSxn   ^  p^  sini/z  c-isa:x'  =^  p^smxna:     (3) 
p  co»xn  ^  p^,      p  cosyn  ^  Py  ,      p  cossm  —  p^ 

d.  h.  die  Strecke  p  der  Geraden  n  hat  auf  den  coordinirten 
Geraden  x,  y,  z  die  Normalprojeetionen  p^,  p  ,  p^.  Aus  diesen 
Normalprojectionen  werden  die  Coordinaten  der  Strecke  und 
die  Strecke  selbst  gefunden  [§.  45,  9).  Durch  das  willkürlich 
gewählte  Zeichen  der  Strecke  wird  die  positive  Richtung  ihrer 
Geraden  n,  das  Zeichen  der  Fläche,  welche  die  Planfigur  auf 
der  normalen  Ebene  hat,  und  der  positive  Sinn  dieser  Ebene 
bestimmt  (1).  Demnach  wird  durch  die  Coordinaten  einer 
Planfigur  die  Stellung  und  die  Fläche  der  Planfigur 
eindeutig  bestimmt.  Die  so  bestimmte  Planfigur  kann  durch 
eine  Figur  ersetzt  werden,  die  auf  einer  parallelen  Ebene  des- 
selben positiven  Sinnes  dieselbe  Fläche  hat. 
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8.     Indem  man  die  Werthe  cosxn,    cosyn,   coszn  in  der 
sie  verbindenden  Gleichung  (§.  45,  8]   substiluirt,  erhall  man 


cosa'ic      nosx^     Qoszx 
cosary      cosyy      cosys 


mithin   ;)^    als    quadratische    Form    der   p^.,    Py,    p^.     Vergl. 
unleu  (15). 

Wenn  nun  p  i.  B.  die  positive  Quadratwurzel  der  quadra- 
tischen Form  ist,  mithin  die  zu  der  Geraden  n  normal  gestellte 
Planfigur  eine  positive  Fläche  hat,  so  ist  der  positive  Sinn  ihrer 
Ebene   und    die    positive    Richtung    ihrer    Normale    lieslimmt, 


Bei  rechtwinkeligen  Coordinaten  ist 


P^  "■  Px  ■*  IPy  "^  Ps 
wie  §.  45,  6.     Die  Strecke   AB  =  1    der   Geraden  s  hat  die 
Coordinaten   cosa;«,   cosys,   cos:«;    die   Strecke  AB'  =  1   der 
Geraden  s' hat  die  Coordinaten  cgsxs',  cosys',  coszs';  also  hat 
^ABB'=  sinss'  die  Coordinaten 

''-\°zi'.'  ö.°,"/  ["'-{ ZU'.'  ZI'.'  I  ■  *■  - 1  r«*'  3- 1 

und  man  findet  sin^ss'  wie  oben  §.  45,  9. 

9.  Das  Prisma  der  Rasis  p^sinsz\pySi.Bzx\pgSmxy 
und  der  Längenkanle  f\g\h  hat  das  aus  den  Coordinaten 
componirte  Volum 

{Pif*'  PyS  +  l'i^)  sinxys 
Denn  man  erhält  die  Höhe  des  Prisma  durch  Normalprojection 
der  Strecke  f\g\h  auf  die  Normale  n  der  Ebene,  auf  welcher 
die  Basis  p  sina^yz  liegt,  also  nach  §.  45,  8 

fcosxn  +  g  cosi/n  +  hcoszn 
Nun  ist  p  cosxn  =  p^  {;),  . . ,  folglich  u.  s.  \v. 
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Diesen  Satz  habe  ich  in  dea  Leipziger  Beriehlen  1873  und 
Ueterm.  4875  §.  15,  4  niitgetheilt. 

10.  Das  Tetraeder  ÄBCD  ist  der  dritte  Theil  dos  Prisiim, 
welches  die  Basis  ABC  und  die  Längenkante  AD  hat.  Wenn 
nun  A  die  Coordinaten  a:,,  y,,  s^  hal,  u.  s.  w.,  so  hol  AD  die 
Coordinaten  x^  —  a;, ,  y^  —  y,,  z^— j, ,  und  'iABC  die  Coor- 
dinalcn  p^&iai/z,  p^sinzx,  p^sina^y,  wo  (6) 


■3  —  3^1    m—>h 


Also  ist  (9) 


GA3CD  _ 


I    3^4— iP|      Vi 

j  1     3T|  — a:,     y,  — -/,     Si  —  e, 
I  1     a;,  —  3T,     y?  —  f/i     ä'a  —  2; 


1  a:,  !/,     s, 

_  t  iC2  )/2       32 

j   1     als  — a:,     ya— yi     «a  — ^i  |  1  a^s  jVs    ^3 

1  X,  y,     z, 

Die   Geschiehle   dieses    Satzes  habe    ich  in  den  Leipziger 
Berichten  1870  (Grelle  T.  73  p.  94)  gegeben. 


11.    Die  Determinante  f§.  17,  5.    Detei 


.  15.  7) 


y    ^ 


^1  ?,  +  ..  +  f 


1 


^4       ^4     I 

ist  null,  wenn  die  erste  Colonne  einer  der  folgeiidei 
gleich  ist  oder  aus  ihnen  componirt.     Daher  hal  ma 


«1 

+  . 

.  +  C4 

a,a^i 

+  . 

.  +  öl 

"iV, 

+  . 

.  +  ß. 

0|S 

+  . 

.  +  «, 

«1» 

+  . 

.    +   Hj 
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g,  iE.    CoorJinaten  einer  PlaDfigur  und  das  Tetraeder.  379 

Die  ersten  4  Gleichungen  kennzeichnen  den  Puncl  x\y' z 
;ils  SchwerpuneL  der  andern  4  Puncle,  denen  die  Coeffi- 
cienlen  rt, ,  cf^  1  ■■  beigegeben  sind  (§.  16,  5).  Durch  die  4 
Puncte  und  die  Proporlion  ihrer  Coetficienlen  ist  jeder  öle  Punct 
a:[}i\z  eindeutig  bestimmt:  die  Coefficienlen  sind  die  (homoge- 
nen) barycentrischen  Coordinaten  des  Puneles  x'i/\z  in 
Bezug  auf  die  4  Fundnmentalpunele.  Die  letzte  Gleichung  ist 
die  barycentrisehe  Fundamentalgleichung,     S.  unten  §.  öl,  6. 

Durch  die  erste  Gleichung  sind  5  Puncto  des  Raumes 
verbunden,  und  zwar  nach  (10)  die  Volume  der  durch  die  5 
Puncto  bestimmten  Tetraeder  (Determ.  §.  17,  8.) : 

1234  +  2345  ■*■  3451  +  4512  +  5123  =  U 


1235  +  3245  +  2145  +  1345  =  1234 

entsprechend  den  nach  dem  Gesetz  der  Konton  (Slereom. 
§.  8,  16]  geschriebenen  FUichon  123,  324,  214,  IIH  dos  Tetra- 
eders 1234. 

Wenn  das  Tetraeder  1234  die  Flüchen  .g, ,  j/.^,  .  . ,  die  Hülien 
/i. ,  A, ,  ..,  und  das  Volum  v  hat,  so  ist 


Und   wenn  der  Punct  ä  von   den  Ehcncn  der  Tetra ederilachon 
die  Distanzen  p,,  p.^,  . .  hat,  so  ist 


für  die  Distanzen  eines  Puncles  von  4  Kbencn  (§.'10,2). 

13.  Den  Sülzen  §.  17,  8  t.  entsprechen  analoge  Sülze  für 
den  Raum  von  3  Dimensionen,  welche  Determ.  §.  16  im  Zu- 
sammenhang entwickelt  worden  sind.  Dazu  gehürt  namenilich 
der  Satz  für  ämal  3  Gerade  (Staubt  1842) 

I   tMSxf    cosa:^     cos^A  1 

eosy/'    cosf/jj-     eosyfc      ^   siax^z  siafffk 
I  cos^/-     eos^-j,     os^ft   I 
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;)80  Cap.  Vlll.    Puncte,  Strecken,  Polygone,  Toti'actier. 

insbesondere,  wenn  a,'',  y' ,  z    lw  ilon  Ebenen  ys,  2a:,  xy  nor- 
mal stehn, 

»mxyzi:\ax'y'z'  =      nmyx'     cosj^r/'     cosi/s' 


und  wenn  fgh  auf  xyz  fällt, 

sinäa^yz  =^      cosa;y     cosyi/     cosjs 

=   1  —  cos^ys  —  cos^sa:  —  cos^a;!/  +  2cosy^  cossx  cosaiy 
positiv  zwischen  0  und  1,    Determ.  §.  15,  3, 

13.     Hiernach  geht  die  Proportion  §.  45,  8.  I  über  in 
^X_  _       Y       ^  _^__  ^  _A^ 

Nun  ist  sinysÄ  ^  sinys  cossa;',  also 

siiif^zs  :  %\a.xyz  =   cossx' :  posara:' 

wie  §,  45,  5,     Ferner  hat  man  dureh  Normalprojeetion  auf  die 
Gerade  p 

X  cosxp  +  Yco&yp  +  Z cassp   ^   AB  casnp 
folglich  für  5  Gerade  (Determ.  §.  17,  3) 

sinyas  cosa;ji  +  sin^a^s  cosyp  +  »Inxi/s  coszp  =  siaxijz  cassp 

Ersetzt  man  hier  s  durch  /,  g,  /',  und  p  durch  x,  y,  z,  und 
formirt  die  Determinante 


I  singzf     siazxf     %\axyf  j  1   os. 
s\ayzg     SMZxg    smxyg       cos, 


erhüll  man  z.  B. 

siny*/     s 

azxf     »inxyf 

m\yzg    s 

azxg     sina;!*i(       =   s 

u^xyz 

■mfgh 

m,yzh    . 

nsa;/!     sinar**A 
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14.    In  dieselbe  Keihe  gehört  der  Salz  für  2m;il  2  Gerade 

(Gauss  1827) 

1  cosgf     cosyj?  I 

WO  n  dieNoimilen  dei  Fbenen  ledouten  mit  wckhcn  <  j 
und  /  q  pinüel  sind  Aus  diesem  Sitz  den  Guss  duf  spha 
risch  Iri^onomeli  ischc  Grundldcjen  gestellt  htlle  und  der  auf 
dtm  ant,e/eigten  \\e^  (Deteim  ^  Ifil  ohn  sokhi.  f.rundl»s!cn 
gewonnen  wiid  kinn  die  sphiiistht  Tiifionometiit,  stlbst  ab 
geleitet  werden 

Wenn  den  Geraden  x,  y,  /,  <;,  z',  n  auf  der  llülfskugel 
die  Puncto  A,  B,  B,   C,   C,  A'  entsprechen,  so  ist 

I  cosÄB    ooaCA  1  ,    , 

U„.üü  „.2,0!  =  '"*""*'^""^'' 

Nun  sind  C',  A'  die  linken  Pole  der  Bogen  AB,  BC;  der  Bogen 
Ca'  und  der  Winkel  B  des  sphärischen  Dreiecks  ABC  sind 
supplementär,  folglich  hat  man 


den  Cosinussalz  der  sphärischen  Trigonometrie. 

Ueber  verschiedene  Begründungen  der  sphärischen  'f  rigono- 
melrie  vergl.  Trigon.  §.  5,  6.   §.  6,  1.   §,  5,  1  ff. 

15.     Hiernach  findet  man  für  die  Determinante 

,si[i2aT;y3  =.      costry     uos^y     cosys 

die  Ädjunctcn  der  Elemente 
adj  eosa:a:  —   sin^yz^      sdj  üosj/i/  —   sin^ja^,      adj  cos2s  =   sin^a^y 

ädim^yz  =  ■  ■  =   t'inzx^imxi/c.ost/'z' 

I  cosf/J     msxD  I 

adj  iiossi;  =   sina'i/ sinys  cose'«',     a.-ii  •:osj:ij   =   aiay!:  müzx  <;osx'i/ 
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,  strecken,  Polygone,  Tetraeder. 


oder  auüh    adj  cosys  =  sina;^:  aoly'z 
daher  die  Gleichung 


nach  Delerm.  §.  5,  5  entwickelt,  so  isl 


D 

SJn^373/3  =  AA' sin^ifz  +  BB' siü 

+  [jBC'+ß'C)sinj3!Sina^j/ 

+  (CÄ'+C'A)  sinxysinyn 

+  (^7J'+^'B)siii>/2sm3« 

eine   iHliiicaro  Form   dei'  Asmye,    ß  sin 

^'siny., 

^'sinsa:,    Csinxy    mit    den 

Csina.y   und  der 


Insbesondere  ist  [§.  45,  10)  cosss'  sin'^xyz  eine  biliueare 
Form  der  cosass  sinyz,  eosy*  sinza;,  cos«*  sJnrty,  und  der 
cosa^s'sinys,  cosys'sinsar,  cosas'sina;^  mit  denselben  Goctfi- 
clenten;  ferner  sin^sc^i  eine  quadratische  Form  der  cosaissin^s, 
cost/s  sin^ic,  cosis  sina;y  mit  denselben  Coefficienten ,  und 
(§,  46,  8)  p^sin^xys  eine  quadratische  Form  der  Coordinaten 
p^sinyz,  p„  sin^ar,  p^siaxy  mit  denselben  CoefficienlM. 

Dieser  Ausdruck  der  Quadrat- Flache,  welcher  dem  Aus- 
druck der  Quadrat-Strecke  (§.  45,  8)  zur  Seile  steht,  wird  un- 
mittelbar aus  den  Grundlagen  der  Polyedro meine  j,;efunden, 
indem  man  die  Winkel  y'z',  z'x\  x'y'  der  coordinirlen  Ebenen 
einfuhrt,     Trigon,  §.  6,  ^S. 


16.     Nach   demselben  Salz  Iransformirt  man  die  quadra 
tische  Form 

3^2  4.  j,i  +  ji  +  ■iyz  noiyz  +  Izx  i^nnzx  +  'Ixy  iMixy 
=.   (a:+y(.-osa:i/  +  £<;osja^)2  +  y^f.\r,2xy  +  sSsin^sa; 
—  2!/a(cosjarcos»j~cüSys) 
=   [x+  ..y  *  {y»\nxy  —  züazx<^osy'z')-'  +  ^isiii^sa:  sinä.v's' 
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und  ihre  Delerminaiite 

1  —  cosSyz  —  cos*a3!  —  üosäarj,  +  2  cusi/E  U0S2.«  cosa:»* 

•-   sin ^ ja  sinSare  —  (cosffs casz x  —  ßosxi/)- 

Diese  Transformtilioneii   lassen  unmittelbar  erkennen,   diiss  dit- 
quadratische  Form  und  ihre  Determinante  beide  positiv  sind. 


§.  47.    Andere  Coordinaten  eines  Punetes. 

1.  Der  Punct  0'{a  b\c)  wird  durch  Translation  des  Tri- 
eders  xt/z  Anfanj,;  der  neuen  Coordinaten  des  l'iincles  B 

O'F  ^  x',      P'Q'  =  i/.      Q'R  =  z' 

die  mit  Or  =  x,  PQ  =^  i/,  Q,E  =  e  [larallel  sind.  Dal>ei 
hat  man  wie  §.  18,  1 

X    =   a  +  x',       y   =    b  +y',       z    ^    c  ■¥  z' 

Eine  gefiebene  Function  der  a:,  i/,  z  wird  durch  diese  Substi- 
tution Iransformirl  in  eine  besiimmtc  Function  der  x' ,  y' ,  z' , 
d.  i.  der  x  —  a,   y  —  b,   s  —  e- 

3.  Wenn  statt  des  Tricders  s:yz  das  cnncenlrischc  Trieder 
^t/t  von  gegebener  Lage  in  Bezug  auf  xi/z  gebraucht  werden 
soll,  so  genügt  es,  die  gebrochene  Linie  UPQ,E  der  Cooi-dinaten 
X,  y,  2  und  die  gebrochene  Linie  OP'Q'Jt  der  Coordinaten 
§,  r,,  t  auf  die  Normalen  x' ,  y' ,  z  der  coordinirten  Ebenen 
yz,  zx,  xy  normal  KU  projieiren.     Man  erhalt  wie  §,  18,  2 

y  casyy'   =   ^  cos^y'  +  17  wsr,y'  +  ?  cosfy' 
zcosaa'    =  Icos^a'  +  ,  cos-,/  +  S  cos?«' 

nebst  den  AusdrUclten  für  den  Quadrat -Vector  Oä"^  (§.  45,  8! 
a;*  +  y*  +  s=  +  2i/2  cosya  +  2«a:  cosza;  +  2^:^  cus^j 
=  ^2  +  1,=  +  £2  +  2j7?  cos-^e  +  2?£  cosbl  +  Un  cosS>? 
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3,  Eine  ganze  Function  der  x,  y,  z  wird  durch  die  an- 
gezeigte lineare  Substilulioii  in  eine  Function  desselben  Grades 
der  ^,  71,  'C  Irans formirt.  Die  linearen  Formen  iccosa^a;',  ym^yy' 
z  cosE^'  haben  nai^h  §.  46,  12  die  Determinante 

:  cos|:k'    oos^a^'    cos^a:'  j 

j  cos^y'     cosijy'     cos?;/'      =  singi??  sina^ys' 

folglich  ist  die  Delerminanle  der  linearen  Substitution 
clet[,r,y,2)  = 


positiv  oder  negativ,  je  nachdem  die  Ecken  %iit  und  aiys  eines 
Sinnes  sind  oder  conlrUren  Sinnes.  Nach  §.  46,  15  findet  man 
weiter 

I    COSIJS        cos^s     I 

wo  %'  die  Kormale  der  Ebene  j;t,  u.  s.  w, 

4.  Die  9  Goeffieienlen  der  linearen  Substitution  (1)  sind 
nicht  unabhängig  von  einander:  je  3  Goeffieienlen,  welche  einer 
Colonne  angehören,  sind  durch  eine  Gleichung  (§.45,8)  ver- 
bunden.    Demnach  sind  die  Coefficienten  einer  Colonne  durch 

2  Parameter,  alle  Coefficienten  durch  6  Parameter  ausdrückbar. 

Wenn  die  Ecke  ^j;  "Q  einer  gegebenen  Ecke  gleich  und  ähn- 
lich ist,  so  wird  ihre  Lage  zu  der  Ecke  xya  durch  3  willkür- 
liche Elemente  bestimmt.  Denn  in  dem  Kugelschnill  der  beiden 
Ecken  ist  durch  die  beiden  Winkel,  welche  die  Bogen  x%  und 
y^  mit  xy  bilden,  der  Punet  %  eindeutig  bestimmt.  Alsdann  ist 
durch  den  Winkel,  welchen  der  Bogen  ^i;  mit  x%  bildet,  der 
Bogen  ^i;,  und  endlich  durch  die  Voraussetzung  das  Dreieck 
^i;t  eindeutig  bestimmt. 

Wenn  demnach  die  Ecken  |i/^  und  xyz  gleich  und  ähnlich 
sind,  so  sind  die  Coefficienten  der  linearen  Substitution  durch 

3  Parameter  ausdrückbar.  Wenn  insbesondere  die  Coordinalen 
Xj  y,  z  und  die  Coordinalen  ^,  );,  t  rechtwinkelig  sind,  mithin 

3P5   +   y=   +   «ä     =     |2    +   ,1^   +   J2 
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SO  sind  dii!  CooffiL'iciilen  der  Subsliluüon,  die  djinn  eine  orlho- 
gonale  Substitution  heisst,  von  El'ler  1771  und  1776  durch 
3  Parameter  rational  ausgedrückt  worden.  Die  Theorie  der 
orthogonalen  Substitution ,  welche  von  Gauchv  ,  Jacobi  ,  Cavlev 
u,  Ä.  weiter  ausgebildet  wurde,  und  auch  ausserhalb  der  Geo- 
metrie ihre  Bedeutung  hat,  ist  zusammenhängend  von  mir  vor- 
getragen worden  Determ.  §.  1i,  5  fl'.  Vergl.  Mahsis  Aufg.  II 
p.  50,  Hesse  Anal.  Geom.  des  Raumes  Vorl.  18.  Bhiot-Boüqi;bt 
Gcom.  analyt.  n"  423. 

5.    Die  quadratische  Form  der  x,  y,  z 
V  =  x^  -^  jß  +  z"^  +  2yz  cosi/:  4-  'Isic  iiaszx  +  Ixy  ca&xy 
hat  die  Determinante 

1  cmxx     cosxy     aof,zx  1 


Dabei  ist  adjcosa^a;  =  sin^ya,  adj  eosa;y  =  s\ayz^iazxcosx'y\ 
u.  s.  w.  (§.  46,  15).     Ferner  hal  die  quadratische  Form 

u  =   ax^  +  hy^  +  cz'^  +  Ifyz  +  2gzx  +  2hxy 

die  Determinante 

I  «    A  ?  1 

fi      b  /■      =  no'+  hh'+gg' 

U     f  -^l 

u.  s.  w.     Daher  ist  wie  §.  37,  6,  wenn  ^t  von  a,' ,   i, ,  ^  unab- 
hängig, 

d(it(«  +  -lf]  ^  d,i  +  d,X  +  d-il^  +  i^^ä 

wo  rffl  ^  detw,   rfg  ^  delf  =^  sin^rcys, 

rf,   =   a'-t-  h'-t-  c'+  2f'co6ye  +  2g' <:ot,zx  +  2h'v.o?,xy 

(^2  —   aim'^yz +  bi\n^zx  +  csm^xy 

+  2fi\mx  %\axy  e.a&y'z'+  2g  siaxy  siny^  cosz'x'  +  2h  i\nyz  sin^ai  ctf-xy' 

Wenn  durch   die  lineare   Substitution  (2),  deren  Determi- 
nanle    £   =   sin^ijC  :   sinxyz ,    die    Formen   u  und    v    in   die 
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386  Cap.  vm.    Punkte,  Strecken,  roligone,  Tetraeder. 

Formen   ü   und    V   der  J,    ij,   £  Iransformirl   werden,   so  ist 
bei  allen  X 

det((/+xr)  =  sBdet(«+J.r) 
1)^  +  D^X  +  D^)?  +  D^).^  ^   fi^d^  +  d^X  +  d-ii^  +  dii.'^) 

d.  h.  du,  d^,  d^,  d-^   sind  inviiriiint,  und  zwar  wie  §.  18,  3 


sm3g;j5  sin^a;!/«'       sia^^fi^         t^ia'^xfz' 

6.  Anstalt  der  rechtwinkeligen  Goordinaten  OP  =  x, 
PQ  =  y,  QB  =  £  des  Punctes  R  kann  man  polare  Coor- 
dinalen  zur  Bestimmung  dieses  Puncles  gcbrauehen.  Wenn 
die  Strecke  00,  auf  der  Geraden,  die  mit  der  Geraden  cc  den 
Winkel  9-  bildet,  den  Werth  q  hat,  so  ist 

a;  =   pcosff,       y  =■   psin» 

und  der  Punct  Q,  der  Ebene  xy  durch  seine  polaren  Coordi- 
naten  if',  (>  eindeutig  beslimml  [§.  iö,  4).  Durch  diese  Sub- 
stitution wird  eine  gegebene  Function  der  x,  y,  z  (des  Punetcs  Ä) 
in  eine  bestimmte  Function  der  polaren  Goordinalen  5-,  p,  z 
transformirt. 

Wenn  ^  gegeben  ist,  so  liegt  der  Punct  iJ  auf  einer  be- 
stimmten Ebene,  welche  die  Gerade  z  enthält  und  eine  gegebene 
Anomalie  (Äzimuth)  hat.  Wenn  ß  gegeben  ist,  so  liegt  B,  auf 
einem  bestimmten  Rotationscylinder,  dessen  Axe  die  Gerade  z 
ist,  und  der  einen  gegebenen  Radius  hat.  Wenn  s  gegeben  ist, 
so  liegt  R  auf  einer  bestimmten  Ebene,  die  mit  xy  parallel 
ist.  Demnach  ist  der  Punct  9\qz  ein  gemeinschaftlicher  Punct 
von  3  bestimmten  Flachen,  die  einander  paarweise  normal 
schneiden.  Der  Gylinder  hat  mit  den  beiden  Ebenen  noch  den 
Punet  ^1 — ß|s  gemein.  Die  polaren  Co  ordinalen  5',  g,  z  wer- 
den  auch   cylindrische  Coordinaten   des  Puneles  genannt, 

Anwendungen,  Wenn  q  eine  gegebene  Function  von  5-,  so 
liegt  Q  auf  einer  Spirale  der  Ebene  s-.y,  imd  B.  auf  einem 
Gylinder,   dessen  Normalschnitt  jene  Spirale  ist. 

Wenn  z  eine  gegebene  Function  von  p,  so  hat  auf  der 
Ebene  9-  =  const  der  Punct  R  die  rechUvinkeli^en  Coordinaten 
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OQ,  =  c,  Q.E  =  z,  und  li(!gl  auf  dem  Meridian  einer  Rota- 
tionsfläche um  die  Axe  z.  Bei  ^  =  fts  -t-  t  isl  die  Rotations- 
fläche ein  Kegel. 

Wenn  z  eine   gegebene  Function    von  &,   so   liegt  E  auf 
einer  Geraden,    die  mit   Oft  parallel  ist   und  x  in  einem  be- 
stimmten Punct  schneidet.   Man  findet  eine  ScliraubenfUche, 
deren  Gerade  die  Axe  z  normal  schneiden.     Insbesondere  hat 
man  ä  =  a5-  für  die  Ärchimedeische  Seh  raubenfläche,  also 
[z^aS',  g  =  i)  für  die  eyli ndrische  Schraubenlinie, 
(z  =  a>,  Q!=  bz  +  c)  für  die  conische  Schraubenlinie, 
z  =  ad'  und  Q  eine  gegebene  Function  von  z  für  andere 
Schraubenlinien.    Chasles  Ap.  hislor.  note  8.    Vergl.  unten  §.  33, 
Maünus  Aufgaben  11  §.  97. 

7,  Wenn  den  Geraden  OP,  OQ,  OB  auf  der  um  das 
Genimm  0  gelegten  Hulfskugel  (§.  46,  1)  die  Puncte  P',  Q',  R' 
entsprechen,  so  ist  durch  die  Bogen  P'Q,'  =  i)  und  Q'R'  =  rj 
der  Punet  R'  eindeutig  bestimmt;  daher  sind  *,  tj  recht- 
winkelige sphärische  Coordinaten  des  Kugelpunctes 
E'.  Wenn  k.  B.  der  llaupikreis  P'ü'  der  Horizont  der  Himmds- 
kugel,  P'  der  Südpunct  isl,  so  ist  der  Bogen  P'Q'  das  Azimuth, 
Q'B'  die  Höhe  des  Puncles  E'  der  Himmelskugel,  und  das 
Complement  der  Höhe  die  Zenilhdistanz  des  B'.  Wenn  der 
Hauptkreis  P'ü'  der  Aequator  der  Himmelskugel  und  P'  der 
Frühlingspunct,  so  isl  der  Bogen  P'Q' die  Reclascension,  Q'ß' 
die  Declination  des  Punctes  B'.  Wenn  der  Hauptkreis  P'Q' 
die  Eeliplik  und  P'  der  Frühlingspunct,  so  ist  der  Bogen  P'Q.' 
die  Länge,  Q.'B'  die  Breite  des  Punctes  B'. 

Ebenso  wird  durch  den  Winkel  if,  welchen  mit  dem  Haupt- 
kreis der  Puncle  P',  Q'  der  Hauplkreis  der  Puncte  P',  M' 
bildet,  und  durch  den  Bogen  des  letzlern  P'B'  =  y.  der  Punct 
E'  eindeutig  bestimmt,  so  dass  <p,  t  polare  sphärische 
Coordinaten  des  Kugelpuncles  R'  sind. 

Functionen  des  Kugelpuncles  i)-\rj  oder  (p\x  [l'unclionen 
der  Variableu  d,  tj  oder  f,  x]  sind  es,  welche  von  Gauss  1828 
iiKugelfunctionen«  genannt  wurden.    Werke  6  p.  (U8.  5  p.  (i30. 
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8.  Mit  Hülfe  des  Kugelpuncles  R'  wird  der  Puncl  Ii{x\t/\z] 
gefunden,  indem  man  auf  der  Geraden,  von  welcher  OB'  eine 
positive  Strecke  ist,  den  Veclor  OS  ^  r  abschneidet.  D;iher 
ist  der  Punct  B  durch  seine  polaren  Coordinalen  5-,  r/,  r  oder 
q>,  X,  r  eindeutig  bestimmt.  Diese  Coordinaten  werden  auch 
Kugelcoordinaten  des  Puncles  genannt. 

In  dem  einen  Fall  hat  die  Strecke  OB  die  rechtwinkeligen 
Coordinalen  OQ  =  rcost;  und  QB  =  rsinij,  die  Strecke  OQ 
hat  die  rechtwinkeligen  Coordinalen  OP  =  OQ,  cos5-  und 
PQ,  =  OQsin-5-,  also  ist 


In  dem  andern  Fall  hat  OB  die  rechtwinkeligen  Coordinalen 
OP'^^  rcosx  und  PB  =  rsin/,  die  Strecke  PR  hal  die  rechl- 
winkeligen  Coordinalen  PQ,  =  PB  eosf/i  und  Q.B  =  PB  sing?, 
also  ist 

Durch  diese  von  Ei'LtR  u.  A.  gebrauchten  Subslilulionon  wird 
eine  Funclion  der  x^  y,  z  ni  eine  Function  der  ^,  »j,  r  oder 
der  q>,  x,  *"  transformirt. 

Bei  gegebenem  &  liegt  der  Punct  B  auf  einer  Ebene  der  a, 
bei  gegebenem  y  auf  einem  Botalionskegel  der  Äxe  ;,  bei  ge- 
gebenem r  auf  einer  Kugel  um  das  Centrum  0  der  Puncl 
5-[i^|»-  ist  ein  gemeinschaftlicher  Punct  von  3  FUehen,  die  ein- 
ander paarweise  normal  schneiden.  Und  bei  gegebenem  »p  liegt 
Ji  auf  einer  Ebene  der  x,  bei  gegebenem  x  auf  einem  Rota- 
tionskegel der  Ase  x,  bei  gegebenem  r  auf  einer  Kugel  um  das 
Centrum  0:  der  Punct  ip\x\^  ist  ein  gemeinschafilicher  Puncl 
von  3  Flachen,  die  einander  paarweise  normal  schneiden.  Die 
übrigen  gemeinschafllichen  Puncte  der  3  Flächen  haben  andre 
Coordinaten, 

Man  erhält  besondere  Flachen  entsprechend  einer  Gleichung 
zwischen  &  und  j;,  zwischen  91  und  Z;  u.  s.  w. 

9.  Ueberhaupt  können  die  Werthe  p,  q,  r,  welche  3  ge- 
gebene Functionen  der  x,  y,  z  in  dem  Punct  B[x-^\z]  haben, 
als  Coordinaten  dieses  Punctes  gebraucht  werden.    Bei  gegebenen 
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p,  g,  >■  liegt  E  auf  3  bestimmten  Flächen  (§.  44,  3),  welche 
alle  den  Punct  ß,  und  paarweise  je  eine  Linie  gemein  haben. 
Daher  sind  die  Werfhe  p,  q,  r  von  R  gegebenen  Functionen 
eines  Punctes  brauchbare  Coordinaten  dieses  Piinctos,  insoweit 
die  MehrdeutigkeiL  des  l'unctes  p[q\r  sich  ausschliessen  lässl. 
Solche  Coordinalen  eines  Punctes,  die  krummlinig  von  LiMfi  1840 
genannt  wurden,  empfehlen  sieh  besonders,  wenn  je  3  Flachen, 
weiche  einen  Punet  bestimmen,  orlhotomisch  (orthogonal) 
sind,  d.  h.  einander  paarweise  normal  schneiden. 

Orthotomisehe  Flächenserien  sind  von  Dupin  1813  üevel. 
p.  236  ff,  bemerkt  worden.  Die  krummlinigen  Coordinaten  eines 
Punctes,  welche  zuerst  benutzt  worden  sind,  waren  die  auf 
Dupin's  Betrachtungen  gegründeten  elliptischen  Coordinaten 
[§.  24,  6).  Vergl.  LamE  1834  im  Journ.  de  l'Ec.  polyl.  Cah.  23 
und  dessen  Lecons  sur  les  coord.  curvilignes  1859. 

Ebenso  dienen  die  Werlhe  von  4  gegebenen  Functionen 
eines  Punctes  als  homogene  Coordinaten  desselben.  Vergl. 
unten  §.  ö2. 
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Csipitel  IX. 
Die  Gerade  und  die  Ebene. 

§.  48.    System  toii  Gleichungen  der  Geraden. 

1.  Wenn  der  Punct  P[a:\yz)  auf  der  Geraden  liegt, 
welche  die  gegebenen  Puncte  P,(a;^'y,i2j)  und  i2(3;2ls'2 1^2) 
enthält,  so  sind  die  Strcclien  P,  P  undP,  Pj  purallel,  und  man 

hat  (§.  45,  2) 

X  —  Xi  :  y  —  yi  :  z  ^  z,    ^   ic-i  —  X,  :  yi  —  j/,   :  S2  -  s^ 

ein  System  von  linearen  üleichungun  ftlr  die  Gerade 
der  S  Puncte.  Jedem  x  entspricht  ein  bestimmtes  ^  und  ein 
bestimmtes  s,  also  ein  bestimmter  Punet  der  Geraden. 

Wenn  der  Punct  P  die  Strecke  PjP^  nacli  dem  Verhaltniss 

1  theilt ,  so  liegt  er  auf  der  Geraden  P^  P^ ,  und  man  hat 
für  ihn 

_  xi~}.Xi  _  'Ji  —  i-yi        ,  _  si  — Asj 

l-A"  ^  ~     "I-Jl  "^  -      1-A" 

Die  Coordiiiaten  sind  gebrochne  Functionen  des  Parameters  A, 
Ihre  Zahler  sind  lineare  Functionen  von  X,  wie  der  gemein- 
sühoflHche  Nenner  1  ^  l.  Vermöge  des  Systems  der  3  Glei- 
chungen werden  alle  Puncte  der  Geraden  entsprechend  allen  X 
gefunden,  P^  bei  i  =  0,  P^  bei  A  =  oc ,  der  unendlichferne 
Punet  bei   A  ^  1,   u.  s.  w.     Nach  Elimination  von  X  bleiben 

2  lineare  Gleichungen  für  x,  y,  z. 

3.  Wenn  die  Strecke  P^P  mit  einer  gegebenen  Geraden 
parallel  ist,  so  haben  ihre  Ciiordinaleii  eine  negeliene  l'roixirlion 


y  Google 


g.  48.    System  von  Gleichungen  der  Geradon.  391 

f  :  g  :  h.  Dann  sind  /,  g,  h  homogene  Coordiiuilen  einer 
Richtung  (§.  45,  2),  und 

ein  Sysiem  von  Gleichungen  der  Geraden  s,  welche  einen  ge- 
gebenen P  und  a-,  y,  S|  und  eine  gegebene  Richtung/!^' A  hat, 
wo  /,  g,  h  nicht  alle  null  sind. 

Die  Zahlen  /,  g,  k  sind  die  Coordinaten  einer  Strecke  AB. 
deren  Gernde  inil  der  Geraden  s  parallel  ist,  so  dass  (§.  4ä,  8) 

AB-^  =  /-ä  +  ^,2  +  p  +  -igh  cosyj  +  2hffio%zx  +  tfg  coaxy 
AB  <:oixs   -  fcosxx  +  g  cosxy  +  h  e.asex 

u.  s.  w.  Wenn  nun  AB  ^  q  gesetzt  wird,  mithin  q  eine  der 
beiden  Quadratwurzeln  von  /^  -t-  . .,  so  ist  die  positive  Rich- 
tung von  s  festgesetzt,  also  eosa^s,  eosjs,  cosss  eindeutig  be- 
stimmt. 

;},     Aus  dem  System  (2)  folgt 

fty  —  g^  =  I^Vi  —  3^1  ^  —P 

fz  —  hx^  fz^  —hx, G 

gx  —  fy  =  gx,  —  fyi H 

wo  F,  G,  II  durch  den  gegebenen  Punct  und  die  gegebene 
Richtung  der  Geraden  s  bestimmt  sind,  aber  nicht  unabhängig 

von  einander,  sondern  durch  die  Gleichung 

fF  +  gG  +  kH  ^   U 

verbunden.     Setzt  man  nun 

21  ^  F  +  hy~  gz 
q  =.  —kO!  ^G  Jr'fz 
r   =  gx       -f,j  -t-II 

SO  ist  bei  allen  a;,  y,  z 

})x  +  qi/  +  i-s  =   Fx  +  Gij  +  Hz 
fp  •*■  gq  +  hr  —  fF  +  gG  +  hll  =  U 
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Demnach  liegt  der  Punet  a:\y\z  auf  einer  l)estinimlen  Genideii 
der  Richtung  f\(i\/i  zufolge  des  Syslems 

j,  =,  0,       9   =   0 
oder  üufolge  des  urweilerlen  Syslems 

p  ^   0,     2   =   0,     r  =  0,     fF  +  gG  +  hll  =   ü 
Vorgl.  die  §.  45,  1   dlirte  Abhandlung. 

Wenn  man  die  Gerade  durch  Ebenen,  die  der  Reihe  nach 
mit  den  Geraden  x,  t/,  z  parallel  sind,  uuf  die  coordinirlen 
Ebenen  projicirl,  so  erhalt  man  für  die  coordinirlen  Projeelio- 
nen  der  Geraden  die  Systeme 

(a:=ü,i>  =  0),     (2/  =  0,9  =  0),     (3  =  0,  r  =  0) 
bie  Gerade  hat  auf  den  coordinirlen  Ebenen  die  Puncte 

[r  =  0,   j,  =  O.i)  =  0)     d.i.    'r^]i)\£ 


4,  Das  System  von  Gleichungen  [p^O,  5  =  0) 
Geraden  hat  4  von  einunder  unabhängige  Coefficienlen  : 
wenn  A  nicht  null, 


durch  welche  das  System  bestimmt  ist:  die  Gerade  hat  4 
Coordinaten,  wie  die  Kugel  §.  45,  7,  also  5  homogene  Coor- 
dinaten  /,  g,  h,  F,  G,  oder  auch  6  homogene  Coordinaten/,  g,  h, 
F,  Q,  H,  die  durch  die  Gleichung  fF+  gG  +  kß  =  0  ver- 
bunden sind.  Die  Gerade  als  ein  durch  Coordinaten  bestimmtes 
Raumelemenl  wurde  eingeführt  von  Plücker  Philos.  Trans.  1805 
p.  725  (Liouville  Journal  4866  p.  337).  Neue  Geometrie  des 
Raumes  1868  und  ß9.  Vergl.  Fiidler-Salmon  Raumgeom.  1874, 
I  p.  63. 
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Die  Geraden  des  Raunies  bilden  eine  Quadrupelserie.  Wenn 
die  Gerade  einen  gegebenen  Punct  enlhciU,  so  sind  ihre  Coor- 
dinaten  durch  2  Gleichungen  verbunden,  und  2  derselben  frei. 
Wenn  die  Gerade  eine  gegebene  Linie  schneidet,  so  sind  ihre 
Goordinalen  durch  eine  Gleichung  verbunden  (§.  4i,  Ö),  und 
3  derselben  frei.  Wenn  if,  %,  ip,  (o  Functionen  der  Geraden 
sind  d.  h.  ihrer  Coordinaten ,  so  genügt  der  Gleichung  qt  ^  0 
eine  Tripelserie  von  Geraden  [ein  Complex  bei  Plücker), 
linear,  qnadralisch,  u.  s.  w.  Dem  irredueib ein  System  ((^  =  0, 
X  =  0)  genügt  eine  Doppelserie  von  Geraden  (eine  GongruenK 
bei  Plücker),  die  gemeinschaftliehen  Geraden  von  2  Complexen. 
Dem  System  ((jp  =  0,z^O,  i^^O)  genügt  eine  Serie  von 
Geraden,  die  Geraden  einer  Regelflache.  Dem  System  {(p  =  0, 
X  =  0,  jp^^O,  fu  ^  0]  genügt  eine  bestimmte  Gerade,  eine 
Gruppe  von  Geraden  (Polygramm). 

Der  Name  Regelflache  [surface  regime,  ruled,  geradlinig] 
rührt  von  >Ionge  her.  Applications  1795  §.  V.  Doppelserieu 
von  Goraden  waren  unter  dem  Hamen  Slrahlensysleme  von 
Malus,  Dupin,  IIamuton  1831  (Irish  Acad.  t.  16),  besonders  von 
Kummer  1889  Grelle  J.  61  p.  189,  Berl.  Monatsbericht  1864 
und  65,  Abh.  d.  Berl.  Acad.  1866,  und  Müuius  l.eipz.  Berichte 
1862  untersucht  worden. 

5.  Es  giebt  eine  Serie  von  Punclen  einer  Linie,  eine 
Doppelserie  von  Puncten  einer  Fläche.  Daher  bilden  die  Ge- 
raden eines  Punctes  eine  Doppelserie  entsprechend  den  Puneten 
einer  Flüche.  Die  Geraden  eines  Punctes,  welche  eine  Flüche 
berühren,  bilden  eine  Serie  (Kegel,  Ebene).  Es  giebt  also  eine 
Tripelserie  von  Geraden,  welche  eine  Linie  schneiden,  oder 
eine  Flüche  berühren. 

Eine  Doppelserie  bilden  femer  die  Normalen  einer  Fläche 
oder  einer  Linie;  die  Geraden,  welche  2  Linien  schneiden;  die 
Chorden  einer  Linie ;  die  Geraden,  welche  eine  Linie  schneiden 
und  eine  Fläche  berühren;  die  Geraden,  welche  2  Flächen  be- 
rühren; die  Geraden,  welche  eine  Fläche  2mal  berühren; 

ß.  Es  giebt  eine  Serie  von  Geraden,  welche  :1  Linien 
schneiden.     Denn  jeder  Punct  der   ersten  Linie  enthält  je  eine 
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Serie  von  Geraden,  welche  die  zweite  und  die  dritte  Linie 
projiiiiren;  diese  beiden  Serien  (Kegel)  haben  eine  bestimmte 
Gerade  gemein,  welche  die  3  Linien  schneidet.  Die  Geraden, 
welche  die  3  Linien  schneiden,  erfüllen  eine  Regelflüche.  In 
der  That,  wenn  die  Gerade  eine  gegebene  Linie  schneidet,  so 
giebt  es  eine  Gleichung ,  welche  die  Coordinalen  der  Geraden 
verbindet.  Also  bleibt  nur  eine  Coordinate  der  Geraden  frei; 
wenn  man  dieselbe  aus  dem  System  der  Geraden  eliminirt,  so 
erhalt  man  die  Gleichung  für  einen   Punct  der  RegelflJlche. 

Die  Geraden,  welche  3  gegebene  Gerade  schneiden,  liegen 
auf  einem  »hyperbolischen  Hyperboloid«.  Wenn  eine  der  3 
Geraden  unendlichfern  ist,  so  liegen  die  Geraden,  welche  2  Ge- 
rade schneiden  und  mit  einer  gegebenen  Ebene  parallel  sind, 
auf  einem  »hyperbolischen  Paraboloidu.  Stercom,  §.  i,  8.  Wenn 
überhaupt  von  den  3  Linien,  welche  eine  Regclfläche  bestimmen, 
eine  unendliehfem  ist,  so  sind  die  Geraden  der  HegclUilche  mit 
den  Geraden  einer  Ebene  oder  eines  Kegels  parallel,  und  die 
Regelflache  wird  in  der  descriptiven  Geometrie  (Stereotomie) 
ein  Conoid  genannt,  entgegen  dem  altern  Wort  gebrau  eh.  Vergl. 
unten  §.  53,  1. 

7.  Zwei  Gerade  haben  nicht  unbedingt  einen  Punct  ge- 
mein  (§.  4i,  5).    Man  setze 


1  ist  bei  allen  x,  y, 


-  =  b,-0+{ß!-ß)x 


I  u,-u-{a,^a)    «,-«  I 
I  v,-v-{b,-b)     ß,-ß\ 


Unter  der  Bedingung 
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hat  injin  demnach 

so  dass  «,  V,  U|,  f,  durch  eine  Gleinhun^  verbunden  sind,  und 
dass  die  beiden  Flächen  (Ebenen) 

congruiren.  Auf  der  ersten  Flache  liegt  die  Gerade  [u  =:  0, 
ji  =  0)  nach  §.  44,  2;  auf  der  andern  Flache  liegt  die  Ge- 
rade (mj  ^  0,  ;'|  =  0).  Also  liegen  unter  der  angej^ebenen 
Bedingung  die  beiden  Geraden  auf  der  Flüche 

I  "      "'""1   =  0 
und  haben  den  Puncl  [u  =  I),  ;-■  ^=^  0,  u,  ^^  0)   gemein  d.  i. 


SctKt  man  oben  (3)  p^  ^  F^  +  h^y  —  gyZ,  u.  s.  \v.,  so  ist 
unbedinf^t 

T'<P  +  tfi  3  +  fii  »■  +  /i)!  +  9ii.  +  hr, 
=  f,F-*-  g,G  +  k,H  +  fF,  +  gG,  +  hH^ 

mitbin  f,F+..  =0,  wenn  die  Geraden   (p  =  0,  g  =  0  ,  .  . ) 
und   [pi  =^  0,   5|  =  0,  .  .)    einen  Punet  gemein  haben. 

8.  Wenn  die  Coordinalen  a,  a,  b,  ß  der  Geraden  [u  =  0, 
t>  =  0)  gegebene  Functionen  des  Parameters  t  sind,  so  ent- 
sprechen allen  Werthen  des  Parameters  alle  Geraden  einer  Serie, 
welche  eine  Regelfliiche  erfüllen,  ,lede  Gerade  der  Serie  wird 
von  den  andern  im  Allgemeinen  nicht  geschnitten  (7).  Die  Ge- 
rade (a  ^  0,  f  ^  0)  des  Parameters  (  wird  jedoch  von  der 
Geraden  {u,  =  0,  u,  =  0)  des  Parameters  (,  geschnitten  unter 
der  Bedingung 
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iosbesondere   hei   verschwindender   Differenz    (,  —  (  unter  der 
Bedingung 


in  dem  Punct 

xda  =  —da,      !/rfa  =-   ada  —  ada,       zda  =   hda  —  ßdb 

\Venn  demmch  die  gegebenen  Functionen  «  et  h  ß  Aei 
Gleichung  dadß  =  db  du  genügen  so  wird  jede  Gendo  dei 
Serie  von  der  in  vei schwindender  Dist  inz  tilgenden  Geiiden 
geschnillen  die  Schmtlpuncte  liegen  luf  einer  Linie  welche 
der  Regellltiche  ingehoil  und  deien  Tingenten  die  Gen  den  dti 
Serie  sind 

In  diesem  Fill  hit  die  Re^elll  iche  die  TigensLhill  dist, 
sie,  ils  still  voi  lus^eset/t  mit  oinei  biegsinien  riiene  ohne 
Ausdehnun^en  und  ohnt  \trdichtungen  dei  letztem  [ohne  Risse 
und  ohne  Fillen)  bedeckt  weiden  knnn  odei  diss  sie  nis  bieg- 
sam vorausgesetzt,  ohne  Ausdehnungen  und  ohne  Vei dichlungen 
auf  eine  starre  Ebene  ausgebreitet  werden  kann.  Diese  be- 
sondre RegellUiche  heisst  deshalb  eine  Developpable  (in 
planum  explieabilis ,  surface  döveloppaWe) .  Ihre  Geraden,  die 
Geraden  einer  besondem  Serie,  sind  die  Tangenten  einer  Linie, 
welche  die  arMe  de  rebroussement ,  cuspidal  edge,  Rückkehr- 
kante der  Developpablen  genannt  worden  ist,  obgleich  Kante 
sonst  eine  Gerade  bedeutet. 

Wenn  die  Geraden  der  Begelfliichü  einen  Punct  gemein 
haben,  so  ist  sie  eine  Developpable,  ein  Kegel  oder  Gylinder; 
ihre  Rückkehrkante  ist  auf  einen  Punct  reduclrt,  Dass  es 
andre  Developpable  giebt,  und  zwar  unter  der  angezeigten  Be- 
dingung, wurde  von  Ehler  1771  entdeckt.  Nov.  Comm.  Petrop. 
1. 16:  De  soMis,  quorum  superficiem  in  planum  explicare  licet. 
Vergl.  Monge  Mem.  pr^s.  1780  t.  9  und  10,  von  dem  die  obigen 
Benennungen  herrühren,  sowie  das  Criteriuni  dafür,  dass  eine 
durch  ihre  Gleichung  gegebene  Vläche  eine  Developpable  ist. 
In  den  angeführten  Memoiren  wird  von  Monge,  Meusnieh,  Tinseau 
die  Begelflache,  wenn  sie  nicht  zur  Species  der  Developpablen 
gehört,  eine  surface  gauche  [skew,  gobba,  windschief)  ge- 
nannt. 
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Die  Geraden  a,  b,  o  einer  Regelfläühe  haben  aut  den  ge- 
rn ein  schnfl  liehen  Normalen  der  a  und  b,  der  b  und  c  die  Di- 
sltinzen  AA',  BB'.  Bei  verschwindenden  Dislfinzen  sind  Ä,  B 
beslimmtc  Punete  der  Geraden  a,  h.  Dieselben  liegen  auf  einer 
von  den  Normalen  AA',  BB'  berührten  Linie,  auf  der  von 
Monge  so  genannten  Strictionslinie  der  Regelflachc.  Än- 
sliill  dieser  Linie  erseheint  auf  einer  Developpablen  diu  Küek- 
kehrlinie  derselben,  deren  Tangenten  die  Developpable  crlflUen. 


§.  49.    Die  Gleichung  der  Ebene. 

1,  Die  Geraden  eines  gegebeueu  Puneles,  welche  eine  ge- 
gebene Gerade  sehneiden,  erfüllen  die  einfachste  Uegelfläche, 
eine  libene.  Der  gegebene  Fund  sei  x^\y^\z^,  ein  Punct  der 
gegebenen  Geraden  (p  ^  0,  g  =  0,  . .  §.  48,3)  sei  x^\y^\z2, 
ein  Punet  der  Geraden  12,  mithin  ein  Punct  der  Ebene  sei 
3:'y\z.     Dann  ist 

x  —  a;,  ;  !^  —  1/1  :  3  —  s,  =  iCj  —  a;i  :  i/a  —  r/i   :  ^i  —  s, 
F+hy-i- gz2   -^  ü     d.i.     o  +  Ä(yi -y,)  —  ff(s^  -  «i)   =   0 

wo  a  =^  F  -^  hy^  —  gz^ ,  der  Werth,  welchen  p  in  dem  Piinet  \ 
hat,  u.  s.  w.     Aus  dem  System 

17(372-3;,)  — A^ä  —  S'i)  +c  =0 

folgt  a{a^.^^x-^]  +  b(y.i-y,]  +  c{z^~z,)  =  0,  also 

für  den  Punct  x't/\z  der  Ebene.  Wenn  deninaeh  eine  üneare 
Form  der  x  —  x^,  y  —  y, ,  z  —  ^^  null  ist,  so  liegt  der  Punct 
x\y\z  auf  einer  Ebene  des  Puneles  x^\y^\z^.     und  wenn 

M  ^  ax  +  by  +  cz  +  d 

eine  lineare  Function  der  x,  y,  z,  so  ist  die  Gleichung  ersten 
Grades  «  ^  0  die  Gleichung  (des  Puneles  x\y\e)  einer  Ebene. 
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3.  Die  Gerade,  welche  2  Puiicle  der  Ebene  enlhall,  liegt 
auf  der  Ebene.  Dieser  unabänderlichen  Voraussetzung  der  Geo- 
metrie (dem  Axiom  von  der  Ebene,  Planim.  §.  1,  i)  genügt  die 
Gleichung  der  Ebene  u  =  0.  Wenn  u  in  den  Punclen  1 ,  2  die 
Werlhe  «,  =  «a:,  +  .  . ,  w^  =  aa^^  +  . .  hat,  und  wenn  der 
Puncl  x'ylt  auf  der  Geraden  12  liegt,  so  ist  {auf  Grund  des 
Axioms  nach  §.  4ä,  2) 


Unter  der  Voraussetzung,  das  1,  2  Puncle  der  Ebene  u  =  0 
sind,  hat  man  m,  =  0,  Mj  =  0,  also  «  =  0  d.  h.  x\f/\z  ist  ein 
Punct  derselben  Ebene, 

3.  Die  Gleiehung  der  Ebene,  welche  die  conrdinirten  Ge- 
raden a;,  y,  3  in  Ä,  B,  C  schneidet,  wird  unmittelbar  wie 
folgt  erhallen.  S,  die  §.  45,  1  citirle  Abhandlung,  Der  Punct 
B  der  Ebene  ABC  habe  die  Coordinaten  OP  =  x,  PO,  =  y, 
dR  =«:  z.  Die  Gerade  BC  wird  von  der  Geraden  AR  in  S  so 
geschnitten,  dass  OP  :  OA  =  SR  :  SA  zwischen  den  \r,tr- 
allelen  Ebenen  OBC  und  PQE.     Nun  ist 

OP  _  SJt^  _  SCR 
OA  ""  ~SA        TiCA 

u.  s.  w.,  folglich  durch  Addition  (§.  10,  2} 

X         y_       a         BCIi  +  CAR  +  ABR  _ 
ÖA  "*"  OB*  OC  ~  ABC 

Setzt  man  OA==—d:a,  OB^—d:b, 
so  erhält  man  ax  +  by-t-  cz-t-  d  =^  0. 

4.  Eine  Gerade  des  Nullpuncles  0  von  bestimmter  posi- 
tiver Richtung  wird  durch  n  bezeichnet ;  von  der  Ebene,  welche 
die  Gerade  n  in  iV  normal  schneidet,  habe  der  Punct  P{x\)/,z] 
die  Dislanz  RP.  Dann  ist  ON  +  BP  die  Normalprojeetion 
des  Veclor  OP  auf  die  Gerade  «,  mithin   [§.  iä,  6) 
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WO  NO  die  DiNlanz  des  Nullpuncles  0  von  der  Kbeno  isi.    Der 
Punet  P  liegt  auf  der  Ebene,  wenn  EP  =  0.     Aiso  ist 


die  Gleichung  der  Ebene,  welche  in  dem  Pun<rt  N  der  Geraden 
n  normal  au  dieser  Geraden  gestellt  ist,  und 

X  cosa;»  +  y  tosy«  +  z  cossra  +  N'O  =  0 

die  Gleichung  einer  parallelen  Ebene.     Vergl.  §.  29,  3. 


5.     Die  Ebene  x  cos 

xn 

■+■ 

y  casyi 

-t-2 

cos 

n  +  NO 

=  0 

yuirt  mit 

der  Ebene 

da 

+ 

hy  + 

cz  + 

d  = 

:  0    unter 

den 

ingungen 

Indem  man  in  der  Gleichung  (§.  45,  8),  durch  welche  cosa 
cos)/K,  cos  an  verbunden  sind,  deren  Worlhe  subsliluirl,  i 
hellt  man 


zur  Berechnung  von  X  aus  a,  b,  c.  Nach  §.  46,  8  und  15 
ist  A*  sin^a^i/i  eine  quadratische  Form  der  osinyz,  b  simx, 
c  sinart/  mit  den  Coefficienlen  eosa;'a:',  cosa^'^',  . . ,  d.  h.  a  s'ini/z, 
&  sio^a:,  csina;y  sind  die  Coordinalen  einer  Planfigur  der  Ebene 
ax -t- by -i- C2 -t- d  =  0  oder  einer  parallelen  Ebene.  Die 
Fläche  der  Planfigur  ist  Asina;!/2,  eine  der  beiden  Quadrat- 
wurzeln von  a^sm'^yz  +  ...  Durch  das  Zeichen  der  Flüche 
sind  der  positive  Sinn  der  Ebene,  die  positive  Richtung  ihrer 
Normale  n,  also  cosa;n,  cosyn,  cossn  bestimmt. 

In  der  That,  wenn  P{x\y\i]  ein  Punet  der  Ebene,  so  ist 
das  Prisma,  dessen  Basis  auf  der  Ebene  liegt,  und  dessen 
Lüngenliante   OP  ist,   gleich   dem  Prisma   derselben  Basis  mit 
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der  Höhe  ON.  Diis  Prisma  der  Basis  a  smyz\b  sinzx' c  sh\xy 
und  d<!i-  Länijcnltimte  x\y'3  hat  nach  §.  i6,  i)  das  Volum 

(OiC  +  &y  +  cs)Mina^i/s 
Das  andre  Prisma  hat  das  Volum 

l  sina^yz  .ON  ^   —  d  staxyz 
Also  isl  ax  -^  ly  +  cz  +  d  =  (i,  wie  oben. 

6,  Zufolge  der  Gleichungen  [5)  sind  a,  6,  c  die  Noi'mal- 
projcclionen  auf  a-,  y ,  z  von  einer  Strecke  der  Geraden  n. 
Durch  die  Proportion  derselben  wird  die  Proportion  der  Coor- 
dinaleu  der  Strecke  hoslimmt,  die  Richtung  [§.  45,  9),  zu 
welcher  die  Ebene  ax  -^-  .  .  =  0  normal  gestellt  ist.  Ebenen, 
die  zu  derselben  Richtung  normal  gestellt  sind,  sind  parallel, 
haben  ihre  unendlichEernen  Geraden  gemein ,  haben  gleiche 
Stellung.  Also  sind  a,  h,  e  die  homogenen  Coordinaten 
einer  Stellung,  einer  unendlichfernen  Geraden,  welche  Ebe- 
nen gleicher  Stellung  gemein  haben.  Die  Stellung  a|6|c  isl  die 
Siellang  der  Ebene  ax  +  bt/  +  cz  -t-  d  ^^  0  und  der  Plan- 
figur  a  sinyz|  i  sinsa:  |c  sina^y. 

Wenn  u'  ^  a'x  +  l'y  +  a'z  +  d',  und 

gegeben  isl,  so  hat  man 

a  +  fcö'  =.   U,     &  +  ü6'  =   0,     c  +  kc'  -=   0,     u  +  ku    ^-   d  +  kd' 

Dabei  unterscheiden  sieh  die  Functionen 

«,      -ku',      ä("-4»') 

nur  durch  die  conslanlen  Glieder 

d,     —kd',     ii(d  —  kd') 

Folglich  haben  die  Ebenen  m  ^  0,  «'=0,  ii  —  ku' ^  0  die- 
selbe Normale,  gleiche  Stellung.  Der  NuUpuncl  0  hat  von 
diesen  Ebenen  die  Distanzen  NO,  N'O,  N"0,  so  dass  (4) 

A.JVO  =  d,     l.N'O  =  -kd',     }..N"0  =  \{d  —  kd') 
JV"0  -  4(Ä"0  +  JV'0} 


y  Google 


§,  49.    Diu  fileichunji  der  Ebene.  iOI 

Also:  Bei  konstantem  w  +  ku'  sind  die  Ebenen  w  =  0,  m'  ^  0, 
u  — fc«'=  0  parallel;  die  Schicht  der  beiden  ersten  wird  von 
der  dritten  Ebene  halbirt. 

7.  Die  Ebene  ax  -i-  bj/  -t-  C2  =  *3  der  Stellung  a\b  c  enl- 
hall  den  Nullpiinet  0  und  den  Punct  P[x\y\z).  Wenn  der 
Vector  OP  die  Riehlung  f\g  \  h  hat,  A.  \\.  x  :  y  :  z  =  f :  g  :  h, 
so  ist 

af  +  bg  +  ch  =  0 

die  Bedingung,  unter  welcher  die  Richtung /j^fjA  in  der 
Stellung  a|6|c   enthalten,    eine  Gerade  jener  Richtung  mit 

einer  Ebene  dieser  Slellunj^  parallel  ist.  Wenn  auch  die 
Richtung  f'\g'\h'  in  der  Stellung  a\b\c  enthalten  ist,  d.  h, 
af  ■\-  bg'+  ch'  =  0,  so  ist 

b     _|i'M.|''''|.l''''| 

'      ■  \ff'    h'\  '  \h'    f'\   -  \f    g'\ 

Durch  zwei  Riehtungen  ist  eine  Stellung  bestimmt. 

Die  Strecke  f\g\h  der  Geraden  n  sei  q,  eine  Quadrat- 
wurzel von  /2  +  . .  (§.  45,  8) ;  dann  ist  die  positive  Richtung 
der  Geraden  n  bestimmt,  und  man  hat 

0   =  feosxn  +  y  cosi/n  +  k  cossn 
Q  Msxn  =  f  coixx  +  -  . ,      &  cosi/»  =  f  coaxi/  +  . . 

Wenn  nun  die  Richtung  f\g\h  normal  ist  zu  der  Stel- 
lung «|6|c,  so  ist  l  cosa^n  =  «,..,  folglich  sind  a,  6,  c  mit 
/,  g,  h  durch  das  System  verbunden 

af  +  hg  ■¥  ch  ^   Iq 

Bei  einem  rechtwinkeligen  Trieder  xyz  ist 

^■.b:c^f:g:h 

die  Bedingung,  unter  welcher  die  Richtung  f\g\h  normal  ist 
zu  der  Stellung  a'b\t:. 
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8.  Wenn  u  =  ax  -{-  by  +  es  -i-  d,  so  ist  u  =  0  diu 
Gleichung  einer  Ebene,  welche  die  Geraden  [traees) 

(«  =  0,^  =  0),      („_o,  ;,  =  0),      («=0,^  =  0) 
auf  den  coordinirlcn  Ebenen  enthalt,  und  die  Puncte 
(u  =  0,  j,  =.  0,  2  =  0),      («  =  0,  »  =  0,  «;  =  0) 
(»  =  0,  ^  =  0,y  =  U) 
auf  den   coordinirten  Geraden.     Die  Ebene  enthält  den  Punct 
^1 1  ^1 1  ■^i    unter   der    Bedingung    ax^  +  by^  +  c^,  +  d  =   0, 
u.  s.  w. 

Wenn  d  ^  0,  so  enthüll  die  Ebene  den  NuUpunel;  wenn 
a  =  0,  so  enthält  die  Ebene  den  unendlichfernen  Punct  der 
Geraden  x,  und  ist  mit  derselben  parallel;  wenn  a  =  0, 
6  =  0,  so  enthält  die  Ebene  die  unendlich  fernen  Punete  der 
Geraden  sc,  t/,  also  die -unendlichferne  Gerade  der  Ebene  xj/; 
wenn  a  =  0,  6  =  0,c  =  0,  so  sind  alle  Punete  der  Ebene 
unendliehfern,  die  Ebene  ist  die  unendiichferne  Ebene  des 
Raumes,  unabhängig  von  dem  Trieder  xyt.  Stereom.  §.  1,  i. 
Z.  B,  bei  eonstantem  u  +  ku'  ist  die  Ebene  u  ■+■  ku  ^  0  (ii) 
unendüchfern.  Die  Ebene  631  -t-  c^  +  d  =  0  ist  mit  der  Ge- 
raden X  parallel,     U.  s.  w. 

Jeder  Wahl  der  Coefficienten  a,  b,  c,  d  entspricht  eine  be- 
stimmte Ebene.  Da  die  Gleichung  der  Ebene  durch  die  Pro- 
portion ihrer  Coefficienten  bestimmt  ist,  so  ist  die  Ebene  ein 
durch  (3  freie)  4  homogene  Goordinaten  bestimmtes  Kaumele- 
menl,  wie  der  Punct.  Die  Ebene  a|i|c|d  ist  diejenige,  deren 
Punct  x\y\z  der  Gleichung  ox  -^  by  +  cz  -\-  d  =^  0  genügt. 
PlAcor  1830  Grelle  J.  6  p.  107.  9  p.  124. 

9.  Es  giebt  eine  Tripelserie  von  Ebenen  entsprechend 
allen  Werlhen  der  3  freien  Goordinaten  der  Ebene.  Wenn 
K,  L,  M  Functionen  der  Ebene  (ihrer  3  freien  Goordinaten) 
oder  Formen  ihrer  homogenen  Goordinaten  a,  6,  c,  d  sind,  so 
genügt  der  Gleichung  ^  =;  0  eine  Doppelserie  -von  Ebenen. 
Diese  F.benen  berühren  eine  Flache,  die  Enveloppe  der  Doppel- 
serie,    Wenn  K  linear   ist,    z.  B.    ax^-^  hy^  -H  es,  -f-  dt^  ,    so 
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genügen  der  Gleichung  K  ^  9  alle  Ebenen,  welche  den  Puntt 
*i  :  'li^i  ■  'iki  =  'i  enthalien.  Als  Enveloppe  der  Doppel- 
serie erscheint  dieser  Punct,  daher  heisst  K  =  Q  die  Glei- 
chung des  Punctes  [der  Ebenen  des  Punctes) .   Vergl.  §,  28,  2. 

Dem  System  [K  =>  0,  L  =  0)  genügt  eine  Serie  von 
Ebenen,  Dieselben  sind  die  gemeinschaftlichen  Ebenen  von 
2  Doppelserien,  und  berühren  2  bestimmte  Flächen.  Jede  Ebene 
der  Serie  hat  mit  der  in  verschwindender  DisUinK  folgenden 
Ebene  eine  bestimmte  Gerade  gemein:  die  Geraden  erfüllen 
eine  Developpable,  und  berühren  eine  Linie,  die  Rüekkehrkanlc 
der  Developpablen  (§.  48,  8.  S.  unten  §.  54,  11). 

Wenn  K  und  L  linear  sind,  so  enthalten  die  Ebenen  der 
Serie  (Z  =  0,  i  =  0)  die  Puncle  ^  =  0,  i  =  0,  mithin 
die  Gerade  der  beiden  Puncle.  Als  Bückkehrkante  erscheint 
diese  Gerade,  daher  ist  [K  =  0,  L  —  0)  ein  System  von 
Gleichungen  der  Geraden  d.  i,  der  Ebenen  der  Geraden. 
Aus  dem  System 

[asci  +  hi/i  +  ez,  + dt,  ='   Ü,   ax^  +  bi/i  +  CZ2  +  dt2   =  ») 
folgt  das  System  von  3  Gleichungen  (Punclen) 
{xt)d  +(xy)6  — (2x)c  =  ü 

{zj:)a-{y^)b   +  {zf)d    =  0 
dessen  Cocfficienlen  [xt]  =  x^t^  —  x^ti,  u.  s.  w.  durch  die  Glei- 
chung 

[y^)ia:t)  +  (zx){yt)  +  [xs){zl)  =  i> 

verbunden  sind.  Vergl.  §.  50,  1.  Die  Coefficienlcn  des  Systems 
der  drei  Puncte  sind  homogene  Coordinalen  der  Geraden 
(§.  48,  3  und  i),  auf  der  die  Puuele  a:,|i/i|2,j(i  und  x^  y^^l^^lh 
liegen. 

Dem  System  (fi:  =  0,  i  =  0,  M  =  Q]  genügt  eine  be- 
stimmte Ebene,  eine  Gruppe  von  Ebenen,  ein  Polyeder. 

10.  Wenn  die  Ebene  a|fc|c|<i  d.  i.  ax-i-b)/  + cz-i-d  ==  d 
den  Punel  4  enthalt,  dessen  Conrdinaten  a:, ,  y,,  :,  sind,  so 
hat  man  ax,  +  6y,  -)-  es,  +  d  =  0,  folglich 

a{3:  —  x,j  +  b{y  —  yO  +  c(j  — 3,)   =   0 
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für  die  Ebene  des  Punetes  1 .  Dabei  bleibt  die  SLellung  a  :  b  :  c 
unbestimmt :  es  giebt  eine  Doppelsei-ie  von  Ebenen  eines 
Punclcs. 

Wenn  die  Ebene  die  Puiicte  1,  2  enthalt,   so  hyl  man  ein 
System  von  3  Gleichungen,  vermöge  deren  k.  B. 

\ax-*-by        z      11 

«■X\  +  &jr,        3,       1    ^   0 
I  axi  +  hy-i      z^     1   | 

d.  i.  ^  "  \J      HU  M    _   0 

I  a(a:,  —  a:2)  +6(^1  — 2/2)     Zy~z^   \ 

für  die  Ebene  der  Puneie  1,  2.  Dabei  bleibt  a  :  b  unbestimmt: 
es  giebt  eine  Serie  von  Ebenen  zweier  Puncle. 

Wenn  die  Ebene  die  Puncte  1,  2,  3  enthalt,  so  hat  man 
ein  System  von  4  Gleichungen,  also 


In  der  Thut  ist  das  Tetraeder  der  Puncle  1,  2,  3,  x\y\z  null 
(§.  46,  10),  Durch  Entwickelung  der  Determinante  nach  der 
letzten  Colonne  erhält  man  die  Gleichung,  durch  welche  5  Puncte 
des  Raumes  verbunden  sind  (§.  46,  11),  nämlich  der  Nullpunct 
und  die  4  Puncte  \,  2,  3,  x\y\z. 

Wenn  die  Puncte  1,  2,  3  auf  einer  Geraden  liegen,  so  ist 
die  Ebene  derselben  unbestimmt.  In  der  That  ist  dann  die 
Determinante  unbedingt  null,  weil  nach  Subiraction  der  zweiten 
Zeile  von  der  dritten  und  vierten  Zeile  die  Elemente  der  bei- 
den letzten  Zeilen  dieselbe  Proportion  haben. 

Wenn  der  Punct  3  unendlichfern  ist  in  der  Richtung /ItfU, 
so  hat  man  af+bff-t-ch  =  0  (6)  als  vierte  Gleichung, 
folglich 


ftlr  die  Ebene  der  Puncle  1,  2  und  der  Richtung /|^]A. 
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11.  Die  §.  48,  3  belrachlete  Gerade  [p  =  0,  9  =  0)  liegt 
auf  der  Ebene  ^  -j-  fcg-  =  0  bei  allen  fc.  Wenn  p  +  kq  in 
dem  Puncl  \  den  Werlh  pi  +  kq^  hat,  so  enthält  die  Ebene 
p  +  fcg-  =  0  den  Punct  1  unter  der  Bedingung  p,  +  fcg,  ==  0. 
Also  ist 

i>9i  — i'iS  =  0 
die  Ebene  der  Geraden  (p  =  0,  5  =  0)  und  des  Punctes  \. 

Da  unbedingt  fp  +  gq  +  hr  =  0,  mithin  r  eine  lineare 
Form  der  p,  q,  so  isl 

ap  +  (Iq  +  yr  =  0 

die  Gleichung  einer  die  Gerade   [p  =  0,  5  =  0)   enthaltenden 
Ebene.     Ihre  Stellung 

j^  y  \  .  \y  "LI"  ^1 

\s    h^  ■   \h    f\'  \f    gl 
enthält  die  liiehtung /'j  i/'|/i'  unter  der  Bedin£;ung 

\cc     ß     y  i 
\f     9     Ä      =  ü 
I  r    9'    'i'  1 
Nun  ist  ap  ■\-  ßq -^  yr  ^  0,  fp  '\-  gqA-  lir  =  0,  folglich 

fp  +9'i  +  &'r  =  ü 
oder,  wenn   {gh)  =  gh' —  g'/t,  u.  s.  w. 

(ffh)^  +  {hf)y  +  ifg)^  ■¥  f'F  +  g'G  +  h'H  ~   0 

die  Ebene  der  Geraden  (p  =  0,   5  =  0)  und  der  Kieh- 
tung  /\g'\h'. 

Wenn  ferner  p'  ^^  F'+  h'y  —  g'z,  u.  s.  w.,  so  ist 
-  {gh)x  -  {hf)y  -  {fg)^  +  fF'+  gG'+hH'  =  0 

die  Ebene    der   Geraden    (// =  0,   5'=  0)    und   der  Riehtnng 
/[gilt.     Unter  der  Bedingung 

fF'+  gG'+  h  H'+  f'F  +  g'G  +  h'II  =  « 
congruirt  diese  Ebene  mit  jener,  die  beiden  Geraden  liegen  auf 
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der  Ebene  /'p  +  g'q  -t-  h'r  =  0 ,   und  haben  einen  Punet  ge- 
mein.   Vergl.  §.  48,  7. 

Wenn  aber  p'  ^  F'+  hy  —  gz,  u.  s.  w.,  so  sind  die  Ge- 
raden (;)  :=  0,  5^0)  und  (p' =  0,  q' ^  0)  parallel.  Die 
Ebene  p  +  «g  =  0  ist  die  Ebene  der  parallelen  Geraden, 
wenn  sie  mit  der  Ebene  p'-\-  ßq'  =  0  conf(ruirl.  Daüu  ist  er- 
forderlieh, <lass 

ß  =   a     und     J^  +  nG  =  i"+  aG' 
Also  ist 


die  Ebene  der  parallelen  Geraden.     Weil  auch  fF'+ gG' 

+  hH'  ^  0,  so  ist 

p  \  q  :  r  =  F  —  F'  :  G  -  G'  :  H  —  H' 


§.  50.    Zwei  und  mehr  Ebenen. 

1,     Wenn  u,  n',  ..   lineare  Functionen  des  Punctes  i 


u   =   ax  +  by  +  cs  +  d 

SO   haben   die  Ebenen  «  =  0   und  w' =  0  die  Linie  («  =  0, 
u'^  0)  gemein.     Zufolge  dieses  Systems  ist 

\  a      d  +  by  +  cz    \ 

I  o'    d'+  b'y  +  CS  I   ""     '    *  e^  ""^      i  "'         +     y  +  cz  ,   '^ 

I  ö,     ax  +  d  +  et  \   =  0,       I  c,     aa^  +  Sy  +  rf  I   -=   U 
odor  entuickelt,  wenn   [ad]  =  ad' — «V,  u,  s.  w. 
(ad)     +[ab),j^{ca)z   ^   0 
~iab)x  +  {bd)     +  ibc)z   =   0 

Dabei  ist   {ad]{bc]  +  {bd){ca]  -^  {cd]{ab) 
I  ad'—  ad     a     a     1 

=    I  bd'—  b'd     b    &'   I    =   0 
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Also  ist  die  Linie  (»  ^  0,  m'=  0)  eine  Gerade,  und  [bc], 
{ca],  [ab],  (ad),  (bd),  [cd]  sind  homogene  Coordinaten 
der  Geraden  (§.  48,  3  und  4),  welche  die  Ebenen  a\b\c\d 
und  a'\b'\c']d'  gemein  haben.  Ihre  Richtung  {bc)\{ca)\{ab) 
ist  die  gemeiuschaflliche  Richtung  der  beiden  Stellungen  a\b\c 
und  a'|6'|o'  (§.49,6). 

Wenn  die  beiden  Ebenen  gleiche  Stellung  haben,  d.  h. 


so  sind  [bc],  [ca),  [ab)  null,  die  gemeinsehaftlicbe  ItichUing 
der  parallelen  Ebenen  ist  unbestimmt.  Die  gemeiuschaflliche 
Linie  [m  =  0,  u' ^  d]  ist  die  unendlich  ferne  Gerade  der  Ebene 
«  ^  0  und  der  parallelen  Ebene  u'  =^  0.  Denn  sie  liegt  auf 
der  Ebene  k  +  ku'  ^  0,  d.  i.  auf  der  unendlichfernen  Ebene 
(§.  49,  8),  weil  u-\-ku'  ^  d+  kd'. 

a.  Drei  verschiedene  Ebenen  w^O,  u'=0,  ü"=0 
haben  entweder  einen  Punct  gemein,  oder  eine  Richtung  (einen 

unendlich  fernen  Punct) ,  oder  eine  Gerade ,  oder  die  Stellung 
(ihre  unendlichferne  Gerade).    Das  System  giebt 

\  ax  +  d,b,  c  \  ^  0.  I  a,  6f/  +  <7,  c  I  =  0,  |  a,  &.  es  +  li  ,  =  Ü 
{ah<:)3^  +  {dbc)   ^   (I,     {ahc)y  +  {a(U)  ^   Q,     {ahc)z  +  [abd)   =  d 

und  hat,  wenn  nicht  alle  Delorininanten  3ten  Grades  null  sind, 
die  Lösung 

x:y:z:^i   =   (dbc)  :  (ade)  :  (abd)  :  (^hc) 

für  einen  bestimmten  gemeinschaftlichen  Punct  der  Ebenen. 

Wenn  [abe]  nicht  null,  so  ist  der  gemeinschaftliche  Punct 
endlichfern.  Wenn  (abc)  ■=  0,  [dbc]  nicht  null,  so  ist  n:  un- 
endhch,  d  :  x,  d'  :  cc,  d" :  x  verschwindend,  folglich  x,  y,  z 
durch  das  System  bestimmt 

ax    +  by    ■*■  ex     =   0 
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dessen  Determiüantc  null  ist.  Unter  der  Voraussetzung,  dass 
eine  der  Subdeterminanten  2ten  Grades  z.  B.  [bc]  nicht  null 
ist,  ist  die  dritte  Gleichung  dieses  Systems  Überflüssig,  und 
das  System  hat  die  Lös  uns; 

^■.  ,,:z  =   {bc)  :  {ca)  :  {ah) 

für  den  gemeinsehaftlichen  unendlich  fernen  Puncl,  die  gemein- 
schaflliche  Richtung  der  3  Ebenen. 

Wenn  aber  alle  Determinanten  3len  Grades  null  sind,  und 
[bc)  nicht  null,  so  ist  in  allen  Puncten 


I& 


mithin  die  Gleichung  u"  =  0  neben  dem  System  [u  =  0, 
!('=  0)  überflüssig.  Die  3  Ebenen  haben  die  Gerade  (w  =  0, 
«' =;  0)  gemein,  welche  endhchfern  ist  oder  unendliehfern. 

3.  Beispiel.  Es  sind  3  Gerade  gegeben;  eine  Ebene  der 
ersten  schneidet  die  zweite  in  dem  Puncl  F,  die  dritte  in  dem 
Punct  6;  gesucht  wird  die  Mitte  H  der  Chorde  FG.  Die  erste 
Gerade   sei  z[x  ^Ü,  y  =  O),   die   zweite  sei  mit  y  parallel 

[x  =  2n,  e  =  0),  die  dritte  sei  mit  x  parallel  [y  =  26, 
z  ^  2c).  Eine  Ebene  der  ersten  Goraden  a;  +  /(y  ^=  0  ent- 
halt den  Punct  F 

{a:  =  2a,  a;  +  ^j/,  2  =  U)     d.i.      ■la\~J-"-\i^ 

und  den  Punct  G 

(x  +  ny  ^  t),  y  ^2b,  z  ^  2c)     i\.  L     —2hti\2h\2c 
Daher  hat  man  die  Mitte  a:\y  z  der  FG 


folgheh  [x  —  a){j/  -^  b]  =  ab.    Die  Mitten  aller  Chorden  FG 
liegen  auf  der  Ebene  z  =  c  und  zwar  auf  der  Hyperbel,  deren 

Asymptoten  die  Geraden  x  ^  a  und  y  =^  b  sind. 
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4.  Vier  Ebenen  haben,  wie  die  Geraden,  welche  durch 
2  Paare  Ebenen  bestimmt  werden,  nicht  unbedingt  einen  Puncl 
gemein  {§.  48,  7).  Es  sei  w,-  =  a,-a:  +  ij-y  +  CfZ  -i-  d^.  Wenn 
die  Ebenen  «^  =  0 ,  «j  =  0 ,  »^  =  0 ,  v^  =  0,  also  anch  die 
Geraden  («,  =  0,  u^  =  0)  nnd  {>i^  =  0,  u^  =  0}  den  Puncl 
a;[yJ3  gemein  haben,  so  ist 


1^3    <h 


also  eine  der  4  Gleichungen  überflüssig.  Die  4  Ebenen  haben 
keinen  gemeinschaftlichen  Punct,  wenn  die  Determinante  ihrer 
Coordinaten  nicht  null  ist.  Durch  Entwickelung  nach  den  bei- 
den ersten  Zeilen  hat  mau 

(abcd)   =   {iiC,){a^d,)  +  {.;,a^)(_b:,<h)  +  {a,h,){c,d,) 

ausgedrückt  durch  die  homogenen  Coordinaten  (1)  der  beiden 
Geraden  [«,  =  0,  ji^  =  0)  und  («3  =  0,  ü^  =  0).  Vergl. 
§.  48,7  und  §.49,  11. 

5.     In  allen  Punclen  ist 

{abcd)  =   (abcu)   =  «,  rf,  +  M;  J^  +  «3  1(3  +  ii,ä^ 

WO  (S;  die  Adjuncte  des  Elements  rf,-  bedeutet.  IJahcr  sind 
(§.  49,  6] 

u^ä,  +  M^ifä   =   0     und     U3J3  +  u^öi   =   0 

die  parallelen  Ebenen,  von  denen  die  eine  die  Gerade  (u,  ^=  0, 
«2  =  0),  die  andre  die  Gerade  (m^  ^  0,  «^  =  0)  enthält,  und 
deren  Schicht  von  der  Ebene 


halbirt  wird. 

In  der  That  ist 


H,  cS,  +  «2  Ja  =   Ax    +  JSy   +  d   +  D 
1I3S3  +  M,tf,   =   A'x  +  B'ij  +  d  +  i>' 
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«I 

h 

Cl 

a, 

«s 

h 

Cj 

a-i 

% 

Jh 

"3 

0 

a, 

h 

•^i 

0 

II.  s.  w.,  folglieh  ist 
A  +  A'  ^  ü,    B  +  B'  =^  ü,    0  4 


7J  +  I»   =  (ffftcrf) 
4<J,  =  0 


Wenn  nun  der  Nullpunct  0  von  den  Ebenen  w,^,  ■ 

und  "3^3 +  "4^4=  0   die  Distanzen   NO  und  N'O  hat,   und 

wenn  Jl  ans  den  Coefficienlen  A,  B,   C  berechnet  wird,  so  ist 

)__2iO  =   n,      l.N'O  =  -D',      1{N0-N'0)   =   V  +  D' 

X.NN'  =  {ahcd) 

für  die   Distanz   der  beiden  Ehenen   so   wie  der  auf  ihnen  lie- 
genden Geraden. 

Unter  der  Bedin^^ung  [abcd]  =  0  ist  in  allen  Puncten 


^tf,  +  11 


also  eongniirt  w, iJ,  +  % iJj  +  % (?3  =  0  mit  u^6^  =  0 ,  und 
wj(J,  +  Mjdj  =  0  mit  «31)3-1-  "4<)4  =  0;  der  Punet  («,  =  0, 
uj  =  0,  «j  =  0)  liegt  auf  der  Ebene  w.,  =  0;  die  Gerade 
(u,  =  0,  «2  =  0)  liegt  auf  der  Ebene  Wj5, -h  u.^d^  =  0, 
welche  die  Gerade  [«3  ==  0,  u^  =  0)  enthalt. 


Wenn  der  Punct  1  auf  den  Ebenen  u^^  =  0,  u^j^  =  0,  u^^  = 
liegt,  u.  s.  w. ,  so  ist,  wenn  k  von  i  verschieden,  u^j^  n 
mithin 

Si  Mll"2a''33''H     =     «ll»22''33"i4 

[abcd)   =  «ijifi  =  f'isdä   =  «ajiJä   =   «,41*1 


(l^y^)  = 
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Nach  §.  46,  10  ist  also 

der  Ausdruck  des  6fachen  Tetraeders  durch  die  Coordinaten 
seiner  Ebenen.  Vergl.  §,  28,  9.  Wenn  man  2  Ebenen  ver- 
tauscht, so  bleibt  der  Nenner  des  Ausdrucks  unverändert)  und 
der  Zahler  wechselt  das, Zeichen,  also  erfährt  das  Tetraeder 
einen  Zeiehenwechsel. 
Dil  das  System 

a,Xi  +  6,!/i  +  C|S|  +  dl  =  »n 
«lic,  +  6sy,  +  cjj,  +  dj   =   0 
«iXt  +  hVi  +  Cj^i  +  f^  ■=  0 

(t4SCi  +  ftjji   +  Cj«,  +  d,    =    0 

bei  (abcd)  ^  "101+  ^J?i -t-  c^y-i  -4-  diÖ,   die  Lösung  hat 

a:,  :  1/1  :  a,  :  1   =   ö,  :  ^,  :  ;■,  :  d, 
u.  s.  w.,  SO  erhält  man  auch  unmittelbar 

)  «I     ßi    Yi     ^1   I 


{a:s)^l)S,fi,6,ä, 


^  {abcdy 


yt    ■*. 


7.  Fünf  Ebenen  sind  nicht  unabhängig  von  einander,  wie 
r,  Punele  des  Raumes  (§.  46,  41).  Mau  bilde  aus  ihren  Coor- 
dinaten die  Determinante 


2     a 

b      e     d 

h    "i 

ö,    c,    d. 

=  iE  +  ;,(i  + 

h    a. 

K     C4     d^ 

Daher  hat  man 

«t  +  «,5,  +  ..  +  «,f,   =  (. 

6«  +6|f,   +  ..  +&4^    =   0 

CS  +(;if,  +  ..  +  CjE^   =  0 

Äf  +  rflfl  +  ..  +(Z,f,    =    0 

Mf +«lf, 

t-  ..  +  MjF,    =.    0 
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Diese  Gleichungen,  welche  die  Coordinaten  von  irgend 
welchen  S  Ebenen  verbinden,  sind  nach  den  von  Möbius  LeipK. 
Berichle  1865  p.  62  ff.  gemachten  Bemerkungen  zu  verwer- 
then.  Die  lelzle  derselben  giebt  ohne  Weiteres  zu  erkennen, 
dsiss  die  Ebene  us  +  . ,  -h  u^e^  =  0  congruirt  mit  der  Ebene 
«j£3  +  Ü4E4  ==  0,  dass  also  der  Punct  [m  =  0,  k,  =  0,  Uj  =  0] 
auf  der  Geraden   (u^  =  0,  «^  =  0)  liegl.    U.  s.  w. 


§.  51.    Winkel  und  »istiuizen. 

1.  Durch  die  homogenen  Coordinaten  /,  </,  h  und  f  ,  g  ,  h 
der  Richtungen  von  zwei  Geraden  s  und  s'  ist  der  Winkel 
as'  bestimmt. 

Die  mit  der  Geraden  s  parallele  Strecke  f\g\k  ist  eine 
Quadratwurzel  der  Form  (§.  45,  8) 

/■a  +  p.!  +  fta  +  -igh  cosy^  +  2fifcos33;  +  tfg  ca^xy 

Wenn  diese  Wurzel  den  Werth  p  hat,  so  ist  die  positive  Rich- 
tung der  Geraden  s  bestimmt,  und  f  :  q,  g  :  q,  h  :  q  sind 
nur  von  der  Proportion  f  :  g  :  h  abhangig.  In  derselben  Weise 
wird  e'  aus  /',  g',  h'  berechnet,  und  die  positive  Richtung  der 
Geraden  s'  bestimmt.     Dann  hat  man  (§.  45,  10) 

pp'cüsss'  ^  flf'co&xx  +  ..)  +  gif'-.mxy  +  ..)  +  h(f'cos^x  +  . .) 
zur  Berechnung  von  cos."»'  aus  den  homogenen  Coordinaten  der 
beiden  Richtungen. 

3.  Das  Parallelogramm,  dessen  folgende  Seiten  g  und  q' 
sind,  hat  die  Flüche  qq' sms/  auf  einer  F.bene,  welche  die 
beiden  Richtungen  f\g\h  und  f'\g'\h'  enlhüU,  und  deren 
Stellung  die  homogenen  Coordinaten  [gh) ,  (/;/) ,  [fg]  hat 
{§,49,7).  Wenn  die  Function  k  der  [gh),  [kf],  [fg)  nach 
§.  49,  5  berechnet  wird,  so  ist  la'mxyz  eine  Fläche,  deren 
Coordinaten  [(/A)  sinys,  {!t/)simx,  (/^j  sina^y  sind  (§.  49,  5). 
DieselbenCoordinalenha^dasangegebeneParallelogramm(§.46,6). 
Also  ist 
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zur  Berechnung  von  sinäs'  aus  den  homogenen  Coordinjilen 
der  beiden  Richtungen,  Der  QuoLienl  X  :  qq'  ist  nur  von  den 
Proportionen  f  :  g  :  h  und  /'  :  g'  :  h'  abhUngig, 

3.  Der  Winkel  der  Richtung /|i/]A  mit  der  Stellung 

a\h\e  ist  der  Winltel,  den  die  Richtung  mit  der  Normale  n  der 
Stellung  bildet.     Nun  hat  man 

(1  cosns  ^  f  cosxn  +  g  casyn  +  h  cose» 
folghch  (§.  49,  4] 

ip  cos»s  =   af  +  bg  +  ch 
zur  Berechnung  von  cosns. 

Wenn  die  Richtung  f\g\h  in  der  Stellung  a\b\c  enthalten 
ist,  so  ist  cosws  ^0,  af  +  bg  -\'  ch  ^  a.  Wenn  die  Rich- 
tung /|^|A  und  die  Stellung  a\b\c  normal  zu  einander  sind, 
so  ist  cosns  =  1.     Vergl.  §.  49,  7. 

4.  Der  Winkel  der  Stellungen  a\b\c  und  a'\b' -^c'  ist 
der  Winkel  nn'  ihrer  Normalen  (§.  46,  1).  Wenn  Jl  cosa^n 
=  a,  ..,   l'cosxn' ^  <^',  •■,  so  hat  man  (g.  45,  10] 

).?.' (losnn      a'  h'  c'  1 


zur    Berechnung    von    cosnn'  aus    den    homogenen   Coordinatcn 
der  beiden  Stellungen.    Vergl.  §.  i6,  15. 

Bei  dem  rechtwinkeligen  Trieder  xyz  ist 


und   die  Stellungen  sind   normal    zu   einander  unler   der  Be- 
dingung (jo'+  6i'+  cc  =  0. 

5.  Wenn  u^aa:  +  6?/ +  c!  +  (?  in  demPunet /*(»,  l»;,  Is,) 
den  Werth  «i  hat,  und  wenn  der  Punct  P  von  der  Ebene 
u  =  ü  die  Distanz  BP  hat,  so  ist  nach  §.  i9,  4 

ÄP  i=  Xx  Cüsaire  +  y,  cosyn  +  z^  cos2»  4-  Ä^O 
i  .  ÄP  =   o«,  +  i^i  +  c^i  +  rf  =  », 
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Um  den  Fuaspunet  Ä[a^2lyil'^i)   ^^  finden,  benutzt  man 
die  Goordinaten  der  Slrecte  BP 

f    ^    Xy  —  X2,       g=yi—Vi,       h    ^    Zy  —  Z-i 

welche  durc^h  das  lineare  System  bestimmt  werden 

/"cosxar+j/cusaiy  +  h  aoizx  —  EP ':of.xn  =  a«,  :  i* 
fKOäxy  +  y  eosyy  +  h  oonys  =  ÄPcosj/n  =  bu,  :  i» 
fcaszx  +gcoayz  +  ft  cos^z   —  BPcosan    =   c«,  ;  i^ 

Dieses  System    hat   die  Lösung    (1,  9,  !f)/  ==  (a,  2,  3)«,  :  ^^, 
u.  s.  w.   (§.  45,  9).    Also  hat  man 

f  9__     _         ^         _     %:  A3 

zur  Berechnung   des   Puneles   x^\y2\''i}  '»  welchem  die  Ehene 
u  =  0  von  der  Normale  des  Punctes  x^\y^\z^  getroffen  wird. 

6.    Die  Strecke  42   wird   in  dem  Punct  x\y\z  nach  dein 
Verhaltniss  a  getheilt,  wenn  (§.  45,  2) 


Wenn  der  Punct  x\y\z  auf  der  Ebene  «  =  0  liegt,  so  ist 
Uj — ß„^  ,=  0,  Also  wird  die  Strecke  der  Puncte  iCilyiU], 
x^\y2\H  ■^™  ^^^  Ebene  m  =  0  nach  dem  Verhälfniss  »,  :  % 
gelheilt.    Vergl.  §.  28,  6. 

Wenn  die  Puncto  a^.  A,  a^.  B,  a^.C,  a^.D  den  Schwer- 
punct  P  haben,  wenn  diese  Punele  durch  Parallelen  von  be- 
liebiger Richtung  auf  eine  beliebige  Ebene  nach  ä',  B',  C, 
D',  P'  projicirt  werden,  so  ist  unter  der  Bedingung  a  +  «j  +  .  ■ 
=  0  (§.46,  H) 

a  .  P'P  +  «,  .  A'A  +  02  .  B'B  +  «3  .  C'C  +  a,  .  D'D  =   (I 

Die  Punete  haben  von  der  Ebene  u  =  0  die  Distanzen  Bl% 
BiA,  ..,  eine  der  Parallelen  sei  (,  die  Normale  der  Ebene  sei  n. 

Dann  hat  man 
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g.  51.    Winkel  und  Distanzen.  ilä 

P'Fcoitn  =   RP,       P'Pkcostn  =  X.BP  —  u 
A  Ai.  eos In  =i   m,  ,  .  . 

Nun  ist  au  +  «,«£+  ,  ,  =  0,  folglich  u.  s.  w. 

7.  Es  sei  K  =  «3;  +  i(/  +  i:£4-d,  u'=  a'a;  + &'y -t- c'^ -1- <?', 
lind  A' aus  «',  l',  c' berechnet,  wie  X  aus  «,  6,  c.  ■  Der  Winkel 
der  Ebenen  a  =  0,  ü'  ==  0  wird  von  der  Ebene  »  +  ßw'  ^  0 
nach  dem  Sinus-Verhällniss  — aX' :  X  getheilt. 

Die  Ebene  «4-01*'=  0  enthalt  die  Gerade  (m  ^  0, 
m' ^  0).  Der  Punct  P(a;|y[s)  hat  von  den  Ebenen  w  ^  0, 
w' =  0  die  Distanzen  RP,  B'P  auf  den  Normalen  n,  n'  der 
beiden  Ebenen.  Die  Ebene  RB'P  ist  ein  Normaischnill  des 
von  den  Ebenen  «  ^  0,  u' =  0  gebildeten  Winkels.  Sie 
schneidet  die  Kante  [u  =  fi,  u'  =  0)  in  dem  Punct  S,  und  die 
beiden  Ebenen  in  den  Geraden  *,  s',  deren  positive  Richtungen 
so  festgesetzt  werden,  dass  sn,  s'n  je  einen  rechten  Winkel 
beiragen.     Die  Strecke  8P  liegt  anf  der  Geraden  (.     Dann  ist 

«  =  X.BP  ^  l.SPKostn  =  k.SPsinst 
u' ^  X'.SFa\ns't,      u  +  au' ^  (lsmst  +  al'fy\nst)SP 

Wenn  nun  a:'y[s  auf  der  Ebene  u  +  au'  =  0  üej^t,  so 
hat  man 


Asinst  +  ai'sins't   =  0, 


A 


Unter  der  Bedingung  a'  ^^  a,  b'  ==  b,  c  =  c  ist  l'  ^  X, 
nn'=G,  «-J- «u'=  ;.(fiP  +  a.R'P).  Wenn  x\y\^  auf  der 
Ebene  u+  au'=0  liegt,  soistßP  :  B'P  ^  ~a.  Die  Schicht 
der  parallelen  Ebenen  «  =  0,  m'  ^  0  wird  von  der  parallelen 
Ebene  u  +  au'  =  0  nach  dem  Verhültniss  —  a  gelheilt. 

üeberhaupt  werden  die  Ebenen  u  ^=  0 ,  u' =  0  (der 
Winkel  derselben)  von  den  Ebenen  u  ■+■  au'  =  0,  u  -*-  ßu'  =  0 
nach  dem  Doppelverhältniss  a  :  ß  getheül.  U.  s.  w.  Vergl. 
§.  29,  7  ff. 

8.  Die  Distanzen  A'A,  B'B,  C'C,  D'D,  welche  4  Puncte 
A,  B,  C,  D  von  einer  Ebene  haben,  sind  nicht  unabhängig  von 
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einander,  sondern  durch  eine  Gleichung  verbunden.   Wenn  der 

NultpuQct  0  von  der  Ebene  die  Distanz  NO  auf  der  Normale 

n,  und  A  die  Coordinalen  xj,  y,,  z,   hat,  u.  s.  w-,  so  ist  (5) 

NO  +  X,  cosxn  +  i/i  cosi/ti  +  sj  t;0S2«  =   ä'A 


NO  +  Xi  cnsxn  +  y^  cosy«  +  Sj  cosen  —  DD 

folglich  iib^ekUrzt  wie  §,  45 

{1,  X  cosxn  — A'A,^,^)  =  0,  (1  3^ -/a)  cosa;n  +  (A'A  1  y  z)  =  0 
(1,  x,ycosyn~A'A,  ä)  =0,  {l  x  y  z)  cosyn  +  {Ä'A  1  a  ai)  =  0 
(1,  X,  y,  z  cos^n  —  A'A)   =0,      (1  a;  y  s)  cos«n  +  [Ä'A  1  x  y)  =  0 

Nun  sind  eosrcn,  cosyn,  coszn    durch  eine  Gleichung  verbim- 
dcn,  also  auch  die  Dislanisen  A'A,  B'B,  , . . 

In  den  3  Gleichungen  werden  die  Höhen  AiA,  BiB,  C^C, 
DiD  des  Tetraeders  AB  CD  eingeführt,  welche  auf  den  Geraden 
h'  ^2 1  ^1  h  liegen.  In  der  ersten  Gleichung  hat  A'A  die 
Adjuncte 


1      J/S      ^3 

1  I    yi    ^4  I 


welche  die  durch  sinj/z  dividirte  erste  Coordinalc  der  Fläche 
^BCD  ist,  und  nach  §.  46,  7  den  Werlh  25Cn  msx\  :  smxyz 
hat.    U.  s.  w.    Nun  ist 

{lxyz)f,iaxyx  =   2BCD  .  ^i^   =  2CAD.B,B 
^  2^ßi>  .  C,C  —  2CBA  .  D,D 

folglich  erhalt  man  die  erste  Gleichung 


*-  Wk  *^"**^  + 


C^C 


und  2  andre  durch  Vertausehung  von  x  mit  ^,  e,  wo  die 
Zeichen  der  Strecken  nach  festgesetzten  positiven  Richtungen 
der  Geraden  «,  Äj,  fij ,  . .  bestimmt  sind.  VermEigc  dieser  Glei- 
chungen ist  die  geometrische  Summe  der  Strecken 

^  B^B  C'C  Dy_ 

^  A,A  B<B  C,C  D^D 
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§.  S1.    Winke!  und  Distaiiien. 
welnhe  auf  den  G  cm  den 


liegen,  null,  d.  h.  difi  5  Strecken  sind  mit  den  Seiten 
eines  Fünfecks  parallel.  Nach  Trlgon.  §.6,  6  ist  die  quadra- 
tische Form  der  4  Quotienten  mit  den  Coefficienlen  cosA^A, , 
cosAi^j,  ,,  gleich   1.     Vergl.  g.  16,  10. 

9.  Die  Distanz  des  Punctes  A{x^\y,\2i)  von  der  Geraden  s, 
auf  welcher  die  Strecke  BC  liegt,  ist  die  Höhe  A'A  des  Drei- 
ecks ABC,  also  ^ABC  :  BC. 

Die  Gerade  s  sei  nach  g.  48,  3  durch  das  System  (p  =  0, . .) 
gegeben.  Ein  willkürlicher  Punet  der  Geraden  sei  B{x\y]i], 
also  hat  die  Strecke  AB  die  Coordinaten  x—a;^,  y— y, , 
z  —  2,.  Die  Strecke  BC  =  q  habe  die  Coordinaten  /,  g,  h  (1), 
Dann  ist  die  erste  Coordinate  der  Fläche  'iABO 

^~^'     f  Wmyz  =  — (^+Ä2,,  — S2|)sLn3/s^ ft  sinj/j 

\  z  —  zi     h\ 

die  zweite  — g,  ^inzx,  die  dritte  —r^  sina:y.  Aus  ihren  Coor- 
dinaten wird  die  Fläche  %ABC  nach  g.  46,  8  berechnet,  und 
man  hat  pdisls^  =  'S.AEC. 

10.  Die  Distanz  der  Geraden  »'  von  der  Geradon  s  ist  die 
Höhe  AyA'  eines  Tetraeders  ABB'ä',  dessen  Kante  AB  auf  der 
Geraden  s  liegt,  dessen  Kante  AB'  mit  s'  parallel  ist,  und  dessen 
Kante  AA'  auf  der  Geraden  s'  endigt  und  auf  der  Geraden  ( 
liegt.  Aus  der  Basis  4£.-4ß'sinsÄ' und  der  Höhe  distss' findet 
man  das  6fache  Tetraeder,  dessen  Velum  AB  .AB' .  AA\inss't 
ist  (g.  46,  :)),  also 

AB  .AB'üagi'disXsx'  =  AB  .  AB' .  AA' i\af^s'i 

und  nach  §.  46,  12 

\  AB  ••.osxs    AB' co%xs'    J^'cosic(  1 
AB.AB'i\aixyzs\nss'ä:i?,\.ss'  ^  I  AB  oonys    AB' üosys'    AA'msyl 
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Die  Geraden  s  und  x'  seien  durch  die  Systeme  (p  =  0, . .) 
und  (y'=  0,  .,)  gegeben  [9),  so  dass  4(a;|3/|.!)  dem  ersien 
System  und  A'[x'\i/'\t')  dem  zweiten  System  genÜgL  Die 
Sirccke  AB^q  habe  die  Coordinaten /,  g,  k,  und  die  Strecke 
AB' ^^  p' habe  die  Coordinaten/',  g',  h'.     Dünn  ist 


folglich  die  obige  Determinante 


I  h     h' 


ooixy 


Der  erste  Factor  dieses  Products  ist  die  Suunne  i 


Der  andre  Factor  ist  sin'^ai 


\g'    g     >j   \   ^  f'i''  +  ■ 


-^—  sinas'distss'  =  fF'+  gG'+  hH'+  f'F  +  g'G  +  W 11 

zur  Berechnung  von  sins^' disls«'  aus  den  Coordinaten  der 
beiden  Geraden  s,  s'.  Bei  rechtwinkeligen  Coordinaten  erhall 
man  hieraus  die  Gleichung,  welche  Bhiosohi  1855  Grelle  J.  50 
p.  236  gegeben  halte.     Vergl.  Determ.  §.  16,  9.    Caylüv  Cambr. 

Philos.  Soc.  1869  t.  H,  2.  Fiedler- Salmon  Baumgeom.  1874, 
I  p.  61. 

Wenn  die  Geraden  s  und  s'  nach  §.  50,  5  durch  die  Sy- 
steme (M|  =  0,  !<2  =  0)  und  [mj  =  0,  «4  =  0)  gegeben  sind, 
so  werden  beidei-seits /,.-,  F, ..,/',. .,  F', . .  durch  [ 6] c, ] , . . , 
(«[dj),-..,   (i:|Ca),  .■,   {«3<^3),  •■  ersetzt,  und  man  findet 

-r^—  sinss'distss'  =   (ab  cd) 

Nun  ist  Q^'s\näs'  ^  k  sina^jiz   (2),  also 

Adistss'  =  (ah  cd) 
wie  oben   [§.  50,  5)   i^efunden  worden. 
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j.  5ä.   Homogene  Coordin 


§.  53.    Homogeue  Coordinaten  eines  Punctes  und  einer 
Ebene.    Collineare  und  reciproke  Figuren. 

1.  Wenn  »,-  =^  a^x  -i-  b^y  +  e^z  ■+■  dft^  und  wenn  4  solche 
lineare  Formen  w, ,  m^,  u.,,  u^  der  x,  y,  z,  t  eine  von  0  ver- 
schiedene Determinante 


{ahcd)   = 


I  dj     64     Ci     d,  ! 


hnlien,  also  von  einander  unabhängig  sind,  so  hiil  niiin 

(abed)x   =   (ubcd),     {abed)y  ^   (aucd)... 
x:y-.z-.i   =   (ttScrf)  :  {auod).:  (abud)  :  (abcu) 

Demnach  wird  durch  die  Proportion  u,  1  a^  :  «3  :  1*4  der 
Punet  X  :  t\i/  :  t.e  :  t  eindeutig  heslimml  unter  der  Voraus- 
selzung,  dass  die  4  Ebenen  «,  =  0,  . .,  h,  ==  0  keinen  Punct 
gemein  haben  (§.  50,  4),  d.  h.  u,,  u.^,  u^,  u^  sind  homogene 
Coordinaten  des  Puneles  x  :  t\y  :  t\s  :  t,  und  werden  telra- 
edrale  Coordinaten  des  Puneles  «genannt.  ■Wenn«j=0, 
so  liegt  der  Puncl  u  auf  einer  der  gegebenen  Ebenen,  u,  s.  w. 
Die  i  Ebenen  u^  =  0,  . .,  «4  =  0  heissen  die  Fundamental- 
ebenen  des  Tetraeders,  an  welchem  der  Punct  u  durch  seine 
tetraedraleo  Coordinaten  bestimmt  wird,  Plücker  1830  Grelle 
J.  5  p.  1.  Vergl.  oben  §.  30.  Wenn  /..  B.  m,  :  K4  =  —  o, 
«2  :  «^  =  —ß,  uj  :  u^  =  —y,  so  liegt  der  Punet  u  auf  3 
bestimmten  Ebenen  (§,  Öl,  7). 

Die*  Grössen  Mj,  u^,  n^,  «4,  durch  deren  Proportion  der 
Punet  u  bestimmt  wird,  sind  durch  die  (nicht  homogene  Glei- 
chung (abeu)  =  {abcd]t  verbunden.  Von  den  Fundamcn- 
lalebenen  hat  der  Punct  u  die  Distannen  (§.51,5)  pw,  :  Äj, 
Qu^  :  i^,  .  .,  deren  Relation  §.  46,  11  gegeben  w-orden  ist;  da- 
bei bleibt  Q  unbestimmt. 

Die  Punete  u,   v,  w  haben  von  einer  Fundamcntalcbene  die 
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Dislaniten  ß,  y- ,  e^  J' ,  ög-/-  Wenn  ui  auf  der  Goraden  w«  liegt, 
und  uw  :  VW  =  — >,  so  ist  (|.  16,  2] 

Ol  Ml  +  e-i^Vl  r, 

PaW,    =  1"+  J— ^  !.-,  :  (Ca  :  -  -  —  «1  +  pS^i  :  «2  +  C»";  :  ■  ■ 

d.  h.  die  Strecke  uv  wird  nach  dem  Vcrhältniss  — d'  in  dem 
Punct  u  +  q9v  getheilt,  wo  q  eine  willkttrliche  Constjinle. 
Das  Doppelverhällniss  der  Puncte  u,  v,  u  -^  av,  u  +  ßv  ist 
«  :  f.    V.  5.  w. 

3.  Die  Formen  /,  g,  h  der  «,,  «21  "35  ''4  ^'"*^  Formen 
desselben  Grades  der  x,  y,  z,  t.  Wenn  /=  0,  so  liegt  der 
Puncl  w  auf  einer  Fläche;  zufolge  des  Systems  (/=  0,  </  =  0) 
liegt  er  auf  einer  Linie;  durch  dasSyslem  (/=  0,  ^  ^=  0,  ^  ^  0) 
wird  er  bestimmt.  Wenn  /  ^=  Pi  «i  4- P2  «2 -t- Pg  «3  +  i"!  "4 , 
und  die  Coefficientcn  p  von  den  w, ,  . .  unabhängig,  so  ist  /^  0 
die  Bedingung,  unter  welcher  der  Punel  w  auf  einer  bestimmten 
Ebene  liegt,  die  Gleichung  einer  Ebene.  Auf  derselben 
Ebene  liegt  der  Punct  v  unter  der  Bedingung 

Pi  «I  +  Pin  +  i>3«'s  +  Pi^-i  ^  0 

welche  die  Coefficienten  p  beschränkt.  Die  Ebene  /  =  0  hat 
mit  der  Ebene  q^u^-^-  q^u^-i-  q^u^-i-  q^u^  ^  0  die  Gerade 
[pjMi  +  . .  =^0,  q^u^  4-  .  .  =0)  gemein,    ü.  s.  w. 

Die  Eckpuncte  des  Tetraeders,  welche  nicht  auf  den  ein- 
zelnen Fundamentalebenen  liegen,  werden  der  Reihe  nach  durch 
A,  B,  C,  D  bezeichnet.  Die  Ebene  /  =  0  hat  mit  der  Ebene 
BCD  die  Gerade  {u^  =  0,  /  =  0)  gemein,  d.  i.  (%  =  0, 
PjWj-t-  ..  =  0);    mit   der    Geraden    CD   den  Punct   (wj  ^  0, 

«2  =   0,   /=   0)    d.i.    1«,  =   0,     «2   =   0,    P3«3  +  Pl"4    =    0), 

u.  s.  w.  Die  Ebene  /  ^=  0  enthält  den  Punct  A,  wenn  p^  null; 
die  Gerade  AB,  wenn  p,  und  p^  D^U;  die  Ebene  ABC,  wenn 
Pm  P2'  Ps    '^^^^  sind. 

Die  Ebene  [abcu]  =  0,  entwickelt  S^Ui-h  .  .  -t-  d^u^  =  (\, 
ist  die  unendlich  ferne  Ebene,  weil  dabei  ;  ^=  0  ist  (1).  Sie 
enthalt   die   Gerade    (?;,  =  0,   d^u^  +  ä^u-^-t-  (\u^  =  0)  :     also 
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g.  ü3.   Homogene  Coordinaten  eines  Punclcs  und  üinor  Eboiic  ote,      igj 

ist  die  Ebene  S^  w^  +  (Sa  «3  +  <S^ ",  =  0  des  Punctes  A  par- 
allel mit  der  Ebene  BCD[uj  =  0).  Sie  enthalt  die  Gerade 
[8^11^+02^2  =  0,  S^u^  +  d^u^  ^  0):  also  ist  die  Ebene 
dgu^ -t- 8^u^  =  0  der  Geraden  AJi  parallel  mit  der  Ebene 
<SiM|-l-  d^w^  =  0  der  Geraden  CD  (§.  50,  5). 

Die  Ebene  f  +  fi{ahcu]  =  0  isl  parallel  mit  der  Ebene 
/  t=  0,  (\venn  fi  von  den  u  nicht  abhilngt.  Allen  fi  entsprechen 
alle  Ebenen,  die  mit  /  =  0  parallel  sind.  Bei  der  Ebene  des 
Punctes  A,  die  mit  /  =  0  parallel  ist,  hat  m:>n  p^  +  !lö^  =  0 
für  fi,  u.  s,  w. 

3.  Homogene  Coordinalen  des  Punctes  F{x]y\z)  sind 
ferner  die  tetragonalen  Goordinaten  desselben,  die  Coeffi- 
cienten  «j,  «j,  a^,  «4  von  4  gegebenen  Fundamentalpuneten 
A,  S,  C,  D  dergestalt,  dass  der  Punct  r  an  dem  Telragon 
ABCD  als  der  Schwerpunet  der  Puncle  «, .  A,  a^ .  B,  a^ .  C, 
a^ .  D  durch  die  Proportion  der  a  bestimmt  wird.  Die  Gocffi- 
cienten  der  Fundamentalpuncte  heissen  die  barycentrisehen 
Goordinaten  des  Punctes.  Möbius  der  barycentrische  Calcul 
1827.   Vergl.  oben  §.  2,  5.  §.  14,  5.  §.  16,9.  §.  46,  H.  §.  öl,  C. 

Der  Punct  P,  der  an  dem  Tetragon  ABCD  die  barycen- 
trisehen Goordinaten  a^,  t^2>  "35  "i  1^"^)  genügt  der  barycentri- 
sehen Gleichung   [g.  51,  6) 

a.PP'+  B,.AÄ'+  a-i.BB'+  hj  .  CC'+  oj  ,  DD'  =  0 
a  +  Ol  +  ßä  +  «s  +  "i   =   Ü 
wenn  die  Parallelen   einer  beliebigen  Richtung  von  einer  belie- 
bigen Ebene  geschnitten  werden.   Mit  Rücksicht  auf  diese  Glei- 
chung erhält  der  Punct  P  im  barycentrisehen  Calcul  den  sym- 
bolischen Ausdruck 

Qijl  +  a^B  +  agC  +  a^D 

Der  so  bestimmte  Punct  liegt  auf  einer  Fläche,  wenn  seine 
Goordinaten  2fach  uiibestimml  sind,  wenn  also  z.  B.  eine  ge-- 
gebene  Form  der  «,,  . .  null  ist;  er  liegt  auf  einer  Linie,  wenn 
die  Goordinaten  Ifach  unbestimmt  sind,  wenn  also  z.  B.  2  ge- 
gebene Formen  der  «j,  .  .  null  sind. 
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Wenn  der  durch  seine  barycen Irischen  Coordinalen  ge- 
gebene Punel  die  mit  den  Geraden  DA,  DB,  DC  parallelen 
Coordinaten  x,  y,  z  hat,  so  giebt  die  barycen  Irische  Gleichung 

ax  -V  u^.BÄ   =  0,      «1/  +  «2  .  T>B.      az-va^.  DO 

folglieh,  wenn  DA  ^  a,  DB  ^  h,  DC  =  r, 


Diiher  entsteht  aus  einer  Form  der  c,,  ..  eine  nicht  homogene 
Function  desselben  Grades  der  x  :  a,  y  :  b,  z  :  c.  Wenn  / 
eine  lineare  Form  der  «,,..,  so  ist  /  =^  0  die  Gleichung 
einer  Ebene.  Die  Fhene  «,  -t-  a^  +  «^  ■+-  ^4  ^^  ^  '^t  die  un- 
endlichferne Ebene,  weil  a  ^  0;  in  der  That  ist  nneh  der 
Substitution  die  linke  Seile  der  Gleichung  von  x,  y,  z  iin- 
abhiingig. 

Wenn  «,,  a.j,  Cg,  «4   von   den   Paramelern   ;,  u  abhilnjjig 
sind,  und  der  Punct  P  den  barycentrischen  Ausdruck 


A  +  t 


uC  +  (ff+gtu  +  kiii)D 


die  Flache,  auf  welcher  F  liegt. 


Wenn    «,■    = 


■  by;  ■ 


■  d/j,     und   wenn    i 
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verschiedene  Determiiiiiiite  [cc  y  2  t)  haben,  also  von  einander 
unabhängig  sind,  so  hat  man 

a:l:c:d^   {ityzl)  :  {xu==l)  :  (xyut)  :  {xyzu) 

Demnach  wird  durch  die  Proportion  u,  :  ti^  :  u^  :  u^  die  Ebene 
ax-i-by  +  c2  +  d  =  0,  deren  homogene  Coordinalen  a,  b,  c,  '/ 
sind  (§.49,8),  eindeutig  beslimml  unler  der  Voraussetzunj^, 
dass  die  4  Fundamen talpuncte  (§.  i9,  9)  «,  =  0,  uj  =  0, 
«3  ^  0,  «4  =  0  nicht  auf  einer  Ebene  liegen  (§.  49,  '10).  Also 
sind  Ml,  «21  "3;  "4  homogene  Goordinaten  der  Ebene  aib\c-d, 
durch  welche  diese  Ebene  an  dem  Telragon  der  Fundamental- 
puncte  bestimmt  wird,  und  heissen  tetragonale  Goordinaten 
der  Ebene  u.     Vergl.  g.  31. 

Die  Coordinalen  der  Ebene  u  zeigen  durch  ihre  Verhält- 
nisse sofort  die  Puncte  an,  in  welchen  die  Geraden  der  Funda- 
mentalpuncte  von  der  Ebene  geschnitten  werden.  Denn  die 
Strecke  der  Fundamenlalpuncte  1 ,  2  wird  von  der  Ebene  u 
nach  dem  Verhultniss  "'-  :  "-   getheill  (§.  51,  6)  n.  s.  w. 

Die  4  Goordinaten  u, ,  u^,  «3,  «4  sind  durch  die  (nicht 
homogene)  Gleichung  [ce^zu]  =  {xyst)d  verbunden.  Die 
Fundymentalpuncle    haben    von    der    Ebene    u    die   Distanzen 

[|.  S1 ,  5)  11,  :  X,  u.^  :  X,  .  .,  deren  Relation  §.  51  ,  8  gegeben 
worden  ist. 

5.  Wenn  /,  g,  h  Formen  der  Ebene  u  (ihrer  Goordinaten 
u^,  «2,  Ü3,  «,}  sind,  und  /=  0,  so  gehört  die  Ebene  u  zu 
einer  bestimmten  Doppelserie  von  Ebenen ;  Kufolge  des  Systems 
(y  ^  0 ,  g  ^  0 )  gehört  sie  zu  einer  bestimmten  Serie  von 
Ebenen;  durch  das  System  (/=  0,  i»  =  0,  A  =  0}  wird  sie 
bestimmt.  Wenn  /,  g  hnear  sind,  so  sind  /  =  0,  j/  =  0  die 
Gleichungen  von  2  Puncten;  (/  =  0,  y  =  0)  ist  ein  System 
von  Gleichungen  der  Geraden,  welche  die  beiden  l'uncte  ent- 
hält; f-i-  fig  ^  0  ein  Punct  dieser  Geraden. 

Z.  B.  der  Punct  u^  +  (xi:.^  =  0 

d.i.     a{Xi  +  ax.2)  +  .  .  +ii{t^+nh)   =  0 
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h.tt  die  gemeineu  Coordinateü 


u,  s.  w.  Also  ist  er  der  Schwerpunct  der  Fundanienliilpuncte 
1,  2  mil  den  Coeffici enteil  (, ,  aL^,  und  IheiU  die  Strecke  12 
nach  dem  Verhältniss  —at^  :  ty.  Uas  Doppelverhilltniss  der 
Puncte  M,  ^  0  ,  «2^0,  a,  -t-  ccu^  ^  0 ,  w,  +  ßu^  =  0  ist 
a  ;  ß. 

Der  Puiiet  Pi«,  +  . .  +  /I4U4  =  0  liat   die  gemeinen  Ceor- 
dinaten 


Pi't  +  ■■  l'i'i  +■  ■ 

u.  s.  w,,  und  ist  der  Schwerpunct  der  Fundamentfilpuncle  mit 
den  Coefficienlen  p\ty,  p^t^,  . . .  Er  ist  unendlichfern  bei 
p^t,  +  . .  ==  0. 

Der  Punet  p,«,  +  .  .  +  ^(si«]  +  ■  ■)  =0  hat  die  gemei- 
nen Co  ordinalen 


.  £1. 


.)    i""(. --■■-- n^"' 

ßi.1ih  +  •■ 

)               Pih  +  .  ■  +  !i(q,f. 

1+ «2''' -*■-■-■ 

('■'.?-■) 


u.  s.  w.  Er  ist  der  Schwerpunct  der  Fuiidainentalpuncte  mit 
den  Coeflieienlen  Pili-i-  /-tqxti,  ..,  und  theilt  die  Strecke  der 
Puncte  p^u^  +  . .  =^  0,    j, w,  +  . .  :^=  0   nach  dem  Verhältniss 

Pih+-  ■  ■ 

Der  Punct  {xyiu)  =  0  d.  i.  (Z  ^  0  ist  der  Puncl,  dessen 
gemeine  Coordinaten  null  sind, 

6.    Zwei  Figuren  F,  F',  Tripelserien  entsprechender  Puncte 
u,  u',    sind  collinear    (g.  30,  7  ff.),    wenn    die   entsprechenden 
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Puncle  eine  solche  Correlalion  haben,  daas  die  homogenen  Co- 
ordioalen  eines  Punctes  der  einen  Figur  von  einander  unab- 
hängige lineare  Formen  der  hooiogenen  Coordinaten  des  ent- 
sprechenden Punctes  der  andern  Figur  sind,  also 

=  «iM,  +  ß,Ui  +  yiUi  +  rf,»i  r  «5«,  +  . .  :  tt^tf,  +  . .  :  a,u,  +  .. 

unter    der    Bedingung,   dass    die    Determinante    [a  ß  y  d)    der 

Formen  Cj«, +  ..,  »jM^-I-..,  «31(1  +  ..,  a^u^+..  nicht 
null  ist.     Dabei  hat  man  umgekehrt 

«,  :  «s  :  «3  ■  «4  -  C«'|93"f)  =  («"'>"*)  :  {"ßu'ä)  :  {aßyn') 
Wenn  nun  der  Punct  u  in  F  auf  einer  gegebenen  Ebene  liegt, 
so  liegt  der  entsprechende  Punct  «'in  F'  auf  einer  bestimmten 
Ebene,  welche  jener  Ebene  entspricht.  Ebenso  entspricht  einer 
Geraden  in  F  eine  bestimmte  Gerade  in  F',  und  zwar  derge- 
stalt, dass  die  Figuren  entsprechender  Punete  auf  2  entsprechen- 
den Ebenen  sowie  auf  2  entsprechenden  Geraden  eollinear  sind. 
Das  Doppelverhilitniss  von  4  Elementen  in  F  (von  Puncten  einer 
Geraden ,  von  Geraden  einer  Ebene ,  welche  einen  Punct  der 
Ebene  gemein  haben,  von  Ebenen  einer  Geraden)  ist  dem 
Doppelverhältniss  der  entsprechenden  Elemente  in  F'  gleich. 

Es  giebt  4  Punete  u',  deren  Coordinaten  sich  verhallen, 
wie  die  Coordinaten  der  entsprechenden  Punete  u.  Man  setzt 
Ott-  =^  ß;ü^  +  . .  bei  i  =  1,  2,  3,  4,  und  erhält  für  q  eine 
Gleichung  iten  Grades ;  also  4  tautuloge  Punete  der  colUnearen 
Figuren  F,  F' . 

7,  Wenn  5  gegebenen  Puncten  in  F,  von  welchen  nicht  4 
auf  einer  Ebene,  also  nicht  3  auf  einer  Geraden  liegen,  5  der- 
gleichen Puncto  in  F'  entsprechen,  so  hat  man  für  die  '16  Goeffi- 
eienten  a,  ß,  y,  ö  5.3  lineare  Gleichungen,  Durch  dieses 
lineare  System  wird  die  Proportion  der  Cocfficienten  bestimmt. 
Also  kann  ein  Fünfeck  in  F  und  daa  entspi  echende  in  F'  unter 
der  obigen  Beschränkung  behebig  testgesetzt  werden;  einem 
fiten  Punct  in  F  entspricht  dann  ein  bestimmter  6tor  Punct 
in  F'.     Das   Doppelverhdltni'Sb   dei    Cbfnen   121,   12i,   12Ii,   126 
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m  F  ist  dem  entsprechenden  Doppelvei h iltnits  in  /  s^leich 
u  8  w  tUo  liegt  III  F  der  Punet  b  \^^i  3  hestimnilen  Fbenen 
126    S3b   316 

Der  Ebene  der  unendlichf einen  Puncte  i  in  F  (I)  entspriiht 
eine  endluhteine  Ebene  q  in  F  der  Fbene  der  unendlichfer 
nen  Puncte  m  in  F  entspricht  ine  endlithfeine  Fbene  r  \x\  F 
Der  lieraden  m  F  welche  die  Ebene  i  mit  dei  unendltchfernen 
Fbene  t(emem  hit  enispiicht  die  Gei  ide  in  F  welche  die 
unendhehCeme  Fbene  mit  dei  Ebene  q  gemein  hit  Weti 
nun  in  F  die  Fbene  l  mit  der  Ebene  t  p  inllel  ist  (die  unend 
bchferne  fiende  der  i  enthalt)  so  ist  in  F  die  entspiechendt 
Ebene  l  mit  der  Ebeae  5  pinllel  Die  Figuien  dei  ent 
&pi  gehenden  Punele  \\A  s>lehen  entsprechenden  Ebenen  l  und 
l  sind  ibei  nicht  bloss  eoUineir  sondern  auch  atfin  in  Bt 
tiacht  diss  den  unendlich  fernen  Punclen  dei  Ebene  l  unend 
hchfeme  Puncte  der  Ebene  l    entspiechen  (^  24   2) 

In  dem  be8>ndein  Fall  dass  auf  den  entsprechenden  Ehe 
neu  l,  l',  welche  mit  den  Ebenen  r,  q  parallel  sind,  die  Figuren 
der  entsprechenden  Puncte  nicht  nur  affin  sondern  Uhnlich 
sind ,  giebl  es  eine  mit  r  parallele  Ebene  s ,  welcher  eine  mit 
q'  parallele  Ebene  s'  entspricht,  dergestalt  dass  die  Figuren 
der  entsprechenden  Puncte  auf  den  Ebenen  s,  s'  gleich  und 
ähnlich  sind,  dass  also  alle  Puncte  der  Ebene  s  mit  den  ent- 
sprechenden Puncten  der  Ebene  s'  vereint  werden  können, 
Magnus  Aufgaben  II  §.  17. 

8.  1.  Wenn  in  den  eoUinearen  Figuren  allen  unendlich- 
fernen Puncten  der  einen  unendlichferne  Punele  der  andern 
entsprechen,  so  sind  die  Figuren  affin.  Dem  Punet  x^y  z 
entspricht  dann  der  Punet  x''j/':z'  der  Art,  dass  x',  y',  2' ge- 
gebene lineare  Functionen  der  a:,  y,  z  sind.  Wenn  nun  xy\y^\z^ 
und  ^'i|y'i|ä'i  entsprechende  Puncte  sind,  so  sind  auch  bei 
allen  e 


entsprechende  Puncto  der  affinen  Figurt 
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Diu  Coordinaten  einer  Strecke  sind  gegebene  lineare  For- 
men der  Coordinaten  der  entsprechenden  Streckis.  Daher  ver- 
halten sich  Strecken  einer  Geraden  wie  die  entsprechenden 
Strecken,  und  Flachen  einer  Ebene  wie  die  entsprechenden 
Flüchen.  Ein  Volum  hat  zu  dem  entsprechenden  Volum  ein 
consfantes  Verhältniss.     Vergl.  §.  24,  2. 

Die  affinen  Figuren  haben  einen  tnutologen  Punct  x\y\s, 
bestimmt  durch  das  lineare  System 

Ü   =   («1—  ])x  +  hy  +  e,  s  +  (7;   =   0 


Für    die    Strecke    f\ff\ft,    welcher    die    piiniilelc 
<>f\Qd\(>/t  entspricht,  hat  man  das  System 


0   =   «a/"  +  b^g  +  {c3  —  &)h 

Die  cubisehe  Gleichung  für  q  giebt  3  unendlich  ferne  fautologc 
Puucte  der  affinen  Figuren. 

Für  die  Strecke  /lifjA,  welcher  die  entsprechende  Slrecke 
f'\g'\h'  gleich  ist,  hat  man  bei  einem  orlhos^onalen  Tricder  xt/z 

f'-i  +  g'i  +  ft'2    =    p  +  gi  +  h^ 

d.i.  {a,f+\g+c^/i)^  +  ,,—fi—..  =0,  oder 

/■5(a|2  +  oja  +  n^2  — 1)  +  .  .  +  2i/ft(6iCi  +  65i;ä  +  63<i3)  +  .  .   =   li 

Also  ist  diese  Slrecke  parallel  mit  einer  Geraden  eines  be- 
stimmten Kegels  2ler  Ordnung  [vergl.  §,  53,  3) ,  welcher  real 
ist,  oder  nicht  real,  oder  reducibel. 

II.  Den  parallelen  Strecken  GH,  MN  der  einen  Figur  ent- 
sprechen parallele  Strecken  Q'H',  M'n'  der  andern  Figur,  und 
zwar  von  demselben  Verhältniss.  Denn  die  Geraden  GM  und 
//iV"  haben  den  Punct  O  gemein,  und  die  entsprechenden  Ge- 
raden G'm'  und  II'N'  haben  den  Puucl  O'  gemein,  so  dass 

GH  :  MN  ^   00  :  MO   =   G'O'  ■  M'O'  =-   G'H'  ■-  JW'A" 
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Wenn  daher  eine  Strecke  GH  der  einen  Figur  der  entsprechen- 
den Strecke  G'B'  der  andern  Figur  gleich  ist,  so  sind  alle  mit 
GH  parallelen  Strecken  der  einen  Figur  den  entsprechenden 
mit  O'll'  parallelen  Strecken  der  andern  Figur  gleich. 

Nachdem  man  durch  Bewegung  der  einen  Figur  die  gleichen 
Strecken  OII  und  G'H'  vereint  bat,  entspricht  jeder  die  Ge- 
rade OB  enthaltenden  Ebene  der  einen  Figur  eine  die  Gerade 
GH  enthaltende  Ebene  der  affinen  Figur;  den  Puncten  der 
einen  Ebene  entsprechen  die  Punele  der  andern  Ebene  derge- 
stalt, dass  die  Chorden  der  entsprechenden  Puncte  parallel 
sind.  Denn  den  Puncten  J,  K  einer  Geraden  des  Puneles  H 
entsprechen  die  Puncte  J',  K'  so,  dass  HJ  :  HK  =  HJ'  :  HK', 
folglich  ist  die  Chorde  JJ'  mit  der  Chorde  KK'  parallel. 

III.  Wenn  zwei  Planfiguren  affin  sind,  so  giebt  es  zwei 
bestimmte  Richtungen  der  einen,  deren  Strecken  den  ent- 
sprechenden Strecken  der  andern  gleich  sind.  Auf  der  Gera- 
den AB  sei  ÄE  =  m.AB,  und  A'E'  =  m.A'B'  mi  der  enl- 
sprechendcu  Geraden  ä'B'.     Dann  ist 

BC-i  =   aÄ'i  +  ÄB^  —  lCA.ABco&A 
EC-i  —  m.BG^  =.   [l-m)C^2  +  (w2  — «i)-4B2 
Em   =  m  .BC5  +  {l^m)C4ä_m[l  — mO^B^ 

positiv  bei  realen  m,  und  in  der  affinen  Figur 

E'C'-i  =  m  .  B'C'^  +  {^  —m)C'A'''  ^  m{\  —in)A'B''' 

Unter  der  Bedingung  EU  ^^  E'C  hat  man 

0   ^,na  +  i\-m)h-m{l-m)c 

wo  a-=  BC'^  —  B'C"\  b  =  6'^2  —  C'Ä'\  c  =  AB'^  —  A'B% 
Daher  ist  die  Strecke  EC,  welche  der  entsprechenden  E'C 
gleich  ist,  real  bei  realen  m,  welche  der  Gleichung 

genügen.  Diese  Gleichung  hat  reale,  gleiche.  Cütnple\e  Wurzelu, 
je  nachdem 

46c— (&  +  c  —  a)3   =   2i>c+2ca  +  2nb~a^  —  b'^  —  c'' 
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negativ,  null,  positiv  (Möbius  baryc.  Calc.  §.  230,  Anm.  Schröter 
Oberflachen  2ter  Ordnung  §,  48.),  d.  h.  je  nachdem  die  Flache 
des  Dreiecks,  dessen  Seiten  y«,  Yb,  y'c  sind,  imaginär,  null, 
real  ist. 


9.  In  affinen  Raumflguren  gicbl  es  nicht  unbedingt  ein 
Dreieck  der  einen,  welches  dem  entsprechenden  Dreieck  der 
andern  gleich  und  ähnlich  ist.  Auf  den  Strecken  DA,  DB 
liegen  E,  F,    so   dass  DE  =  m.DA,  DP  =  n.DB,  folglich 

(8.  mi 

£i'ä   =  ni{m ~ n)D Ä^  —  n{m  —  n)D B-i  +  mn  .  AB^ 

Ebenso   in    der   affinen   Figur    A'B'C'D'E'F'.     L'nler   den   Be- 
dingungen 

EC  =  E'C,      FC  =  F'C,      EF  =  E'F' 


erhält  man,  indem  man  BC^  — S'i 
u.  3.  w.  setzt,  3  Gleichungen  fUr  1 

0  =  an  +M\-n)   -gn{,\-n) 
0   _  fn,^ni-n)-gn{m-n)  +  c«, 


,   DA"^ 


-  D'A'^  =  /, 


\   ^  gn^  —  2att  +  k 
t  =   fm'^  —  ^ymn  +  gn'i 


WO  ^a  ^  g  +  h  —  a,  ^ß  ^  h  +  f  -  b,  %Y  ^  f  +  ff  —  c.  Jiic 
dritte  Gleichung  wird  ersetzt  durch  ymn  —  ßm  —  «n  -h  A  =  0. 
Durch  Substitution  von  n  erhalt  man  die  zweite  Gleichung 

jA  — «ä 
welche  mit  der  ersten  Gleichung  congruirl  unter  der  Bedingung 

\frß\ 

fgh-fa^-gßi-hy^  +  2aßy  ^  0     a.  i.    \y    g     o      =0 


Die  Determinante  ist  das  Quadrat  des   6fachen  Telraeders,   in 

welchem  den  Kanten  einer  Ecke  y/i  "/^ff.  "/A  die  Kanten  -]["'■> 
^fb,  Y<^  gegenüberliegen  (Delerm.  g.  16,  3  und  11).   Wenn  dieses 
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Tetraeder  nicht  uuU  isl,  so  giebt  es  kein  Druicck  CEF,  welches 
dem  entsprechenden  Dreieck  C'E'F'  gleich  und  «hnlich  ist, 
und  das  Tetraeder  a'B'C'D'  kun-a  nicht  so  gelegt  werden,  dass 
die  GhoL-den  AA',  BB',  CC,  DD'  paniUel  sind. 

10.  Wenn  im  Raum  den  Punclen  ABOD..  die  Punclc 
A'B'C'D'..  so  entsprechen,  dass 

ABCD..A'B'0'D'..     und    A'B'C'D' ..  AB  CD  .  . 

coUineare  Figuren  sind,  so  sind  die  Paare  AA',  BB',..  in 
Involution  (§.  5).  Der  unendlichEernen  Ebene  entspricht  eine 
endlichfeme  Ebene,  die  Centralebene.  Die  Paare,  welche  auf 
der  Geraden  AA'  eines  Paares  liegen,  sind  in  Involution;  aul 
derselben  Geraden  giebl  es  die  tautologen  Punete  S,  T,  mit 
welchen  alle  Paare  der  Geraden  in  Harmonie  sind;  wenn  auf 
der  Geraden  der  Punct  M  der  Centralebene  liegt,  und  die 
Punete  A,  A'  trennt,  so  sind  die  tautologen  Punete  nicht  real. 
Taulolog  aber  und  mit  allen  Paaren  in  Harmonie  sind  entweder 
eine  Ebene  und  ein  l'unet,  oder  zwei  Gerade  (real  oder 
nicht);  die  Dislanx  der  tautologen  Ebene  und  des  tautologen 
Punetes  in  dem  einen  Fall,  und  die  Distanz  der  beiden  tauto- 
logen Geraden  in  dem  andern  Fall  wird  von  der  Centralebene 
normal  halbirt.  Möbius  Leipz.  Berichte  1856  p.  143.  Vergl. 
Staudt  Geom.  d.  Loge  1847  p.  125  und  Beitrage  1856  p.  63. 
Reye  Geom.  d.  Luge  11,17.  Siihröteh  Oberilächen  2ter  Ord- 
nung g.  46. 

11.  Wenn  dem  Punct  w  in  F  die  Ebene  w'  in  F'  ent- 
spricht, dergestalt  dass  die  homogenen  Coordinaten  der  Ebene 
«'  von  einander  unabhängige  lineare  Formen  der  Coordinaten 
des  Punetes  u  sind  (6),  so  heissen  die  Figur  der  Puncto  und 
die  Figur  der  entsprechenden  Ebenen  recipioke  Figuren, 
eine  der  beiden  Figuren  eine  Reciproko  der  andern  (§.  31,  7). 
Möbius  baryc.  Calcul  am  Schlnss  und  Grelle  .1.  10  (1833)  p.  317. 
Magnus  Aufgaben  U  p.  120. 

Einer  Ebene  in  F  entsprechend  tindel  man  wie  oben  einen 
Punct  in  F',  den  Ebenen  einer  Geraden  in  F  entsprechend  die 


y  Google 


g.  59,   HomoKoni'  Coordinaten  eines  Punetes  und  einer  Ebene  eto       43  t 

Puncle  einer  Geraden  in  F',  der  unendlichfernen  Ebene  in  F 
entsprechend  einen  endlichfernen  PuncI  Q',  einer  unendlich- 
fernen  Geraden  in  F  entsprechend  eine  Gerade  des  Piinctes 
ü',  XL.  s.  w.  Das  Doppelverhilllniss  von  4  Elementen  in  F  ist 
dem  Doppelverhiiltniss  der  entsprechenden  Elemente  in  F'  gleich. 
Dabei  wird  die  einem  Punct  entsprechende  Ebene  die  Polare 
des  Puncles,  der  einer  Ebene  entsprechende  Punct  der 
Pol  der  Ebene  genannt;  zwei  Gerade,  wenn  den  Puncten 
der  einen  die  Ebenen  der  andern  entsprechen,  heissen  reci- 
proke  Gerade.  Den  Puncten  einer  Fläche  nler  Ordnung  ent- 
sprechen die  Tan  genienebenen  einer  Flache  wter  Classe,  den 
Puncten  einer  Linie  die  Tangenten  ebenen  einer  Developpablcn 
(§.  54,  10). 

Als  tautolog  kommen  hier  Puncle  in  Betracht,  die  auf  ihren 
Polaren  liegen ,  oder  Ebenen ,  die  ihre  Pole  enthiillen ,  sowie 
reciproke  Gerade,  die  sieh  deciten.  Wenn  der  Punct  m  auf  der 
ihm  entsprechenden  Ebene  u  liegt,  oder  die  Ebene  u'  den  ent- 
sprechenden   Punct    u    enthält ,    so    genügen   sie  der   Gleichung 

lt.  i.     Mi(a,Mi+..)  +  %(n2Mi  +  .0  ■•- "afÄsWi  +  'O  +  «4(«4«i  +  -0   =   <' 
oder    (u'ßyd)n\  + [ixa'yd)v.'.i  +  {aßu'5)u'3  +  {aßyu')u\  =    u 

Also  giebt  es  eine  Doppelserie  solcher  Puneie  und  Ebenen.  Diese 
Elemente  sind  Puncte  und  Tangentenebenen  einer  Fläche  zweiter 
Ordnung,  die  nach  BesehafFenheit  der  Goefficienten  a,  ß,  y,  d 
entweder  nicht  real  oder  elliptisch  oder  hyperbolisch  ist,  und  die 
ein  Kegel  sein  wtlrde  in  dem  ausgeschlossenen  Fall  [aßyS)  =  0. 
Hierauf  gründen  sich  die  von  Maönüs  Aufgaben  II  §.  25  ge- 
machten Unterscheidungen  der  Reciprociliit.  Vergl.  Reye  Geom. 
d.  Lage  II,  4.   Schröter  Oberflaehen  21er  Ordnung  g§.  20  und  50. 

13.  Die  Goefficienten ,  deren  Determinante  nicht  null  ist, 
können  insbesondere  so  bestimmt  werden,  dass  ftir  die  Puncte, 
welche  auf  ihren  Polaren  liegen,  eine  Gleichung  nicht  existirt, 
dass  also  alle  Puncte  auf  ihren  Polaren  liegen.  Dann  hat  man 
nicht  mehr  eine  Figur  von  Puncten  und  eine  reciproke  Figur 
von    Ebenen    ku    unterscheiden,    sondern    durch  eine   Fiaur    ist 
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zugleich  liine  Reziproke  derselben  bestimmt.    Möbius 
erforderlicheo  BedinsuTiBea  sind 


jS|    +  «2    =    0  Ji   -4-   Bi    =     U 

yi   +  «3    =    l>  ä-j  +  ßi    =    l> 

n  +  A  =  "        ^3  +  yi  =  0 

so  dass 

a,«!  +  .  .   =        *         +  ftiia  +  Xi^j  +  ''i"! 
«s«]  +..=-=—  jSi«,       *        +  ysKs  +  1*2«, 

«3"l    +    ■   -     ^     —  yi"!    —  }'2%  *  +   '^3'*1 

«jMl    +    .  .     =     —   iS,  U]    —  ((2"i   —  tf3"3  * 

Da  die  Determinante  dieses  Systems,  welche  nach  Determ.  §.5,  8 
den  Werth  (ßidg  —  YiS^-i-  y^^y)^  ^^^j  '^i*''''  ""'^  '^^  ^^  bleiben 
6  CocCfieienten  des  Systems  frei. 

Ein  derartiges  System  ist  (vergl.  §.  48,  ;() 
p  —  F  +  hy  —  gz,      q  =   —  hx -t- G  -i- fz,      r  =  gx^fy  +  JI 
s  =   -^Fx  —  Gy  —  Hz 
wahrend   fF  +  gG  +  kH    nicht    null    ist.      Denn    bei    allen 


d.  h.  jeder  Punct  x\<i\i  liegt  auf  seiner  Polare  p|9|''|s-     Wenn 
nun  x'\y'\z'  ein  Punct  dieser  Ebene  ist,  so  hat  niiin 


Dabei  ist,  wenn  jj' =  F  +  hy'  —  gz' 


d.h.  x\y\z  ein  Punct  der  Ebene  p'l  2'|j-'|s',  deren  Pol  x'\y'\z'. 
Die  Ebenen  p|?!r|s  und  p'\  q'\r'\s'  enthalten  beide  die  Puncle 
x\y'z  und  a:'\y'\z',  also  liegt  die  Gerade  der  Ebenen  auf  der 
Geraden  ihrer  Pole.  Es  giebt  eine  Tripelserie  von  solchen 
Geraden  (Üoppellini  en]  ,  und  Kwar  einen  linearen 
Gomplex.     Denn  px'  +  qy' +  rz' +  s 

^   Fi^'^cc)  +  G{ff'-y)  +  H(z'-^)  +  f{yz)  +  g{zx)  +  hixn) 
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ist  eine  lineare  Form  der  6  homogenen  Goordiiiiileii  der  Gera- 
den, auf  welcher  die  Puncle  x\i/\z  unda:'\if'\z'  liegen  (§.  49,  9). 

Der  unon  dl  ichfernen  Ebene  entspricht  der  Punct  {p  =  0, 
5=0,  r  ==  0)  d.  i.  der  unendlichferno  Punct  der  Haupt- 
richtung f\g\h.  Den  Ebenen  einer  unendlichfernen  Geraden 
entsprechen  die  Puncte  einer  Geraden,  welche  die  Hauptriehtung 
hat.  Den  Kur  Hauptriehtung  normal  gestellten  Ebenen  ent- 
sprechen die  Puncte  einer  ausgezeichneten  Geraden,  welche  die 
Hauptrichtung  hat,  und  die  Hauptaxe  der  Figur  heisst. 

Die  Polare  eines  Punctes,  welche  den  Punct  enthält,  war 
von  Möuius  a.  a,  0.  die  Gegenebene  des  Punctes  genannt  wor- 
den, und  der  Punct  der  Gegenpunct  der  Ebene,  auf  der  er 
liegt.  Bei  statischen  Betrachtungen  hat  Mögius  1837  Statik 
§.  84  ff.  dieselbe  Polare  eines  Punctes  seine  Nullebene,  den 
Pol  einer  Ebene  ihren  Nullpunct,  und  die  Figur  nebst  einer 
derartigen  Reeiproken  ein  Nullsystem  genannt.  Vergl.  Macnus 
Aufgaben  II  §,  27,  Staiidt  Geom,  d,  Lage  §.  2i  und  Beiträge 
§.5,  Plücker  1865  art.  1ä  If.  R eye  Geom.  d.  Lage  II,  10.  Schroter 
Oberflächen  2ter  Ordnung  §.  36. 
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Capitel  X. 
Flächen  und  Linien. 

§.  53.    Kegel,  Cylinder,  Rotationsfläche. 

1.  Unter  den  Flüchen  sind  im  Alterlhum  niisser  der  Ebene 
die  Kuf^el,  der  Cylinder,  der  Kegel,  die  Rotationsfliiche  belraelitel 
worden.  Stereom.  |.  3,  1.  Zu  den  Roiations flachen  gehören  die 
von  Arghimkoes  so  genannten  SphUroide  und  Conoide;  jene 
eniRlanden  durch  llolalion  einer  Ellipse  um  ihre  grosse  Axe 
(das  lange  Sphäroid,  na^aft^xeg),  oder  um  ihre  kleine  Axe 
(das  platte  Spharoid,  intnlaTv) ;  diese  entstanden  durch  Ro- 
tation einer  Parabel  oder  einer  Hyperbel  um  ihre  Hauptaxe 
(das parabolische  und  das  hyperbolische  Conoidj.  Proci.us 
im  5ten  Jhdt.  n.  Chr.  berichtet,  dass  auch  die  Fläche,  welche 
durch  Rotation  eines  Kreises  um  eine  Gerade  seiner  Ebene  ent- 
steht, und  die  Namen  cirsl^a,  -xgtKog,  torus  erhallen  hat,  von 
dem  Alexandrinischen  Mathematiker  Perseiis  [etwa  130  v.  Chr.) 
nach  ihren  Planschnitten  untersucht  worden  ist.  Ki.vgei.  malli. 
W,  i  p.  i57.    Chasles  Ap.  histor.  note  1. 

Unter  Benutzung  der  Buchstabenrechnung  wurden  im  17ten 
Jhdt.  andre  Flächen  untersucht.  Wallis  4663  Opp.  II  p.  683  hat 
die  Planschniile  und  die  tjubatur  einer  Regelfläche  gegeben, 
die  er  Cono-cuneus  (Kegel-Keil)  nannte.  Ihre  Geraden  sind 
horizontal,  und  schneiden  einen  verticalen  Kreis  und  eine  ver- 
tieale  Gerade.  Klügel  math.  W.  3  p.  302.  Meieh  Hirsch  geom. 
Aufgaben  H  §.  -178.  Wren  Phil.  Trans.  1669  hat  eine  Kotations- 
flüche  betrachtet,  welche  er  ein  Cylindroid  nannte.  Dieselbe 
entsteht  durch  Rotation   einer  Hyperbel   um   ihre  zweite  Axe, 
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oder  durch  Rolation  eines  unebenen  Viereeks  um  eine  seiner 
Seiten,  und  ist  sowohl  eine  Regelfläehe  als  auch  ein  hyper- 
bolisches Hyperboloid.  Solehe  Flächen  sind  ebenfalls  Conoide 
genannt  worden  (§.48,6).  Von  grösserem  Einfluss  war  die 
Appendix  über  die  Flächen,  welche  Euler  174-8  seiner  Intro- 
ductio  beigegeben  halle.  Man  findet  darin  die  Unlerscheidung 
der  Flächen  2ler  Ordnung  nach  ihren  Species. 

3.  Linien  auf  Flächen,  unebene  Linien  auf  einem  Rol;i- 
tionscylinder  und  auf  einer  Kugel,  sind  von  den  altern  grie- 
chischen Maihematikern  in  Betracht  gezogen  worden.  Dazu 
gehört  die  von  Ahchytas  erdachle  Linie  (§.  25,  4),  die  Schrau- 
benlinie {ij  neQi  xvkiväQOV  f>l(|  Pjppus  IV,  28),  welche  mit  den 
Geraden  des  Cylinders  gleiche  Winkel  bildet,  die  sphilrisehe 
Spirale,  welche  mit  der  Arehimedeisthen  planen  Spirale  gleiche 
Deflnilion  hat.  Paitl's  IV,  30.  Ri.h.i-l  m  ilh  W  4  p.  447.  Cuaslks 
Ap.  histor.  I  §.  24  ff. 

In  dei  neuern  Zeit  wurde  die  Linie,  welche  mit  den  Meri- 
dnncn  emei  kueel  (einer  RotalionsflUclie)  gleiche  Winkel  bildet, 
als  uneben  erkinnt  von  NONius  1546,  und  Loxodromia  sphae- 
rica  genanni  ■von  Sneliius  1624.  Stereom.  §.  5,  6.  Klügel  math. 
W  3  p  i48  Lneben  ist  im  Allgemeinen  die  Linie  einer  Fläche, 
welche  »wischen  zwei  Punclen  der  Flache  die  kU.rzeste  ist. 
Das  Problem  der  kürzesten  Linien  wurde  von  Jon.  Bernoui.i.i 
1698  in  den  Acta  Erud.  gestellt  und  gefördert.  Vergl.  dessen 
Brief  an  Leibniz  1698  Aug.  16.  Eine  kürzeste  Linie  einer  Flüche 
wird  seit  dem  igten  Jhdt.  eine  geodätische  Linie  (göodesique) 
genannt. 

Eine  unebene  Linie  (Raumcurve)  wird  durch  2  ihrer  Pro- 
jeelionen  bestimmt,  z.  B.  durch  ihre  Projection  auf  die  Ebene 
)/!  durch  Gerade,  die  mit  x  parallel  sind,  und  durch  ihre  Pro- 
jection auf  die  Ebene  zx  durch  Gerade,  die  mit  y  parallel  sind. 
Mit  Rücksicht  auf  die  beiden  Planlinien,  durch  welche  die  un- 
ebene Linie  bestimmt  werden  kann,  ist  dieselbe  eine  ligne 
ä  double  courbure  genannt  worden  von  Piror  in  der  An- 
merkung über  Linien  auf  Flachen,  welche  einer  Abhandhing 
desselben  Autors  über  die  Schraubenlinie  (M6m.  de  Paris  1724) 
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angehängt  ist.  Diese  Benennung  wurde  angenommen  und  ein- 
geführt von  Glairaut  Recherches  sur  les  courbes  ä  double  cour- 
bure  1731.  Flexion  und  Torsion  als  zwei  Krümmungen  einer 
unebenen  Linie  sind  erst  spater  unterschieden  worden.  Eine 
unebene  Linie  wird  doppelt- getitimmt,  gewunden,  gauehe, 
Iwisted,  gobba  genannt. 

3.     Die  Gerade 

enthüll  den  Punct  a)6|c  und  die  Richtung  «1/J|1.  Wenn  a,  ß 
durch  eine  Gleichung  nten  Grades  verbunden  sind,  so  giebt  es 
eine  Serie  von  Geraden  des  Punctes  ajfilc,  die  Geraden  eines 
Kegels  nter  Ordnung  mit  dem  Centrum  a\h\c.  Das  System 
der  3  Gleichungen  für  a;,  j,  z,  «,  /?  giebt  eine  Gleichung  für 
X,  y,  s,  die  Gleichung  des  Kegels.  Indem  man  «,  ß  in  der  sie 
verbindenden  Gleichung  durch  ^^^1^,  ?^^_  ersetzt,  und  mit 
(^  —  c)"  mulliplicirt,  findet  man  die  Gleichung  w  =  0  des 
Kegels  nter  Ordnung,  wo  u  eine  Form  «ten  Grades  der  x  —  a, 
y  —  h,  z  —  c.    Glairaut  1731  Recherchcs  31. 

Die  Gleichung  für  et,  ß  ergiebt  sich,  wenn  die  Geraden 
des  Kegels  eine  gegebene  Linie  («  =  0,  «1  =  0]  aus  dem 
Centrum  a\b\c  projiciren.  Indem  man  a:,  ^  durch  ^  ausdrückt, 
erhält  man  2  Gleichungen  für  a,  ß,  z,  eine  Gleichung  für  a,  ß. 

Ueberhaupt,  wenn'^j,  l^,  l^  von  einander  unabhängige 
lineare  Functionen  der  a:,  y,  z  sind,  und  wenn  u  eine  Function 
«len  Grades  der  k  ^  Z,  :  ^ ,  ß  =  l^  :  l^  ist,  mithin  ul^**  eine 
Form  nten  Grades  der  l^,  1^,  l^:  so  ist  die  Fläche  u  =  0  ein 
Kegel  nler  Ordnung  mit  dem  Centrum  [l^  ^0,  i^  =  0,  ^  ^  0), 
eine  Gerade  desselben  ist  [l^  —  al^  ^  0,  ^^  —  ßl^  =  0). 

Wenn  u  eine  Function  nten  Grades  der  x,  y,  s,  so  ist  die 
Fläche  M  =  0  ein  Kegel  mit  dem  Centrum  a\b\e  nur  unter 
der  Bedingung,  dass  u  eine  Form  der  x  —  a,  y  —  6,  s  —  c  ist. 
Durch  die  Substitution  x  =  x' +  a,  y  =  y'+  6,  s  ^  z'+  c 
wird  u  ^  v„ -t-  *>„_!  ■+-..,  wo  !>;  eine  Form  iten  Grades  der 
x',  y',  z   und  [n  —  i)ten  Grades  der  a,  b,  o  ist.    Also  wird  u 
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eine  Form  nteii  Grades  der  x  —  a,  y  —  b,  e — c,  wenn 
v„_i  +  . .  null  ist  bei  allen  x',  y',  z  .  Nun  werden  3  Coeffi- 
cienten  von  v^_^  null ,  wenn  a ,  6 ,  c  eindeutig  bestimmte 
Werthe  erhalten;  dabei  sind  aber  die  übrigen  Coefficienten  im 
Allgemeinen  nicht  null. 

4.  Bei  einem  orthogonalen  Trieder  xyz  sei  x'\y'\z'  ein 
Punct  des  Kreises,  dessen  Diaracter  ON^^%a  auf  der  Geraden 
1/  liegt,  und  der  Von  der  Geraden  x  berührt  wird ;  also  ist 

Auf  dem  Kegel,  welcher  den  Kreis  aus  dem  Centrum  S(0|6|c) 
projicirt,  liegt  die  Gerade  der  Puncte  a;|^|z,  cc'|j/'|0,  0|6|c; 
also  ist 

"^   ~    y  —  h    ~^   2  — e  y\z  —  c)    =,  bz^cy 

daher  für  den  Kegel 

Derselbe  ist  ein  Rotationskegel  bei  6  =  a. 

Die  Ebene  x  =  0,  gegen  welche  der  Kegel  symmetrisch 
liegt,  enthalt  die  beiden  extremen  Kanten  OS,  NS  des  Kegels, 
in  welchen  die  Ebene  a^  =  0  von  den  Ebenen  hz  —  cy  =  0, 
hz  —  cy  —  2aE  +  2«e  ^=  0  geschnitten  wird.  Die  Gleiehung 
des  Kegels  zeigt  an,  dass  das  Producl  der  Distanzen  eines 
Kegelpunctes  von  den  beiden  letztern  Ebenen  zu  der  Quadrat- 
Distanz  des  Kegelpunctes  von  der  erstem  Ebene  ein  constantes 
Verhältniss  hat. 

Eine  Ebene  der  Tangente  x  giebt  einen  Kegelschnitt,  dessen 
Axe  OA  auf  der  Ebene  ONS  liegt,  während  die  andre  Axe 
mit  X  parallel  ist.  Der  Kegelschnitt  ist  eine  Hyperbel,  wenn 
NÄ"^  NS,  eine  Parabel,  wenn  NA  unendlich,  OA  mit  NS 
parallel  ist,  eine  Ellipse ,  wenn  NA  <  NS.  Die  Ellipse  ist  ein 
Kreis  [To^ij  vnevavria,  seetio  subcontraria) ,  wenn  das  Dreieck 
SOA  dem  Dreieck  SN 0  ähnlich  ist. 
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5.  1.  Wenn  m  eine  Function  des  Punetes  Q,{a:\i/\z],  und 
wenn  die  Fluxionen  der  «  nuch  x,  y,  z  daselbst  die  Werthe 
iii,  K^,  «3  haben,  so  hat  die  Gleichung  der  Flache  «  =  0  die 
Differentialgleichung  u^dx  +  u^dy  +  u-^dz  =  0.  Nach  §.  49,  7 
ist  die  Richtung  dxßy  dz  in  der  Stellung  u^^_u^\u^  enthalten, 
d.  h.  ein  von  Q,  anfangendes  Bogendifferential  der  Fläche  w  =  0 
liegt  auf  derjenigen  Ebene  des  Punetes  Q,  welche  die  Stellung 
*i,|w;|«a  hat,  auf  der  Tangentenebene  der  Fläche  u  =  0  an 
dem  Punct  x\y  z.  Wenn  die  Strecke  Q.P[x\y\z  ■  l'^ri^C]  die 
Uiohtung  dx\dy\dz  hat,  so  ist  sie  eine  Tangente  der  Fläche, 
und  liegt  auf  der  Tungentenebene.    Daher  hat  man 

M,(|  — a^)  +  M2(i7  — y)  +  «sC?  — *)  =  0 
für  den  Punct  ^|j;jC  der  Ebene,  welche  die  Fläche  m  =  0  in 
dem  Puncl  x\y\z  berührt.    Wenn  daselbst  »[,  u^j,  «^  null  sind, 
so  giehl  es  nicht  unbedingt  eine  Tangenten  ebene. 

Nach  der  Eigenschaft  der  homogenen  Functionen  wird 


durch  nu  —  ü,  ausgedrückt,  wenn  eine  Form  nlen  Gi'adi 
a-,  y,  ^,  (  und  ihre  Fluxioncu  bei  l  =\  die  Werthe  u,  (. 
«;,,  !(.,  haben.    Also  ist  auch 

II,  Die  aus  dem  gegebenen  Punct  P\X\xi\l 
Flache  m  =  0  hat  einen  bestimmten  scheinbaren  Contour: 
der  Punct  Ü  liegt  auf  demselben,  wenn  die  Gerade  PQ  von 
der  FliSche  in  Q,  berührt  wird,  mithin  auf  der  Ebene  liugt,  von 
welcher  die  Fläclie  in  Q  berührt  wird.    Daher  hat  man  für  Q. 

H    =    0,         «1^   +  «jf/  +  »'3?  +  "4     ==0 

Der  scheinbare  Contour  einer  Flüche  nler  Ordnung  liegt  auf 
einer  bestimmten  Fläche  (n— d)ter  Ordnung.  Der  scheinbare 
Contour  einer  Flache  2ler  Ordnung  liegt  auf  einer  bestimmten 
Ebene,  der  scheinbare  Contour  einer  Flüche  3ter  Ordnung  liegt 
auf  einer  bestimmten  Fläche  2ter  Ordnung. 

Aus  dem  scheinbaren  Contour   der  FlBche  wird  wie  oben 
der  der  Fläche  umgeschriebene  Kegel  gefunden,   welcher  den 
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scheinbaren  Coiitour  aus  dem  Puiiiil  /■■  projioii'l.  Der  Puiiel 
ac'ly'la' liegt  niimlieh  auf  dem  Kegel,  wenn  er  dov  Geraden  PQ 
angehört;  also  hat  man 

ü  =  I),      M,g  +  IIa»;  +  «3?  +  Ui  =-  0 

4  Gleichungen  für  x',  y',  z\  x,  y,  s,  mithin  eine  Gleichung 
für  x',  y',  z.  MoNüK  Applioalions  179ä  §.  III.  Cal-cuy  Äppli- 
cations  18S6  Ädd.  1.  Nach  Joaciiibsthal  findet  man  den  Kegel 
direct  durch  Fonualion  einer  Disoriminante,  Vergl.  unten 
§.  55,  10. 

III.    Wenn  /  eine  gegebene  Function  der 


so  ist  die  Fläche  /  =  0  ein  Kegel  (3)  mit  dem  Gentrum  ajik. 
Die  Differentialgleichung /id«  -^  f-^dß  =  0  giebt 

f,dx  +  f,dy-{<,f,-t-ßf,)d^  =  0 

Also  hat  man  [tlr  den  Punct  ^j'^l^,"  der  Ehene,  von  welcher 
der  Kegel  in  a;|ylj  berührt  wird 

folglich  ist 

Ad-») +  /■.('?-&)-("/-, +/?A)(?"0 

d.  h.  die  Tangenten  ebene  enlhiilt'das  Centrum  ab.c,  mithin 
die  Gerade  des  Kegels  a\b\c-  x\y,».  Ihre  Stellung  ist  durch 
die  Werlhe  «,  ß,  f,,  f^  bestimmt  d.  h.  durch  die  Richtung 
oijfijc  ■  a;|y|s:  der  Kegel  wird  in  allen  Punclen  einer  seiner 
Geraden  von  derselben  Ebene  berührt,  er  wird  im  Cenlrum 
von  allen  seinen  Tangentenebenen  berührt. 

IV.  Wenn  durch  den  Puncl  Q  einer  Fläche  eine  Gerade 
geht,  welche  der  Flache  angehört,  so  Hegt  die  Gerade  auf  der 
Ebene,    von    welcher    die   Fläche    in    Q.    berührt   wird.      Wenn 


y  Google 


440  Cap.  X.    Flächen  und  Linien, 

2  Gerade   des  Q.  dor  Kliiehe   angehören ,  so   liegen  sie  auf  der 
Ebene,  von  welcher  die  Fläche  in  Q  berührt  wird. 

Wenn  die  Flaehe  eine  RegelElache  der  Geraden  a,  b,  c 
ist ,  so  i^ehn  dnrch  die  Puncto  J,, ,  A.j^,  . .  der  Geraden  a  ein- 
deutig btstimmte  Gerade  der  Ebenen  A^b  und  A^c,  A^b  und 
A^c,  ,  welche  zugleich  Ö  in  ß,,  B^,  . .  und  c  in  C,,  Cj,  .. 
schneiden.  Vergi.  Trigon.  §.  7,  16.  Dann  ist  das  Doppelver- 
haltniss  der  Puncte  A^,  A^,  A^,  A^  gleich  dem  Doppelverhält- 
niss  der  Ebenen  c,^, ,  cA^,  cA^,  cA^,  dieses  gleich  dem  Doppel- 
verhaltniss  der  Puncte  B,,  B^,  B^,B^,  und  dieses  gleich  dem 
Doppelverhältniss  der  Ebenen  aB^,  aB^,  aß^,  aB^.  Bei  ver- 
schwindenden Distanzen  der  Geraden  a,  b,  c  enthalten  die  Ge- 
raden ^j£,(7^,  A.^B^C\,  .  .  je  3  mit  J,,  A^,  ..  vereinte  Puncte 
der  Fläche,  und  liegen  mit  a  auf  den  Ebenen,  von  welchen 
die  Fläche  in  A^,  A^,  ..  berührt  wird.  Wenn  dabei  die  Ge- 
raden a  und  b  nicht  auf  eine  Ebene  fallen,  so  liegen  A^B^  und 
A^B^  nicht  auf  einer  Ebene,  und  die  Tangenten  ebenen  aßj, 
aB^  sind  verschieden.  Also  wird  die  Regclflaehe  in  verschie- 
denen Punclen  einer  ihrer  Geraden  von  verschiedenen  Ebenen 
berührt,  so  dass  das  Doppelverhältniss  von  4  Tangentenebenen 
der  Geraden  dem  Doppelverhältniss  der  Berührungspuncle  gleich 
ist;  dagegen  wird  eine  Developpable  in  allen  Puncten  einer 
ihrer  Geraden  von  derselben  Ebene  berlflirt.  Auf  diesen  Unter- 
schied hat  Meüsnier  1780  Mem.  präsentes  t.  10  p.  491  ff.  auf- 
merksam gemacht;  die  Gleichung  der  Doppel  Verhältnisse  ist 
von  Chasi.es  1839  in  Quetelet  Corresp.  t.  H  p.  50  gegeben  wor- 
den.   Vergl.  Salmon  Geom.  of  3  dim.  ilO  ff. 

6,  Wie  die  Serie  von  Geraden,  welche  auf  einem  Kegel 
liegen,  so  kann  man  eine  Serie  von  irgend  welchen  Linien  in 
Betracht  ziehn,  welche  eine  bestimmte  Fläche  erfüllen.  Wenn 
V,  w  gegebene  Functionen  von  x,  y,  z  sind,  und  «,  /?  durch 
eine  Gleichung  verbundene  Parameter,  so  giebt  es  eine  Serie 
von  Linien  (r  =  «,  w  =  ;?] ,  welche  eine  Fläche  erfüllen, 
deren  Gleichung  w  =  0  durch  Elimination  von  «,  ß  erhalten 
wird.  Die  Richtung  dx\d^\dz^  enthalten  in  den  Stellungen  der 
Ebenen,  welche  in  dem  Punct  x\y\z  die  Flächen  u  =  «,  w^  ß 
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,  ist  auch  in  der  Stellung  der  Ebene  enihalten,  von 
welcher  die  Fläche  u  =  0  daselbst  berührt  wird.  Man  fin- 
det also 

Ulan:  +  Wjrfy  +  «3^3  ^=  0        I  «I     Mj     "a  i 
vidx  +  v^dy  +  Vsdit   =   0  Pi      "i      "3 

Widx+  N'idy+  Wjdz  =  \i        \  tv^    w^    «^  | 


H^,y,^) 


die  partiale  Differentialgleichung  jeder  Fläche,  welche 
durch  die  Serie  (u  =  «,  «.  =  /S)  erfüllt  wird,  wenn  a,  ß 
durch  irgend  eine  Gleichung  verbunden  sind.  Die  Gesammt- 
helt  der  Flächen,  welche  derselben  parlialen  Differentialgleichung 
genügen  [eine  unendlichfache  Serie] ,  ist  eine  Familie  von 
Flachen  genannt  werden.  Monge  Mem.  de  Turin  1770^73. 
Mem.  de  Paris  -1784  p.  85.  Applications  1795  §.  II  ff.  C\ucHy 
Applications  i826.  Add.  11,  u.  A.  Z.  B.  a:  —  a  =  a(z~c], 
y  —  6  =:  (?{e  —  c)   giebt  dx  =  adz,  dy  =  ßdz,   folglich 

u,(x  —  a}  +  u^iy^h)  +  «3(2  — c)  =  0 

die  partiale  Differentialgleichung  der  Familie  von  Kegeln  mit 
dem  Centruin  a\h\e.  In  der  That  ist  dann  v,  eine  Form  der 
3:  —  a,  y  —  b,  z  —  c,  folglich  u.  s.  w. 

7.  Der  Kegel  nter  Ordnung  hat  mit  einer  Ebene  eine  l'lan- 
linie  nter  Ordnung  gemein,  die  aus  n  Geraden  besteht,  wenn 
die  Ebene  das  Centruin  des  Kegels  enthUlt.  Die  unendlichfer- 
nen Puncte  des  Kegels  liegen  auf  der  unendlichfernen  Linie, 
welche  der  Kegel  mit  der  unendlichfernen  Ebene  gemein  hat. 
Wenn  der  Planschnitt  reducibel  ist,  so  besieht  der  Kegel  aus 
Kegeln  niederer  Ordnungen.  Wenn  der  Planschnitt  singulär 
ist,  so  ist  der  Kegel  singulär  und  hat  mehrfache  Gerade.  Die 
concentrische  Kugel  mit  dem  Radius  1  schneidet  den  Kegel  in 
einer  sphärischen  Linie,  dem  Sphärenschnitt  des  Kegels, 
durch  welchen  der  Kegel  bestimmt  wird,    Stereom.  §.  ü,  2. 

Zwei  Planschnitte  eines  Kegels  sind  perspectivische ,  also 
collineare  Figuren.  Wenn  dorn  Punct  x.y  z  des  Kegels  (3]  auf 
der  Ebene  a;  ==  0  der  Punct  0  i  y'z',  und  auf  der  Ebene  1/  =  0 
der  Punct  a;"[0  ,2"  entspricht,  so  ist 
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■  /SC»"-') 


ay 


ey  - 


d.   h.    a:" :  i":    ■!    verlialloii    sifh,    wie    lineari?    FiiiicIiaiiL'n    der 
^',  /.    Vergl.  §.  30,  1. 

Wenn  /^  eine  Form  tlen  Grades  von  x,  y,  r,  so  iiegl  die 
unendlich  ferne  Linie  der  Flüche  /„  +  ./^  _  j  +  . .  ^=  0  jiuf  dem 
Kegel  /„  ==  0.  Ebenen,  von  welchen  die  Fläche  in  ihren  un- 
endlichfemen  l'unclen  berührt  wird,  sind  mit  den  Tangenten- 
ebenen  dieses  Kegels  parallel.  Zwei  concentrische  Kegel  der 
Ordnungen  m,  n  haben  mn  Gerade  gemein  entsprechend  den 
ebensoviel  gemeinschaftlichen  Puncten  der  Linien,  in  welchen 
die  Kegel  von  einer  Ebene  geschnitten  werden. 

8.  Der  Kegel  erster  Ordnung  ist  eine  Ebene.  Der  ordinäre 
Kegel  2ler  Ordnung  hat  entweder  ausser  dem  Centrum  keinen 
rcEden  Punct,  oder  er  ist  real,  und  wird  von  einer  Ebene  je 
UEich  deren  Stellung  in  einer  Ellipse  oder  in  einer  Hyperbel 
oder  in  einer  Parabel  geschnitten.  Der  singulare  Kegel  2ter 
Ordnung  ist  redueibel,  und  besteht  aus  2  Ebenen,  welche  eine 
reale  Gerode  gemein  haben,  oder  ganz  zusammenfallen. 

Wenn  die  Geraden  /,  g  den  Puncl  O  gemein  haben,  und 
wenn  eine  beliebige  Ebene  der  /  von  einer  Ebene  der  g  normal 
geschnitten  wird  in  der  Geraden  s,  so  sind  f,  ff,  ^  Gerade 
eines  besondem  Kegels  2ter  Ordnung:  dieser  Kegel  wird  von 
Ebenen,  welche  normal  zu  den  Geraden  /,  g  gestellt  sind,  in 
Kreisen  geschnitten.  Denn  die  Ebene,  deren  Normale  /  ist, 
schneidet  f  ia  A,  g  in  B,  und  enthält  den  rechten  Winkel  B  CA, 
dergestalt  dass  die  Ebenen  fC  und  gC  normal  zu  einander 
stehn.  U.  s.  w.  Binet  Corresp.  sur  l'ec.  polyt  U  p  71 ,  voll- 
sliindiger  Steiner  syst.  Entw.  53.  II,  1  und  16  Dieser  Kegel  ist 
von  Schröter  Grelle  J.  85  p.  i1  und  OberflaLhen  2ter  Ordnung 
p.  67  untersucht  und  ein  orthueouaier  Ketel  eenannl  worden. 
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Wenn  die  Geraden  /,  ?,  /;  des  Punetes  0  normal  zu  ein- 
ander sind,  so  ist  ein  Kegel  2ter  Ordnung  der  Geraden  /,  g,  k 
ein  besondrer:  jede  Gerade  des  Kegels  liildel  mit  2  andern 
Geraden  desselben  ein  Tripel  von  Geraden,  die  normal  zu  ein- 
ander sind,  so  dass  der  Kegel  von  jeder  zu  einer  seiner  Gera- 
den normal  gestellten  Ebene  in  einer  gleichseitigen  Hyperbel 
geschnitten  wird.  Diese  Wahrnehmung  wurde  von  Joachimsthal 
4859  Grelle  J.  Ö6  p.  284  und  Hesse  1861  Anal.  Geom.  d.  R. 
Vorles.  16  gemacht,  einfach  bewiesen  von  Voigt  Grelle  J.  86 
p.  297  und  Schröter  Oberfl.  2.  Or.  p.  75.  Nach  Steiner's  »gleieh- 
seitigemo  hyperbolischen  Paraboloid  [syst.  Entw.  52,  11.  Maünus 
Aufgaben  11  p.  249)  ist  dieser  Kegel  ein  gleichseitiger  Kegel 
genannt  worden. 

Der  besonderste  Kegel  2ter  Ordnung  ist  der  Rotations- 
kegel, dessen  Gerade  mit  einer  gegebenen  Geradon,  der  Axe 
des  Rotationskegels,  gleiche  Winkel  bilden.  Der  Rolalionskegel 
wird  nur  von  solchen  Ebenen,  die  normal  zur  Axe  gestellt  sind, 
in  Kreisen  geschnitten.  Der  Punct  P  auf  einer  Geraden  s  des 
Kegels ,  welche  mit  der  Axe  '  einen  gegebenen  Winkel  bildet, 
habe  die  rechtwinkeligen  Coordinaten  x^  y,  z,  und  das  Centruni 
M  sei  a\b\c.     Dann  ist  durch  Normalprojection  auf  l 

MFcoils   =   (ai  — a}cosa;i  + (y  — 6)cos3/J+  (3  — c)cos2f 
|(«-o)»  +  (j/  — 6)a  +  (e-c)']cosä(8  =  [(x  — a)cos«I  +  ..]»  -  0 

Insbesondere,  wenn  l  mit  a:  parallel  ist,  wenn  MF  die  recht- 
winkeligen Coordinaten  X,  Y,  Z  hat,  -X  =  MN,  NF  ==  J(  iayis,3:s, 
so  ist 

ra  +  Z2  —  X^  tanLj^ies  =  0 

9.  Die  Gerade  {^  —  a  =  at,  rj  —  b  =  ß!;)  des  Punetes 
Ijjjjt  und  der  Richtung  «||3|1  projieirt  den  Punct  x' y  c  der 
Liuie  (ii  =  0,  w  =  0]   unter  den  Bedingungen 


Dann  sind  a,  b,  x,  y,  z  durch  4  Gleichungen,  mitbin  a,  b  durch 
eine  Gleichung  verbunden.  Indem  man  in  dieser  Gleichung 
ff  6  durch  I  —  «C,  r;  —  /^C  versetzt,  findet  man  die  Gleichung 
u  =  0  des  Gy linders,  welcher  die  Linie  [«  =  ü,  w  =  0) 
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in  der  Richtung  a\ß\i  projicirt.  Hier  ist  u  nur  von  2  Vu- 
riablen  ^  —  «C,  rj  —  ß^  abhängig. 

Itfan  kann  a,  b  eliniinireu,  und  hat  4  Gleichuntjen 

1—5   _    -Tj  —  y  ^   ■._  ^        V  =   f>        w   =   I) 

für  ^',  fj,  t,  ic,  y,  j,  mithin  eine  Gloiohung  für  ^,  ij,  J.',  die 
Gleichung  des  Cyünders,  Z.  ß.  für  den  Cylinder,  weicher  die 
Ellipse 


projicirlj  hat  man 

Auf  einer  Geraden  des  Gylinders  a,  b  conslant,  d^=  (^dt, 
dTj  =  ßdt,,  folglich  (6)  ist 

«iC  -^  u-iß  ■\-  «3   =   0 

die  partiale  Differentialgleichung,    welcher  alle  Cylinder  der 
Richtung  a\ß\\   genügen. 

Wenn  die  Ehene,  von  welcher  die  Flüche  u  =  0  in  x'-yz 
berührt  wird,  die  Richtung  a\ß\\   enthält,  so  hat  man 

ü    =    0,         U|ß   +  V2ß  +  i^s    =    0 

für   den    Punct   x\y\z    des    scheinbaren   Contours   der    in    der 
Richtung  ci.ß\\  gesehenen  Fläche  w  =  0,  und 


^~x 


I-  nß  -^ 


für  den  l'unct  ^|j;|C  des  der  Fläche  v  ^  ^  um  geschriebenen 
Cylinders  der  Richtung  ß|i^|1.  Momie  a.  a.  0.  Vergl,  Cäuchv 
a.  a.  0.    Leroy  Anal.  appl.  ä  la  göom.  des  3  dim,  c.  14, 

10.  Wenn  man  aus  den  Gleichungen  v  ^  fi,  w  =  0  für 
X,  y,  z  die  Gleichungen  X^d  ohne  a-,  T  =  0  ohne  ^,  Z  =  0 
ohne  z  componirt,  so  sind  ^^0,  K^O,  2  =  0  Cylinder 
der  Richtungen  x,   y,  z,   welche  die  Linie    (o  ^  0,   ju  ^  0) 
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projiciren.     Auf  den  eoordinirlcn  Ebenen  orliäll  man  die  Pro- 
jectiooen  der  Liuie 

(X=0,a;=O),    (r=ü,y  =  0),    (Z  =  0,  ä  =  0) 
deren  zwei  zur  Construetion  der  Linie  genügen. 

Ein  Cylinder  ist  durch  seinen  Normalsehnitt  bestimmt.  Die 
Planschnitle  des  Cylinders  sind  afliüe  Figuren.  Ein  Cylinder 
2ter  Ordnung  ist  entweder  elliptisch,  oder  hyperbolisch,  oder 
parabolisch,  je  nachdem  ein  Ptansehnitt  desselben  eine  Ellipse 
oder  eine  Hyperbel  oder  eine  Parabel  ist.  Auf  dem  elliptischen 
Cylinder  liegen  Kreise  von  2  verschiedenen  Stellungen;  auf  dem 
Botationscy linder  liegen  nur  Kreise  einer  Stellung. 

Aufgabe.  Sturm  1824  Gerg.  Ann.  14  p.  302.  Das  Dreieck 
AA'A"  soll  aus  dem  Punet  P{x\y\z)  auf  eine  gegebene  Ebene 
nach  BB'B"  projieirl  werden,  so  dass  die  Projeclion  BB'B" 
eine  gegebene  Flache  hat.  Die  Ebenen  AA'A",  BB'B"  seien 
die  coordinirfen  Ebenen  xy ,  yi,   und 

A{a\h\0),     A'(a'\b':t>),..,     B{0\p\g),     B'{(,\}/ ,q'),  .  . 

Nun  sind  AB,  AP  parallel,  also 


u.  s.  w.    Daher 


d.  h.  F  liegt  auf  einem  Cylinder  3ler  Ordnung,  dessen  Gerade 
die  Richtung  y  haben,  die  gemeinschaftliche  Richtung  der  bei- 
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den  gegebeuen  Ebenen.  Wenn  a"  null  ist,  so  isl  der  Cylinder 
2ter  Ordnung;  wenn  a  und  a"  null  sind,  so  ist  der  Cylin- 
der plan, 

11.    Bei  reehtwinkeligen  Goordinalen  ist 

eine  Kugel  um  das  Gentrum  a\h\e,  und 
fx  +  gy  +  liz  =  ß 
eine  zu  derRiehlung  f\g\lt  normal  gestellle  Ebene  (§.49,7),  also 

(a;  -n)!  +  (j/  — 6)2  +  (s-c)'  =  «.  fx-¥gy  +  }iz  =  ß 
ein  Parallelkreis  einer  Rotationsfläche  (surface  de  revolution) 
u  -=  0,  deren  Axe  die  Riehtung  f\g^h  und  den  Pnnet  a  b\,: 
enthalt.  Wenn  ö,  (S  durch  eine  Gleichung  verbunden  sind,  so 
giebt  es  eine  Serie  von  Parallelkreisen,  welche  die  Rolations- 
(läche  erfüllen.  Eine  solche  Gleichung  ergiebt  sich,  wenn  der 
Parallelkreis  eine  gegebene  I-inie  schneidet.  Aus  den  Differen- 
lialgleichungen  (6) 

Uidx  +  u^dy  +  Mäds  =  0 

(ar-a)da!  +  (y-6)dy+  {z~c)dz  =  0 

fdx  +  gdy  +  hdz  =  0 


die  gemeinschaftliche  parliale  Dift'erenlialgleichung  aller  Hola- 
lionsflachen,  deren  Axe  den  Punct  a\bc  und  die  Richtung 
f\g\li  enthalt,    Monge  a.  u.  0. 

Wenn  z.  B.  u  =  a:»  +  y^  +  £■'  —  'Axyz  —  t,  so  ist  «  =  0 
eine  RotationsflHche  mit  der  Axe  x  =^  y  =  z  (Salmon  a.  a.  0.), 
weit  /,  g,  /(,  o,  6,  c  sieh  so  bestimmen  lassen,   dass  bei  allen 
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r  Thal  hat  man  bei  a  ^/,  6  =  3,  c  =  k  und  /^  y  =^  k 


\\     X    x^  \  \  X    x'^    xy; 

I  I    y    y*     =     ?    y*    ^Ji- 


I  1     2     «2   !  I  s     »ü     atya  ;  |   I     s     a;y  ' 

13.  Insbesondere  sei  die  fierade  a  die  Axe  dev  Rolations- 
(liielie  u        0,  und 

a;ä  +  y2  _  ^2 

ein  Rotationaeylinder  derselben  Axe,  welcher  von  der  Ebene 
z  =  eonst  in  einem  Parallel  kreis  der  Rotationsfläche  gesehnilten 
wird.  Eine  Gleiehung,  welche  q  und  a  verbindet  (§.  47,  6), 
ist  die  Gleichung  der  Rotationsfläche,  nachdem  mau  p  durch 
X,  y  ausgedrückt  hat.  Auf  einem  Paralleltreis  hat  man  dQ  =  0, 
dt  =  0,  foli^lieh  bei  allen  Gleichungen  Kwiseheii  q  und  z  in  allen 
Punelen  der  Rotationsfläche  u  ^  0 

Ufdx  -4-  Uidy  ^  U         I  «i     "2  1  _  „ 
xdx  +  ydy     =0         \  x      y    \ 

wie  oben,  wenn  /,  g,  a,  b,   c  null  sind. 

Beispiele.  1.  Wenn  der  Kreis  ADB'  (§.  25,  4),  welcher  in 
A  von  der  Geraden  z  bertlhrt  wird,  um  die  Axe  z  rotirt, 
so  ist 

ji'Di  =   AD'.  D'B',      z^  =  i)(2a  — p) 
(^2  +  ^2  +  ^3)3   =  iaHx^  +  yi) 

Diese  Rotationsfläche  wird  von  dem  Cylinder  x''  -^y'^  =  'iax 
in  der  von  Archytas  benutzten  Linie  geschnitten  (2). 

U.  Wenn  der  Meridian  der  Kreis  [q  ^  c)"^  ^  x'^  =  a"^  ist, 
also  e^  +  2^  -t-  c"^  —  a-  ^=  2ce,  so  hat  man  die  Rotations- 
fläche 

(a;3  +  yä  +  2S  +  ca  — o2)3  =   4c2('«''  +  2/') 

von  verschiedener  Gestalt,  je  nachdem  c—a  positiv,  null, 
negativ;  die  Spira  (torus) ,  deren  Planschnitte  Pehseus  unter- 
schieden hatte  (\).    Die  Ebene  x  ^  a  giebl  den  Planschnilt 
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(j,2  +  3a  +  ci)2   =.   ic^a3  +  yi) 
d.  i.     {^=  — 1!=)2  +  2£2(ya  +  c'}  +  2<   =  ia^c^ 

o  Cassinische  Linie   (§.  36,  6). 

ITI.  Wenn  der  Meridian  der  Kogelsehnitt  a^  =  ae^  +  26c  +  c, 
i.  uQ^  —  z'^  +  c  =  — 26$,  so  hat  man  die  Rotations  flache 


{aa;S  +  a;,2_2ä  +  (,)S  _   ü^x^  +  yi) 

welche  bei  b 

.  =^  0    Zweiter  Ordnung  isl,  ein  Sphiiroid  oder 

Contiid  (1). 

IV.    Wei 

nn  die  RotiUions flache  die  Gefilde 

-,   ^  ^^  +  n.       ,j  ^  m-z  +  n' 

enthüll,  so  isl  (J"i=  (ms  +  n)^  +  {m'e  +  n  ]^  ein  Me 
Kwar  eine  Hyperbel.    Die  Rolalionsfläche 

isl  das  von  Wren  betrachtete  Cylindroid  (1). 

V-  Wenn  die  Rotationsfläche  den  Kegelschnitt 


enthiilt,   so  isl  g^ 
die  Ellipse 


Auf  der  Rotationsfläche  hat  man 
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§.  54.    Die  Flächen  nter  Ordnnng. 

1.    Wenn  Uj  eine  Form  iten  Grades  des  Puneles  x\3/\z 


so  ist  u;  =  0  ein  Kogel  j'ter  Ordnung  mit  dem  Genirum  0|0|i) 
(§.  53,  3),  und/  =  0  eine  Fluche  nlor  Ordnung.  Die  Fläelie 
ist  transscendent ,  wenn  n  unendlich,  und  die  Function  nicht 
algebraisch  ist. 

Wenn  in  allen  Punclen  /+yA  =  0,  so  isl  die  Fläche 
/  =  1)  reducibel:  sie  besteht  aus  den  Flachen  niederer  Ord- 
nungen g  ^  0  und  ä  ^  0 ,  und  in  allen  l'uncten  der  Linie 
[g  =  0,  A  =  0)  hat  die  Fläche  mehr  als  eine  Tangentenebene. 

Die  Fläche  erster  Ordnung  ax  +  by  -^  es  -i-  d  =  0  ist 
plan  [§.  49).  Die  Fläche  nter  Ordnung  hat  mit  dieser  Ebene 
die  Planhnie  nier  Ordnung 

f  =  0,      ox  +  ..   =  0 

und  mit  der  unendlichfernen  Ebene  die  unendlichferne  Linie 
des  Kegels  nter  Ordnung  «„  =  0  gemein  (§.  20,  4).  Mit  den 
Geraden  dieses  Kegels  sind  die  Geraden  parallel,  von  welchem 
die  Fläche  /  =  0  in  unendlichfernen  Puncten  berührt  wird. 

3.    Die  Flache  nler  Ordnung  /  =  0  hat  mit  der  Geraden 

y  ^  ax  +  a,       s  ^  ßx  +b 

n  Puncte  gemein.  Denn  nach  der  Substitution  dieser  Werthe 
von  y.  z  in  /  hat  man  eine  Gleichung  nten  Grades  für  x;  durch 
X  werden  y ,  s  eindeutig  bestimmt.  Daher  isl  die  Ordnung  der 
Fläche  unabhängig  von  den  3  Geraden,  mit  welchen  die  Coor- 
dinaten  eines  Punctes  der  Fläche  parallel  sind  (§.  20,  3). 

Wie  die  Ordnung  einer  Fläche  durch  die  Menge  der 
Puncte  bestimmt  wird,  welche  die  Flüche  mit  einer  Geraden 
gemein  hat,  so  wird  die  Ordnung  einer  Linie  (nicht  nur 
einer  Planlinie)  durch  die  Menge  der  Puncte  bestimmt,  welche 
die  Linie  mit  einer  Ebene  gemein  hat.  Demnach  hat  die  Fläche 
Titer  Ordnung  /  =  0  mit  der  Fläche  niter  Ordnung  ^  =  0  die 
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Linie  mntar  Ordnung  (/ =  0 ,  g  =  D)  gemein.  Denn  man 
setzt  für  z  eine  lineare  Function  der  x,  y,  und  erhiilt  2  Glei- 
chungen für  X,  y,  u.  s.  w. 

Wenn    P,    (X,  iJ,  S  gegebene  Fuiiclimien    fcien  Gnidos    der 
Parameter  (,  u  sind,  und 

X  :y  :e:  \  =  P:  <i  ■■  R:  8 

(|.  44,  3),  so  liegt,  x\y''z  auf  einer  barycenlrischen  Flüche 
(Baryc.  Gate.  §,  101  ff.],  welche  aher  im  Allgemeinen  nicht  fcler 
Ordnung  ist,  sondern  höherer  Ordnung.  Denn  auf  der  Geraden 
(a;  =  0,  y  =  0)  hat  man  (P  =  0,  Ü  =  0)  für  (|u.  Nun  ist 
t\u  durch  dieses  System  fctdeutig  beslimmt,  also  hat  die  Flüche 
die  Ordnung  k^.  Vergl.  die  Steinersche  Flüche  186;t.  Clebsoit 
Grelle  .1.  67  p.  1.    FiEriLER-SAi.MON  Raumgeom.  II  p.  464. 

Wenn  ii]>ef  '/..h.  x  :  y   -.  z  :  \  ^  pn  :  qs   :  rs  :   S,   d.  h. 


wo  p,  q,  r  lineare  Functionen  der  (,  u  sind,  s  eine  lineare  Form 
der  p,  q,  r,  und  S  eine  quadratische  Form  der  p,  q,  r;  so 
gehn  s,  S  durch  die  Substitution  p  =  Ix,  q  ^  ly,  r  =  Xz 
tiber  in  Xu^,  X^u^,  wo  u, ,  «2  Formen  ersten  und  zweiten  Gra- 
des der  a;,  y,  z.  Nun  ist  &  =  is,  also  u.-^  =  Mj  ,  d.  h.  der 
Punct  x\y\^  liegt  auf  einer  Flache  2ter  Ordnung, 

3.  Die  n  Pimele,  welche  die  Flache  nler  Ordnung  mit  einer 
Geraden  gemein  hat,  sind  real  oder  nicht,  endlichfern  oder 
nicht,  gesondert  oder  nicht.  Wenn  zwei  vereint  sind,  so  wird 
die  Flache  von  der  Geraden  äpunctig  berührt;  wenn  auch  Kwei 
andre  vereint  sind,  so  hat  die  Gerade  mit  der  Fläche  2  Con- 
tacle,  und  ist  eine  Doppellangente  der  Fläche,  u.  s.  w. 

Wenn  die  resullirende  Gleichung  nicht  existirt,  so  hat  die 
Gerade  alle  Puncle  mit  der  Fläche  gemein,  und  ist  eine  Gerade 
der  Flache  (Kante ,  acies ,  ari^te ,  edge) .  Und  w"enn  die  Gerade 
mehr  als  n  Puncte  mit  der  Fläche  nter  Ordnung  gemein  hat, 
so  ist  die  resultirende  Gleichung  nicht  vorhanden :  die  Gerade 
liegt  auf  der  Fläche.    Vergl.  §.  20,  3  und  §.  40,  5. 
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Die  Ebene  ciilhHll  eine  Doppelsevie  von  Geraden  (g.  28,  1). 
In  der  That  giebl  die  Substitution  y  ^  as:  -t-  a,  t/  =^  ßx  +  b 
bei  der  t'Uiche  erster  Ordnung  die  Resultante  E  +  Fsc  =  0, 
wo  E,  F  Funelionen  der  ß,  a,  ß,  b  sind.  Diese  Gleichung 
existirt  nicht,  wenn  K  =  0,  F  =  0,  so  dass  von  den  4  Coor- 
dinaten  der  Geraden  2  frei  bleiben. 

Die  Flüche  zweiter  Ordnung  enthält  2  Serien  von  Geradon, 
Die  Resultante  E  +  Fx  4-  Gx'^  ^=  0  existirt  nicht,  wenn 
E  =  0,  /'=0,  0=^0,  wobei  eine  Coordinate  der  Geraden 
frei  bleibt.  Die  beiden  Serien  sind  real  auf  den  hyperbolischen, 
nicht  real  auf  den  elliptischen  Flachen,  vereint  auf  dem  Kegel 
2ler  Ordnung,  Sie  waren  in  einem  besondern  Fall  von  Wrkn 
bemerkt  worden  (§.  53,  12.  IV),  und  wurden  durch  Moni;^  be- 
kannt.   Vergl.  Chaslks  Apereu  bist.  V  §.  46. 

Die  Fläche  dritter  Ordnung  enthält  27  Gerade.  Die  Resul- 
tante E  +  Fx  -k-  Gx^  -H  Hx^  =  0  existirt  nicht,  wenn  E,  F, 
G,  II  null,  also  bei  bestimmten  Coordinaten  der  Geraden. 
Givi.EV  und  Sälmon  1849  Cambridge  ynd  Dublin  muth.  J.  4 
p.  118.  252.  Steinkr  -1856  Grelle  J.  53  p.  134.  Vergl,  Schröter 
Grelle  J,  62  p.  265,  Reve  Geom.  d.  Lage  II,  26  und  Fieuler- 
SALMOPf  Raumgeom.  11  n"  284  ff.,  sowie  die  daselbst  gegebenen 
Citate. 

Eine  Fläche  jiler  Ordnung  enthalt  nur  bei  n  —  3  bestimm- 
ten Relationen  ihrer  Coeffieienten  eine  Gerade.  Eine  Regel- 
flitehe  enthalt  eine  Serie  von  Geraden. 

4.  Ein  Punct  der  Fläche,  in  dessen  Ntihe  die  Fläche  unter- 
sucht werden  soll ,  wird  durch  Translation  des  Coordinaten- 
Trieders  [§.  47,  1)  zum  Nullpunet  0  der  Coordinaten  x,  y,  e 
eines  beliebigen  Punctes  der  Fläche/  =  0  gemacht.  Dann  ist 
nach  Formen  der  x,  y,  z  geordnet 

/"    =     »!+«]+..«„,  «0     =     0 

Die  Gerade  [y  =  aa;,  a  =  ßx)  des  Punctes  0  [vergl.  §.  38) 
hat  mit  der  Flache  /  =  0  einen  Punct  O  und  w  —  1  andre 
Punete  gemein,  weil  /  nach  der  Substitution  durch  x  Ihoilbar 
ist.  Wenn  die  Gerade  auf  der  Ebene  ii,  ^^  0  liegt,  so  enthalt 
sie  2    Punete  O  und   »  —  2    andre   Punete  der  Fläche,    weil  / 
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nach  der  Substitution  durch  x'^  theilbar  ist.  Wenn  die  Gerade 
zugleich  auf  dem  Kegel  u^  =  0  liegt,  so  enthält  sie  3  Punete 
O  und  n  —  3  andre  Puncte  der  Fläche. 

Daher  gehn  durch  den  Punct  O  der  Flache  eine  Doppciserie 
von  Geraden,  deren  jede  den  Punet  0  und  n  —  \  andre  Puncte 
der  Flüche  enthiilt.  Darunter  sind  ausgezeichnet  eine  Serie 
von  Geraden,  welche  die  Flache  in  O  2punetig  bertihren :  diese 
Geraden  erfüllen  die  Ebene  Mj  ^  0,  die  Tangentenebene 
der  Flache  mit  dem  Contact  O,  Unter  denselben  Geraden  sind 
wiederum  ausgezeichnet  die  2  Geraden  (m^  =  0,  «2  =  0), 
welche  die  Fläche  in  0  3punctig  berühren  und  zugleich  schnei- 
den, die  osculirenden  Tangenten  [Inflexionstangenten) 
l,  l'  der  Fläche,  welche  real  sind,  oder  nicht  real,  oder  vereint. 

Die  osculirenden  Tangenten  siild  von  Dupin  1813  bemerkt 
worden  Döveloppements  de  göom.  p.  52.  Durch  harmonische 
Theilung  des  Winkels  iV  findet  man  Paare  von  realen  Tan- 
genten, welche  mit  den  osculirenden  Tangenten  in  Harmonie 
sind,  eonjugirte  Tangenten  Dupin's  (p.  44).  Insbesondere 
findet  man  durch  Halbirung  des  Winkels  ll'  und  des  Neben- 
winkels dio  beiden  zu  einander  normalen  realen  Principal- 
tangcntcn,  die  Tangenten  der  Linien,  welche  unter  allen  durch 
0  gehenden  Linien  der  Fläche  die  grösste  oder  die  kleinste 
Krümmung  haben,  die  Tangenten  der  Krtlmmungslinien,  Die 
Principaltangenten  waren  von  Eulee  M^m.  de  Berlin  1760  p.  119 
entdeckt  worden;  die  Krümmungslinien  hat  Mongk  hinzugefügt 
M6m.  de  Paris  1781.    Appüc.  de  l'anal.  XV. 

5.  Eine  Ebene  der  Geraden  l  hat  mit  der  Flüche  nler  Ord- 
nung eine  Planlinie  nter  Ordnung  gemein,  welche  in  0  von  der 
Geraden  l  3punctig  berührt  wird.  Die  Tangentenebene  selbst 
hat  mit  der  Fläche  die  Planlinie  (/  =  0 ,  m,  =  0  ]  gemein, 
welche  unbedingt  singulär  ist,  von  welcher  der  Contact  0  ein 
Doppelpunct  ist  mit  den  Tangenten  l,  l'.  Plügker  1829  über 
die  Contacte  von  Flüchen  Crelle  J.  4-  p.  3Ei9.  Denn  die  Gera- 
den des  Punctes  0  auf  der  Tangenlenebene  haben  mit  der 
Planlinie  je  2  Puncte  0  gemein,  während  l,  l'  mit  derselben  je 
3  Puncte  O  gemein  haben. 
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Wenn  ein  Planschnilt  der  Fläche  einen  Doppelpuiict  0  hat, 
so  sind  dessen  Tangenten  osculirende  Tangenten  der  Fläche: 
entweder  ist  die  Ebene  des  Planschniltea  eine  Tangentenebene 
der  Fläche,  oder  der  Punct  O  ist  kein  einfacher  Punet  der 
Fläche  (6).  Wenn  der  Planschnitt  2  Doppelpuncte  hat,  so  hat 
seine  Ebene  2  Gontacte  mit  der  Fläche.     U.  s.  w. 

Allen  Puüclen  der  Fläche  entsprechend  giebt  es  eine  Doppel- 
sorie  von  Tangentenebenen  mit  einem  Contact,  darunter  eine 
Serie  von  Ebenen  mit  2  Contacten,  und  bestimmte  Ebenen 
mit  3  Contacten.     Salmon  Anal.  Geom.  of  3  dim.  233. 

6.  I.  Insbesondere  kann  es  sich  ereignen,  dass  »j  unbe- 
dingt null,  während  u^  nicht  bei  allen  x,  y,  2  null  ist.  Dann 
gielit  es  3  Gerade  (u,  =  0,  K3  =  0)  der  Tangentenebene,  welche 
4  Puncte  0  und  n  —  4  andre  Puncte  der  Fläche  enthalten. 
Diese  3  Goraden,  von  welchen  die  Fläche  in  0  4punctig  be- 
rührt und  nicht  zugleich  geschnitten  wird,  theilen  die  Tangen- 
tenebene in  6  Winkel,  in  welchen  Inllesionstangonten  liegen, 
die  wiederum  Principal  lange  nten  einschliessen. 

11.  Wenn  überhaupt  u,  nicht  bei  allen  ce,  y,  z  null  ist,  so 
ist  der  Punct  O  ein  einfacher  Flächenpunct,  und  die 
Flache,  deren  Puncte  ohne  Ausnahme  einfach  sind,  wird  eine 
ordinäre  Fläche  genannt.  Wenn  dagegen  «^  unbedingt  null 
ist,  und  «2  «iß^l  unbedingt  null,  so  ist  der  Punct  0  ein  zwei- 
facher Flächenpunct  (Knoten),  und  die  Fläche,  deren  Puncte 
nicht  alle  einfach  sind,  wird  eine  singulare  Fläche  genannt. 
L.  B.  ein  Kegel  ist  eine  singulare  Fläche,  weil  sein  Centrum 
kein  einfacher  Punct  der  Fläche  ist.  Die  Fläche  Z'  =  0  hat 
einen  Doppelpuncl  a\h\ü  nur  unter  der  Bedingung,  dass  die 
Diseriminante  der  Function  F  null  ist,  d.  h.  dass  die  erste 
Diiferentialgleichung  der  /"  =  0,  aus  welcher  die  Gleichung 
der  Tangentenebene  formirt  wird,  in  dem  Punct  a\h\c  nicht 
existirt,  dass  also  a,  ft,  c  dem  System 

(ii"^  =  0,  B\  =  0,  f;  =  0,  F^  =  0) 

genügen  {§,  38,  8  und  9]. 
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III.  Wenn  x,  unbedingt  null,  u^  Hichl  uubedmgl  null  isl,  so 
isl  der  Punct  0  ein  Doppelpunet  der  Fläche.  Alle  Geraden 
des  Pimcles  O  enthalten  je  2  Puncle  0  und  n  —  2  uiidie  Puncto 
der  fläche;  die  Gerndeii  des  Kegels  u^  =  0  «iith.iUeu  je  3 
Puncle  O  und  n  —  3  andre  Puncle  der  Fluche;  die  6  Geraden 
(«2  ==  0,  «3  =  0)  enthalten  jo  i  Puncle  0  und  «  —  4  andre 
Puncle  der  Flache.  Alle  Geraden  des  Kegels  2ter  Ordnimji; 
berühren  die  Fläche  In  0  äpunclig,  6  derselben  sind  oscu- 
lirende  Tangenten  der  Fläche.  An  die  Stelle  der  letateni  Irelen 
8  Gerade  des  Kegels,  welche  die  Flache  ipunctig  berühren, 
wenn  u.^  unbedingt  null,  v.^   nicht  unbedingt  null  isl.    U.  s.  w. 

Iii  ihrem  Doppelpunet  hat  die  Flache  einen  Tangen tenkegel 
2ter  Ordnung  (§.  53,  8),  der  real  isl,  oder  nicht,  oder  redu- 
cibel,  und  im  letzten  Fall  aus  zwei  Tangen  lenebenen  bestehl, 
die  eine  reale  Gerade  gemein  haben  oder  zusammenfallen. 
Uoppelpunclc  der  letztem  Arten  sind  hiplauar,  uniplanar 
genannt  worden.    Fiedler-Salhon  Raumgeom.  II  p.  324. 

Wenn  ferner  u^,  »^  unbedingt  null  sind,  «j  nicht  unbe- 
dingt null,  so  ist  der  Puncl  O  ein  dreifacher  Punct  der 
Fläche.  Üie  Geraden  des  O,  welche  die  FUiche  berühren, 
liegen  auf  dem  Kegel  3ter  Ordnung  u^  ^  Q,  \i.  s,  w. 

IV,  Es  kann  sich  ereignen,  dass  nicht  nur  ein  einzelner 
Prmet  a'fijc  oder  eine  Mehrzahl  solcher  Puncte,  sondern  auch 
eine  Linie  solcher  Puncle  dem  angegebenen  Sysleni  von  Glei- 
chungen [II)  genügen.  Dann  hat  die  singulare  Flache  nicht  nur 
eine  bestimmte  Menge  mehrfacher  Puncle ,  sondern  auch  eine 
Linie  mehrfacher  Puncle,  eine  Doppellinie  (Knolenlinie,  nodale). 
Jede  reducible  Fläche  hat  eine  Doppellinie.  Doppelpuncte  von 
Flächen  und  Doppellinien  derselben  sind  betraehlel  worden  von 
Brandes  Höhere  Geometrie  1824  II  p.  199  ff.,  Magnus  Aufgaben 
11  §.  8i,  Gregory  Solid  geom.  c.  ia,  besonders  von  Salmon  Geoni. 
of  3  dim.  239.  Vergl.  Gayley  1852  Cambr.  and  Dublin  math. 
J.  t.  7  p.  171.  Steiner  1857  Grelle  J.  53  p.  139.  Varietäten 
Ifacher  Flaehenpunete  sind  es,  welche  bei  Poisson  1832  Grelle 
J.  8  p.  SSO  vorkommen. 
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7.  Eine  Gerade  a  einer  Regelflilche  /iter  Ordiuiiig  wird 
von  bestimmten  Geraden  6,  c,  . .  derselben  Flache  geschiiitleii 
(g.  i8,  7),  Der  gemcinseliarfliehe  Puncl  der  Geraden  a  und  b 
ist  ein  Doppelpunel  der  Begelfläche,  welche  daselbst  von  einer 
Ebene  der  a  und  von  einer  Ebene  der  b  berührt  wird  (§.  53, 
5.  IV).  Jede  Regelflache  höherer  als  21er  Ordnung,  iasbesondere 
eine  Developpable,  ist  eine  sinj^uläre  Fliiche:  sie  hat  auf  jeder 
ihrer  Geraden  Doppelpuncte,  milhiu  eine  Doppellinie. 

Eine  Gerade  p,  welche  der  Regelflaehe  nicht  angehört,  hat 
mit  der  Regelfläehe  n  Puncte  A,  B,  ..  gemein.  Wenn  den 
Punel  A  die  Gerade  a  der  Regelfläehe  enthalt,  so  wird  die 
Regelfläche  von  der  Ebene  pa  in  einem  bestimmten  Punct  der 
Geraden  n  berührt.  Die  Gerade  p  enthillt  demnach  n  Tangenten- 
ebenen der  Regelfläehe  ntei"  Ordnung,  die  nicht  developpable 
Regelfläehe  nter  Ordnung  ist  eine  Flache  nter  Glasse.  Vergt. 
unten  (10). 

Die  Regelfläche  wird  von  ihrer  Tangenten  ebene  pa  in  dem 
Piuict  Af  der  Geraden  a  berührt  und  in  einer  Planlinie  nter 
Ordnung  geschnitten,  von  welcher  A,  ein  Doppelpunel  ist  (5). 
Diese  Planlinie  nter  Ordnung  enthält  die  Gerade  a,  und  besteht 
daher  aus  dieser  Geraden  und  einer  Planlinie  (n  —  1)ler  Ord- 
nung. Die  Gerade  hat  mit  der  Planlinie  («  — 1)ter  Ordnung 
ausser  dem  Punel  A,  noch  n  —  2  Puncte  A^,  A^,  . .  gemein, 
welche  Doppelpuncte  der  Planlinie  nter  Ordnung  sind.  Die 
Regelfläehe  wird  aber  von  der  Ebene  pa  in  4,  berührt,  mit- 
hin in  A2,  A^,  . .  nicht  berührt :  also  sind  A^,  A^,  . .  nicht 
einfache  Punele  der  Regelfläehe  (5).  Demnach  hat  die  Regel- 
flache Mter  Ordnung  eine  Doppellinie,  auf  jeder  ihrer  Ge- 
raden n  — 2  Doppelpuncte.  Caylev  1852  Gambr.  and  Dublin 
malh.  J.  t.  7  p.  171.  Dass  die  Doppellinie  der  Regelfläehe 
/»  — IV^^  Ordnung  ist,  wurde  von  Ceiaslks  1866  C.  R.  t.  62 
p.  579  angegeben. 

Ueber  die  Classification  der  RogeltlUchcn  Cavlky  i'hilos. 
Trans.  1863—64.  Gouenerie  Recherehes  sur  les  surfaees  röglöes 
1866.  Plücker  Ann.  di  Mal.  1867  p.  160.  Schwarz  Grelle  J.  67 
p.  23.    Ueber  die  Developpablen  Schwarz  1865  Grelle  J.  6i  p.  1. 
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.  Wenn  z  eine  seaebene  Function  der 


iz  -  fl^  +  li. 

i,- 

rix  +  ady,     dg  =  s 

SO  liegt  der  Puuct  P{3:\y\z)  auf  einer  gegebenen  Fiäehe.  Er 
sei  ein  einfacher  Panct  der  Fläche,  und  G[^  ri\t.)  ein  Punet 
der  Ebene ,  von  welcher  die  Fläche  in  P  berührt  wird ;  dann 
ist  f§.  53,  S) 

•C,-z  ^  pi4-^')+S(v-!f) 
und  insbesondere  für  §  =  x  -t-  h,  ij  =^  y  -\-  k 
t,  —  z  ^  ph  +  qk 

Wenn  der  Punel  Ä[a;  + A| j  +  tiZ)  auf  der  Flache  liegt,  so 
hat  man  nach  dem  Taylorsehen  Salz 

folglich 

QB  ^  Z  —  ^  -^  !iirh^  +  2shk  +  tk^)  +  .. 

II.  Bei  gegebenem  Verhältniss  k  :  k  hat  die  Eltene  PQR 
eine  bestimmte  Stellung,  und  QU  ist  durch  h^  Iheilbar.  Wenn 
r,  s,  t  nicht  alle  null  sind,  so  bestimmt  die  Gleichung 

rK'  +  2shlc  +  (i3  =   I) 

2  Stellungen  der  Ebene  FQR  der  Art,  dass  Q,B.  durch  /r' 
Iheilbar.  Diese  Stellungen  sind  nicht  real,  vereint,  real,  jo 
nachdem  rt  —  «^  positiv,  null,  negativ.  In  den  beiden  ersten 
Fällen  ist  rA^  +  2sAt4-  ii:^  ging  definite  Form  der  h,  k,  in 
dem  letzten  Fall  ist  sie  indefinit. 

III.  Für  den  Puuct  R  der  Flüche,  welchen  die  Gerade  PO, 
der  Tangentenebene  enthillt,  hat  man  das  System 

Z  — «  =>  ph-t-qk,     k  ^  ah,     QU  ^  0 

Also    enthalt    die    Gerade    PQ    2    Puncto  P  unbedingt,    und 


y  Google 


g.  54.    Die  Flächen  nter  Ordnung.  457 

3  Puncle  P  unter  der  Bedingung  r/i^  ■+■  'iskk  +  (t^  =  0;  die 
Tangentenebene  enthäll,  wenn  r,  s,  (  nicht  alle  null  sind,  2 
osculirende  Tangenten  der  Flache  (i) 

g_2  ^  pji  +  qk,     rhi  +  2shk  +  tk^  =  u 

nicht  real,  real,  vereint,  je  nach  dem  Wei'th  rt  —  s'^. 

Für  die   gemeinschaftlichen   Puncte    der  Flüche   und  ihrer 
Tangentenebene  hat  man  das  System 

Z—z  =  ph  +  qk,      QB  =  0 

Die  Projcetion  dieser  Planlinie  durch  Parallelen  der  z  auf  die 
Ebene  a  =  0  ist  QU  =  0.  Dieselbe  enthitll  den  Punct  [h  =  0, 
jfc  =  0)  mit  den  Tangenten  rh^  +  äsAfc  +  (t^  =  0.  Also  ist 
auch  die  Linie,  welche  die  Flache  mit  ihrer  Tangentenebene 
gemein  hat,  eine  singulare  Planlinie,  von  welcher  der  BerUh- 
rungspuuct  P  ein  Doppelpunct  ist  mit  den  Tang^iten 

5  — s  =  j,h  +  qk,      rÄ=  +  2shk  +  IJfi  ^  0 

den  die  Fläche  in  F  osculirendon  Tangenten  (5),  entweder  ein 
conjugirter  Punct,  oder  ein  Knoten,  ader  eine  Spitze. 

IV.    Bei  verschwindenden  k,  k  hat  man 

Wenn  nun  rt  —  s^  nicht  negativ  ist,  so  ist  QB  definit  und 
wechselt  nicht  ihr  Zeichen:  in  der  Nähe  des  Punctes  P  liegt 
die  Fläche  einerseits  der  Tangentenebene,  und  erscheint  einem 
auf  der  Tangenten  ebene  siehenden  Betrachter  entweder  concav 
oder  convex.  -Wenn  aber  rl  —  s^  negativ  ist,  so  ist  (iE  in- 
definit: in  der  Nähe  des  Puncles  P  liegt  die  Fläche  beider- 
seits der  Tangentenebene,  und  schneidet  die  letztere  in  einer 
Linie,  welche  in  P  von  den  osculirenden  Tangenten  der  Fläche 
berührt  wird;  einem  auf  der  Tangentenebene  stehenden  Be- 
trachter erscheint  die  Fläche  bei  positiven  QR  concav,  bei 
negativen  QU  convex.  Diese  Unterscheidung  wurde  zuerst  ge- 
macht von  Meusnier  (1776)   Möm.  presentes  l.  10  p.  491  ff. 

Bei  ri  — s4=  0  ist  QB  =  ^{rh-t-sk]^  :  r.     Die  Fläche 
hat  in  P  eine  osculirende  Tangente,  sie  liegt  in  der  Nähe  von 
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P  einerseits  der  Tangentenebeno,  und  wird  von  der  leUterii  in 
einer  Linie  gesehnitlen ,  von  welcher  P  eine  Spilze  ist  an  der 
oseulirenden  Tangente  der  Flache.  Salmon  Geom.  o[  3  dim.  23« 
hat  bemerkt,  dass  in  diesem  Fall  die  Tangenten  ebene  2  Con- 
Lade  hat,  welche  in  P  vereint  sind. 

V.  für  einen  gemeinschaftlichen  Piinel  R  der  Flache  und 
einer  Kbene,  welche  mit  der  die  Fläche  in  P  l)erührenden  Ebene 
parallel  ist,  hat  man 

Z  —  ^  ^  ph  +  qk  -i-  i{rh'^+  ..)  +  .  . 
Z  ■ —  s  —  c   =  ph  +  qk 

also   auch   c  =  |(»-A"'+  ..)+..    für   die  Projeclion    der  Linie 
E  durch  Parallelen  der  s  auf  die  Ebene  2  =  0.    Bei  versuhwin- 
denden  h,  h  ist  c  verschwindend  2ter  Ordnung,  und 
ffi^  +  2shk  +  tk^  =  2c 

Aus  ihrer  Projeetiou  erkennt  man  die  Planlinie;  die  Flache  hat 
mit  einer  Ebene,  welche  mit  der  die  Fläiehe  in  P  berührenden 
Ebene  parallel  ist  in  verschwindender  Distanz,  eine  Linie  ge- 
mein ,  welche  in  der  Nahe  des  Punctes  P  ein  Kegelschnitt  ist. 
Die  Asymptoten  desselben  sind  mit  den  die  Fläche  in  P  oseu- 
lirenden Tangenten  parallel.     Der  Kegelschnitt  ist  daher 

eine  Ellipse  bei  positiver  rt  —  s^, 

eine  Hyperbel  bei  negativer    rt  —  s'^,    die    eonjugirle 
Hyperbel  nach  Verlauschung  von  c  mit  —  e, 

eine  aus  2  parallelen  Geraden  bestehende  Parabel  bei 
rt  —  s^  =  0. 
üuriK  18111  Developpements  de  geom.  p.  149  und  p.  48  hat  diese 
Linie  als  Indicatrix  des  Fläehenpunctes  P  bezeichnet,  und 
die  Punete  einer  Flache  unterschieden  in  Punete  mit  eUiptischer, 
hyperbolischer,  parabolischer  Indicatrix.  Demnach  ist  ein  ein- 
facher Flilchenpuncl  mit  2  oseulirenden  Taugenten 
elliptisch,  hyperbolisch,  parabolisch,  je  nachdem  die 
Determinante  rt  —  s^  daselbst  positiv,  negativ,  null  ist. 

9.  I,  Linien  der  Fläche,  welche  durch  den  Punct  P  gehn, 
haben  daselbst  verschiedene  Krümmungen;  dieGrenzeu,  zwischen 
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welcheu  diese  Kiümiriun^eii  stliwanken,  siBd  von  de[ii  Wei'lh 
iibhaogig,  welchen  die  Detei luinaiitc  rt  —  s*  in  F  luil.  Eilkr, 
Meusnier  a.  a.  0.  Von  deiii'^elbeii  Weilh  hUngl  aber  auch  ab 
die  von  Gauss  1827  (Uiaqu  geneiales  circa  superficies  ciirvas] 
definirle  Krümmung,  welche  die  Hdche  in  P  hat.  Delerni, 
§.  12,  10,  Demnach  ist  elliptisch  ein  Punct,  in  welchem  die 
Fläche  positive  Krümmung  hat,  hyperbolisch  ein  PuncI,  in 
welchem  die  Fläche  negative  Krflnimung  hat. 

Ein  elliptischer  Punct  der  Fläche  ist  cycliseh  (ombilic, 
MoNüK  Applic.  §.  XV  f.),  wenn  die  oscuUrenden  Tangenlen  Kreis- 
Asymptoten  sind;  die  Fläche  hat  daselbst  die  Krümmung  einer 
Kngel.  Ein  hyperbolischer  Punct  ist  gleichseitig-hyper- 
bolisch, wenn  die  oscuUrenden  Tangenlen  normal  zueinander 
sind.  Die  FlUehe  ist  in  einem  elliptischen  (hyperbolischen]  PuncL 
ebenso  gekrümmt,  wie  eine  Itestimmte  eüiptischo  (hyper])olische) 
Fläche  2ter  Ordnung  in  einem  Scheitel. 

II.  Wenn  in  einem  Punct  der  Fläche  die  Uelerminanle 
rt  —  s^  null  ist,  so  ist  die  KiUmmung  der  Fläche  daselbst  ver- 
schwindend, und  der  Punct  entweder  ein  einfacher  Punct  der 
Fläche  oder  ein  mehrfacher.  In  dem  erslen  Fall  ist  die  Fläche 
in  der  Nähe  des  Punctes  plan ,  und  hat  2  vereinte  oder  mehr 
als  2  oseulirende  Tangenten  (6).  In  dem  zweiten  Fall  ist  die 
Fläche  in  der  Nähe  des  Punctes  conisch;  die  verschwindende 
Krümmung  aber,  welche  der  Kegel  an  einer  seiner  Geraden 
hat,  ist  verschieden  nach  der  Krümmung,  welche  der  Kug(^l- 
sehnitt  des  Kegels  auf  der  Geraden  hat. 

Wenn  rt  —  s^  in  allen  Puncten  der  Fläche  null  ist,  so  ist 
die  Fläche  eine  Developpable  (11).  Wenn  rt  —  s^  conslanl  ist, 
so  hat  die  Fläche  nur  elliptische  odev  nur  hyperbolische  Puncto. 

III.  Im  Allgemeinen  ist  nicht  z  explicile  als  Function  der 
X,  y  gegeben,  sondern  F  ist  eine  gegebene  Form  nteu  Grades 
dei-  X,  y,  z,  w, 

dF  =  F,dx  +  F^dy  +  F^dz  +  Ftdw 
und  der  Punct   p(-|^i-J   liegt  auf  der  Fläche  idcr  Ordnung 
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F  =  6.  Die  DtitermiBante  rt  —  s^  wird  dann  ausgedruckt 
(Detei-in.  §.  12,  12)  mit  Hülfe  der  von  Hesse  eingeführten  Deter- 
minante 

einer  Govariaiite  4  [n  —  2)len  Grades  der  x,  y-,  z,  w  (bei  m  =  2 
einer  Invariante).  Die  beiden  rt  —  s^  und  detP  sind  in  dem- 
selben t'lachcnpunet  nicht  eines  Zeichens,  oder  beide  null. 

Die  Fläche  4[n  —  2)tcr  Ordnung  del  J"  =  0  ist  die  zu  der 
Fläche  »ler  Ordnung  F  =  0  gehörende  »Uesseschc  Flache«, 
ihre  »Kernfläche«  bei  Steiner  (3).  Sie  schneidet  die  gegebene 
Fläche  in  der  von  Dupin  p.  195  erwähnten  Demareations- 
linie.  Vergl.  Determ.  §.  13,  6.  Auf  der  Demarcationslinie  liegen 
alle  Puncte  der  Fläche,  welche  weder  elliptisch  noch  hyper- 
bolisch sind:  die  parabolischen  Flächenpuncte ,  die  einfachen 
PuQcte  mit  3  oder  mehr  osculirenden  Tangenten,  die  mehr- 
fachen Flächenpuncte ,  die  Uoppellinie.  Ein  Zweig  der  Demar- 
cationslinie, der  keine  Doppellinic  ist,  trennt  ein  Feld  ellipti- 
scher Puncte  der  Flache  von  einem  Feld  hyperbolischer  Puncte. 
Ein  Feld  elliptischer  (hyperbolischer)  Punote  kann  eyclische 
(gleichseitig-hyperbolische)  Puncte  oder  eine  Linie  solcher  Puncte 
enthalten.  Eine  Regelflache  hat  beiderseits  ihrer  Doppellinie 
nur  hyperbolische  Puncte  (§.  53,  5.  IV]. 

10.  I.  Wenn  ilf  eine  Form  mlen  Grades  der  Ebene  a\b\e\d 
(§.  49,  9),  so  werden  durch  die  Gleichung  M  =  0  die  Coor- 
dinaten  der  Ebene  von  2  Parametern  «,  ^  abhangig.  Dem  Paar 
«1^  entspricht  die  Ebene  a|J|c|d  der  Doppelserie,  und  zwar 
mehrdeutig ,  wenn  a,  &,  c,  d  nicht  rationale  Functionen  der 
ß,  ß  sind;  dem  Paar  a'\ß'  entspricht  die  Ebene  ü'\b'\c'^d'. 
Für  einen  gemeinschaftlichen  Punct  x\y\i  dieser  beiden  Ebenen 
hat  man  das  System  [w  =  0,  u' =  0),  wo 

»   =   occ  +  &j  +  CS  +  d,      u'  =   a'x  +  b'y  +  e'z  +  A' 

Die  zweite  Gleichung  des  Systems  kann  durch  w'— m  =  0 
ersetzt  werden ,  und  bei  verschwindenden  a  —  a,  /9  —  ß  durch 
dw  =  0   d.  i. 
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Aiso  wird  die  Ebene  w  =  0  von  der  Ebene  du  =  d  bei  be- 
stimmtem Verhaltniss  da  :  dß  in  einer  bestimmten  Geraden 
geschnitten;  bei  allen  Verhältnissen  da  :  rf^  in  einer  Serie  von 
Geraden,  welche  den  Punct  x:\v\i 


(•=».  r.--  ^^«) 


enthalten.  Jede  Ebene  der  Doppelserie  hat  mit  den  unendlich- 
nahen Ebenen  einen  bestimmten  Punct  gemein :  diese  Puncto  er- 
füllen eine  Flache,  die  Enveloppe  der  Doppelserie  il/ =  0. 
Man  hat  3  Gleichungen  für  x,  */,  z,  «,  ß,  also  eine  Gleichung  für 
X,  y,  z,  die  Gleichung  der  Enveloppe.  Nach  Wahl  von  a,  ß  hat 
man  3  Gleichungen  für  x,  y,  z\  nach  Wahl  von  x,  y  hat  man 
3  Gleichungen  für  z,  a,  ß. 

II,  Wenn  K,  L  lineare  Formen  der  Ebene  a|i|f|(i  sind, 
so  hat  das  System  (Ä'  =  0,  Z,  =  0,  M  =  d)  m  Lösungen, 
d.  h.  die  Gerade  [K  ^  ü ,  L  =  0)  enthüU  m  Ebenen  der 
Doppelserie  J/  =  0,  welche  die  Enveloppe  der  Doppelserie 
berühren.  Nach  der  Menge  der  Tangontenebenen  einer  Flache, 
welche  eine  Gerade  enthalten,  wird  die  Glasse  der  Flache 
bestimmt  (§.  28,  2),  wenn  die  Flache  nicht  eine  Developpable  ist. 
Die  Enveloppe  einer  Doppelserie  mten  Grades  ist  eine  Flüche 
mter  Classe. 

Dem  System  (L  =  0,  jlf  =  0)  gentigt  eine  Serie  Ebenen: 
die  Ebenen  des  Punctes  [L  =  0),  welche  die  Enveloppe  der 
j(f  ^  0  berühren,  also  die  Tangenten  ebenen  des  Kegels,  welcher 
das  Gentrum  /^  ^=  0  hat,  und  der  Enveloppe  umgeschrieben  ist. 

III.  Eine  Ebene  o!Jj5  der  Doppelserie  M  =  d  enthüll  im 
Allgemeinen  nicht  mehr  als  einen  Punct  der  Enveloppe.  Wenn 
aber  die  Discriminanle  der  Form  M  null  ist  (6),  d.  h,  wenn 
die  Doppelserie  singulär  ist,  so  giebt  es  in  derselben  eine 
zweifache  oder  eine  mehrfache  Ebene  <x\ß,  welche  2 
oder  mehr  Punete  (Gontacte)  der  Enveloppe  enthalt.  Die  Reci- 
proke  einer  ordinären  Flache  ist  eine  singulare  Doppelserie 
Ebenen.    Vergl.  §.  38,  Ib. 
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Eine  redueihle  Doppelsorie  Ebenen  besteht  aus  JJoppelserien 
niederer  Grade ;  ihre  Enveloppe  besteht  aus  Enveloppen  niederer 
C  lassen. 

11.  I.  Wenn  ferner  L  eine  Form  Zlen  Gnides  der  Ebene 
a\l\c\d,  so  werden  durch  das  System  [L  ^  0,  ^i  =  0)  die 
Coordinaten  der  Ebene  von  einem  Parameter  abhängig.  Dem 
Werth  a  des  Parameters  entspriuht  uine  Ebene  der  Serie  (mehr- 
deutig, wenn  a,  b,  c,  d  niuht  rationale  Functionen  des  Para- 
meters sind) ;  dem  System  genügt  eine  Serie  Ebenen.  Die  dem 
Parameter  a  entsprechende  Ebene  «  ^  0  wird  von  der  dem  Para- 
meter a'  entsprechenden  Ebene  u'  =  0  bei  verschwindender 
DifferenK  a' —  a  in  der  Geraden  (u  =  0.  j"  =  uj  geschnitten. 
Diese  Gerade  liegt  auf  einer  bestimmten  Regelfluche,  welche  ent- 
lang der  Geraden  von  der  Ebene  m  ^  0  berührt  wird. 

Die  Gerade  («  =  0,  ^  =  0 )  hat  aber  mit  der  in  ver- 
schwindender Distanz  folgenden  Geraden  einen  bestimmten 
Punct  x\y\z  gemein,  weil  das  System 


mit  dem  System  der  .1  Gleichungen 


congruirt.  Also  (g.  18,  8)  ist  die  Regelüäche  eine  Developpablc: 
die  Enveloppe  der  Serie  (L  =  0,  M  =  9]  ist  eine  Deve- 
loppable.  Plückek  1832  Grelle  .1.  9  p.  128.  Ihre  Geraden 
I«  =  0,   —  =  (I  j  l)orühren  die  Linie 


die  Enveloppe  der  Serie  von  Geraden,  die  ar^te  de  rebrousse- 
nienl  der  Developpablen.  Für  die  Develop|)able  hat  man  das 
System  (n  =  0,  s^  "*  •> | ,  also  nach  Elimination  von  a  eine 
Gleichung  für  x,  y,  z.  Für  die  Einie  hat  man  das  System  der 
3  Gleichungen,  oder  ein  System  von  2  Gleichungen  für  x,  y.  z. 
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g.  54.    Die  Flüchen  »ter  Ordnung, 
II.    Für  den  Puuct  x  y\s  der  Enveloppe  liiil.  m^in 


mf  der  Enveloppe  liegenden  Bo^en  dx'.dy  d-z 
adx  +  bdy  +  cdz   =   0 


gegebene  Functioneii  von  o.  Milhin  isl  q  von  p  iibhani^iü;, 
folglieh 

I  '■  M  _  Kp.t)  _  „ 

'  s     (   i  1(a^,y) 

(las  von  MoNGi  Meni  pres  1  9  p  382  gegebene  Crilerium  einer 
Developpablen  Üie  Developpjble  isl  ein  Theil  ihrer  Kern- 
flilche;  auf  dei  DeveJoppablen  giebl  es  keine  eigentliche  Demar- 
cationslinie  smdern  dnslatl  derselben  die  durch  den  andern 
Theil  der  Kernfldche  bestimmk  Doppellmie 

ni.  Die  rbenen  der  Seiie  [l  =  ^  v)/  =  0)  sind  die  ge- 
meinschaftlu-hen  fingentenebenen  von  1  hestimmlen  Flüchen, 
den  Envelippen  der  beiden  Doppelsenen  sie  sind  die  Tangen- 
lenebenen  einei  Developpablen ,  sie  sind  die  osculirenden  Ebenen 
der  Linie,  deren  Tangenten  die  Developpable  erfüllen.  Bei 
linearein  K  hat  das  System  (7f  ^  0,  /,  ^  0,  M  ^  (i\  Im 
Lösungen,  d.  h.  durch  den  Punet  ,ff  =  0  gehn  Im  Ebenen  der 
Serie   [i  =  0,   M  =^  0),  Tangentenebenen   der  Developpablen 

(m  =  0,  t"  =  Ol ,  osculirende  Ebenen  der  Linie  ( «  =  0,  -^^  ^  o, 
\  ' d«  7'  \  '  da  • 

-5-^  =  ü).  Nach  der  Menge  der  Tangentenebenen  einer  Deve- 
loppablen und  nach  der  Menge  der  osculirenden  Ebenen  einer 
Linie,  welche  einen  l'uncf  enthalten,  wird  die  Classe  der 
Developpablen  und  der  Linie  bestimmt.  Cavle¥1845  Liouv. 
J.  10  p.  246.  Schröter  1859  Grelle  ,1.  56  p.  27.  Sm-mos  1862 
Geom.  of  3  dim,  294.  Also  sind  die  Ebenen  der  Serie  [L  =^  0, 
jl/^0)  die  Tangentenebenen  einer  Developpablen  Zmter  Classe, 
und  die  osculirenden  Ebenen  einer  Linie  Krater  Classe. 
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Cap.  X.    Flächen  und  Liniei 


§.  55.    Relation  der  Fancte  Ton  FlSehen  und  Linien. 

1.  Wenn  die  Function  /  des  Punctes  x\y\z  in  dem  ge- 
gebenen Puncl  »,jj/Jz^  einen  gegebenen  Werth  hat,  so  sind 
die  Coefficienten  der  /  durch  eine  Gleichung  verbunden.  D.iher 
sind  fc  Coefficienten  der  /  von  den  übrigen  abhängig,  wenn  die 
fläche  /=  0  k  gegebene  Puncto  enthält.  Wie  §.  41.  Z.  B.  Durch 
2  Puncte  gehn  eine  Doppelserie  Kugeln;  durch  3  Punele,  die 
nicht  auf  einer  Geraden  liegen,  gehn  eine  Serie  Kugeln;  durch 
4  Puncte  eines  Kreises  desgleichen;  durch  4  Puncte,  die  nicht 
auf  einem  Kreis  liegen,  geht  eine  bestimmte  Kugel;  5  Puncte 
einer  Kugel  sind  in  bestimmter  Relation.    Vergl,  §.  45,  7. 

3.  Die  Function  nten  Grades  /  hat  im  Allgemeinen  (  3  ) 
Glieder.  Algebra  g.  2,  9.  Also  sind  nur  Bestimmung  einer  all- 
gemeinen Fläche  nter  Ordnung 


■et')- 


Puuete  derselben  erforderlich,  aber  nicht  unbedingt  hinreichend; 
»'+1  Puncte  der  Fläche  haben  bestimmte  Relation.    Hierbei  ist 


Durch  3  Puncte  einer  Geraden  wird  eine  Ebene  nicht  be- 
stimmt. Zur  Bestimmung  einer  allgemeinen  Fläche  2ter  Ordnung 
sind  9  Puncte  erforderlich,  aber  nicht  unbedingt  hinreichend. 
Wenn  3  derselben  auf  einer  Geraden  liegen,  so  ist  die  Gerade 
eine  Linie  der  Fläche  (§.  54,  3);  wenn  mehr  auf  einer  Geraden 
liegen,  so  bleibt  die  Fläche  unbestimmt.  Wenn  von  den  9 
Punelen  5  auf  einem  Kegelschnitt  liegen,  so  ist  der  Kegelschnitt 
eine  Linie  der  Fläche ;  wenn  mehr  auf  einem  Kegelschnitt  liegen, 
so  bleibt  die  Fläche  unbestimmt.  Wenn  von  den  9  Punelen  6 
auf  einer  Ebene,  aber  nicht  auf  einem  Kegelschnitt  liegen,  so 
ist  die  Ebene  ein  Theil  der  Fläche,  weil  jede  Gerade  der  Ebene, 
welche  den  6ten  Punct  enthält ,  eine  Linie  der  Fläche  ist. 
Die   von  der   Brtlsseler  Academie  1825    gestellte  Aufgabe,   aus 
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9  gegebenen  Puncten,  welche  eine  Fläche  2ter  Ordnung  be- 
stimmen, einen  andern  Punct  der  Fläche  zu  construiren,  ist 
zuerst  von  Hesse  1842  Grelle  J.  24  p.  36  gelöst  worden.  Vergl. 
SCHEÖTEB  Oberflächen  2.  Or.  §.  53. 

Wenn  /,  g  Functionen  der  Grade  n,  m  bedeuten,  so  ist 
f^  lg  :=  a  eine  Fläche  der  Ordnung  »  oder  m,  welche  bei 
allen  l  die  Linie  (/  =  0,  </  =  0)  enthalt,  welche  aber  durch 
Puncte  dieser  Linie  nichl  vollkommen  besümmt  werden  kann. 

3.  Von  3  Flächen  /  =  0,  ^f  =  0,  7i  =  0  der  Ordnungen 
ic,  l,  m  haben-  je  2  eine  Linie  gemein;  alie  3  haben  im  Allge- 
meinen keine  Linie,  sondern  eine  Gruppe  von  klm  Puncten, 
ein  Polygon  gemein,  entsprechend  den  Lösungen  des  Systems 
der  3  Gleichungen  für  x,  y,  z.  Ueber  die  Beweise  dieses  (auf 
§.  40  sich  stützenden]  algebraischen  Fundamentalsalites  vergl. 
BfizoüT  Möm.  de  Paris  1764  und  Eqn.  algebr.  4779.  Poisson  1802 
J.  de  l'6c.  polyt.  Gah.  H  p.  1 99.  Lacroix  Compl.  d'alg^bre  p.  20. 
Sekret  Alg.  super.  Sect.  2  c.  5.  Saimon  Lessons  IV  und  Geom, 
of  3  dim.  299.     Hesse  Raumgeom.  IX. 

Wenn  die  Linie  {/  =  0,  ^  =  0)  mit  der  Fläche  A  =  0 
mehr  als  "klm  Puncte  gemein  hat,  so  haben  die  3  Flüchen  eine 
Linie  gemein  (§.  44,  i) :  die  Linie  (/  =  0,  .9  =  0)  liegt  ent- 
weder ganz,  oder,  wenn  sie  redncibel  ist,  wenigstens  zum  Theil 
auf  der  Fläche  A  =  0.  Die  3  Flüchen  können  eine  Linie  und 
ein  Polygon  gemein  haben. 

4.  Wenn  n!  Puncte  so  gegeben  sind,  dass  sie  eine  Fläche 
nter  Ordnung  bestimmen,  so  giebt  es  eine  Serie  Flächen  nter 
Ordnung,  welche  n'—  1  jener  Puiicle  gemein  haben,  und  eine 
Doppelserie  Flüchen  nter  Ordnung,  welche  «'—2  jener  Puncte 
gemein  haben. 

Wenn  /  =  0  und  </  =  0  Flächen  wter  Ordnung  der  er- 
wähnten n' — 1  Puncte  sind,  so  ist  / -1-  J,^  =  0  eine  andre 
Fläche  nter  Ordnung  derselben  Puncte,  welche  die  Linie  (/==  0, 
^  =  0)  enthalt.  Der  Parameter  l  kann  nicht  durch  einen  Punct 
dieser  Linie  bestimmt  werden,  wohl  aber  durch  jeden  Punct, 
welcher  dieser  Linie  nicht  angehört.  Alle  Flachen  nter  Ordnung 
der  n  —  1  Puncte  haben  die  Linie  gemein,   welche  durch   die 
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n'— 1  l'uncle  besümml  wird;  n    Puncte  der  Linie  sind  in  lie- 
stimmler  Relation. 

Zur  Bestimmung  der  Linie,  welche  zwei  Flüchen  2ter  Ord- 
nung gemein  haben ,  sind  8  der  Puncte  erforderlich ,  deren  9 
eine  Flache  2ter  Ordnung  bestimmen;  alle  Flächen  2ter  Ord- 
nung der  8  Puncte  haben  die  Linie  gemein.  Wenn  die  Linie 
aus  einer  Geraden  und  einer  Linie  3ter  Ordnung  besieht,  so 
sind  zur  Bestimmung  jener  2,  zur  Bestimmung  dieser  6  Puncte 
erforderlich.    Vergl.  unten  §,  56, 

5.  Wenn  /=0,  (?  =  0,  A  =  0  Flächen  nter  Ordnung 
derselben  «'—  2  Puncle  (4)  sind,  und  wenn  die  3  Flächen  eine 
Linie  nicht  gemein  haben,  so  ist  /-i-  A</  +  ftA  ^=  0  eine  andre 
Flache  «ter  Ordnung  deraelben  Puneie,  welche  das  Polygon 
(/=  0-  ?  =  0,  A  =  0}  enthält.  Die  Paranieier  J.,  ,((  können 
nicht  durch  2  Puncte  des  Polygons  bestimmt  werden,  wohl 
aber  durch  2  Puncte,  welche  nicht  beide  einer  der  Linien 
(/  =^  0 ,  ^  ^  0 ) ,  . ,  angehören.  Alle  Flächen  nter  Ordnung 
der  n' —  2  Puncte  haben  n^  Puncle  gemein ,  ein  Polygon, 
welches  durch  die  n  — 2  Puncte  bestimmt  wird;  n  — 4  Puneie 
des  Polygons  sind  in  bestimmter  Relation. 

Die  Flachen  3ter  Ordnung ,  welche  von  9  eine  Fläche  2ter 
Ordnung  bestimmenden  Puneten  7  enthalten,  enthalten  einen 
bestimmten  8ten  Punct.  Von  den  8  Puneten,  welche  3  Flachen 
2ter  Ordnung  gemein  haben,  wenn  sie  eine  Linie  nicht  gemein 
haben,  ist  einer  durch  die  7  andern  bestimmt,  Plücker  1828 
Gergonne  Ann.  19  p.  133.  Einen  besondern  Fall  dieses  Satzes 
hatte  kurz  zuvor  ein  Ungenannter  gegeben  Grelle  J.  3  p.  200. 
Vergl.  Steiner  daselbst  p,  205.  Eine  Relation  der  8  Puncte  ist 
von  Hesse  1840  Grelle  J.  20  p.  297,  26  p.  1i7  entdeckt  worden, 
Vergl.  unten  §.  58  und  Schröter  Oberflächen  2.  Or.  §.  72. 

6.  Wenn  die  Flächen  /=  0,  <;  ^  0,  A  ^  0  die  Ordnungen 
M,  n  —  a,  n  —  a  — ■  ß  und  keine  gemeinschaftliche  Linie  haben, 
so  ist  die  Linie  (/=;0,  ii^O)  durch  weniger  als  n' — 1  ihrer 
Puncte  bestimmt,  und  das  Polygon  (/ ^  0,  ^  ^  0,  A  =  0) 
ist  durch  weniger  als  n' —  2  seiner  Puncte  bestimmt. 
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Die  Linie  [/=  0,  9  =  0)  üiigL  auf  der  Flüche  f+ffp  =  0, 
wo  p  eine  Function  «ten  Grades  dos  Punctes  x\y^z  mit  a'+i 
unbestimmten  Coefficienten;  Von  den  n  +  \  Coefficienten  der 
f  +  gp  können  a' +  1  durch  Bestimmung  der  Coefficienten  von 
p  null  werden;  zur  relativen  Bestimmung  der  übrigen  n' —  a' 
Coefficienten  Yon  f  +  gp  sind  n'— «'— 1  Puncte  erforderlich. 
Also  sind  znr  Bestimmung  der  Linie,  welche  eine  Fläche  nter 
Ordnung  und  eine  Fläche  (»  —  a)1er  Ordnung  gemein  haben, 
„'—  1  —  a'  Puncte  erforderlich;  n' —  a'  Puncto  der  Linie  sind 
in  bestimmter  Belation.  Z.  B.  n  —  a  =  2,  n  —  1  —  « 
==  n(n  +  2);  Änf  einer  Fläche  2 ter  Ordnung  können  ?i(n  +  2) 
Puncte  auf  unendlicii viele  Arten  so  gewählt  werden,  dass  alle 
Flächen  nter  Ordnung  der  n(n-i-2)  Puncte  mit  der  Fläche  2ter 
Ordnung  dieselbe  Linie  gemein  haben. 

Das  Polygon  der  n[n  —  a){n  —  a  —  ß]  Puncte  (/ =  0, 
j,  =  0,  A  =  0)  ist  durch  weniger  als  n'— 2  seiner  Puncte 
bestimmt.  Die  Verminderung  der  Anzahl  ist  von  Plücker  nicht 
richtig  angegeben,  von  J*.cobi  genauer  bestimmt  worden.  Veri;l. 
die  in  §.  41,  6  cilirleu  Abhandlungen. 

7.  Ebenso  sind  zur  Bestimmung  einer  Fläche  nter  Clasae 
(§.  54,  10)  n'  Tangentenebenen  erforderlich,  aber  nicht  unbedingt 
hinreichend.  U.  s.  w.  Man  wiederholt  die  oben  über  Functionen 
eines  Punctes  gemachten  Bemerkungen  in  Bezug  auf  dieselben 
Functionen  einer  Ebene. 

Der  Carnotsche  Salz  [§.  43,  2)  und  seine  Grundlagen  gelten 
auch  bei  einem  unebenen  Polygon,  wenn  dessen  Seiten  von 
einer  Fläche  nter  Ordnung  in  je  n  Puncten  getheilt  werden. 
Vergl.  Garnot  G6om.  de  pos.  380. 

Wenn  eine  Flüche  nter  Ordnung  /  =  0  und  ein  Punct  r 
gegeben  sind,  so  werden  Polaren  der  Fläche  für  den  Punct 
P  gebildet,  d.  h.  Flächen  fallender  Ordnungen,  welche  von  jeder 
Ebene  des  F  in  Planlinien  so  geschnitten  werden,  dass  die 
Schnitte  der  Polaren  die  Polaren  des  auf  derselben  Ebene  lie- 
genden Schnittes  der  gegebenen  Flache  für  den  Punct  F  sind 
(§.  43,  4  PF.).  Eine  Gerade  des  P  enlhäll  dann  n  Puncte  ß  der 
Fläche,    deren   harmonisches    Centrum    (n  —  w)ten 
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Grades  Q,  durch  die  Gleicliuiig  {Q,E  :  7'Ä)„_^  ==  0  be- 
stimml,  auf  der  mien  Polare  der  gegebenen  Fläche  für  den 
Punet  P  liegt.  Man  besliminl  durch  homogene  Coordinaten  die 
Puncte 

und  auf  der  Geraden  QP  den  Puncl 

in  welchem  die  Strecke  QP  nach  dem  Verhaltniss  — Aly  :  ( 
gelheilt  wird.  Die  Gerade  PQ,  hat  mit  der  gegebenen  FlHehe 
den  Punet  Ji  gemein  unter  der  Bedingung 

f{E)  =  0    d.  i.    p„  +p,x  +  ^X''  +  ..  ^  a 

udcr     Sn-t"  +  ei^""'  +  -p^Jl""^  +  ■-    =   0 

Dann  ist  f{Q)  =  0  die  gegebene  Fläche  nler  Ordnung,  p,  =  0 
die  erste  Polare  derselben  für  den  Punet  P,  eine  bestimmte 
Fläche  (n  —  1]ler  Ordnung,  u.  s.  w.,  p„_2  =  0  die  [n  —  2]te 
Polare,  eine  bestimmte  Fläche  2ter  Ordnung,  und  /<„_]  die 
[n  —  4)le  Polare,  eine  bestimmte  Ebene. 

8.  Wenn  der  Punet  P  auf  der  gegebenen  Flüche  liegt, 
so  liegt  er  auch  auf  den  Polaren;  die  Fläche  und  ihre  Polaren 
haben  in  P  alle  eine  gemeinschaftliche  Tangentenebene ,  die 
letzte  Polare  (wie  §.  43,  10). 

Nach  der  Voraussetzung  ist  So  ^  0,  also  hat  die  für  K  auf- 
gestellte Gleichung  nten  Grades  eine  unendliche  Wurzel,  d.  h. 
einer  der  Puncte  E  fällt  auf  P.  Wenn  nun  1)  Q  auf  der 
[n  —  1]ten  Polare  y,  ^  0  liegt,  so  hat  die  für  l  besiehende 
Gleichung  2  unendliche  Wurzeln,  d.  h.  die  Gerade  PQ,  der 
In- — llten   Polare   enthäll   2   Punole   R.    welche   in  P  vereint 
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sind.  Wenn  3)  G  zugleich  auf  der  (n  —  2)tcn  Polare  52  =  ** 
liegt,  so  enthalt  die  Gerade  PQ  3  Puncte  R,  welche  in  F 
vereint  sind.  Wenn  3)  Q  auf  der  (n  —  1)ten  Polare  liegt, 
und  die  übrigbleibende  Gleichung  [n  —  2)ten  Grades  für  k 

_a^A"-a  +  ^i"-ä  +  ..  =  0 

2  gleiche  Wurzeln  hat,  so  enthält  die  Gerade  PO.  2  Puncte  ü 
der  gegebenen  Fläche,  welche  in  P  vereint  sind,  und  2  Puncte 
B,  welche  in  einem  andern  Punct  der  Flache  vereint  sind. 

Der  dritte  Fall  tritt  ein,  wenn  die  Discriminante  z/  der 
Function  von  l,  welche  durch  ein  Quadrat  theilbar  sein 
soll,  null  ist.  Nun  ist  ^  eine  Form  [2n  — 6]ten  Grades  der 
3»!  ■■>  I2  [feterm.  §.  \\,  19),  ihr  Anfangsglied  ist  theilbar 
durch  ?„_i"~^?3"^^-  Nach  Definition  ist  9„_,?3  eine  Form 
des  Punctes  a  des  Grades  m  —  1  +  3 ,  also  ist  ^  eine  Form 
des  Q  des  Grades  [n  +  2)(n  —  3). 

Die  Linie  (y,  =  0,  g^  =  0),  auf  der  Q,  im  zweiten  Fall 
liegt,  und  die  Linie  [q^  =  0,  _^  =  0),  auf  der  Q  im  dritten 
Fall  liegt,  bestehn  beide  aus  Geraden  des  Puncics  P;  denn 
wenn  Q  ein  Punct  der  Linie,  und  Ü'  ein  Punct  der  Geraden 
Pd,  so  ist  auch  G'  ein  Puncl  der  Linie.  Also  besteht  jene 
aus  2,  diese  aus  [n  -1-  2}(w  —  3)  Geraden  des  Punctes  P. 

Demnach  gehn  durch  einen  einfachen  Punct  P  einer  Fläche 
nter  Ordnung  eine  Serie  Tangenten  der  Flache,  welche  auf  der 
Ebene  g,  =  0  liegen,  darunter  2  osculirende  Gerade  ( 
q^  =  0)  wie  §.  54,  4,  und  (« -t-  2)  (n  —  3]  " 
[q^=  0,  J  ='  0).  Dabei  sind  die  uneigentlichen  Doppeltan- 
genten mitgezählt,  welche  die  Fläche  in  dem  einfachen  Punct 
berühren  und  einen  Doppelpunct  der  Fläche  enthalten.  Salmon 
Geom.  of  3  dini.  244. 

9.  Wenn  der  Punct  P  nicht  auf  der  gegebenen  Fläche 
liegt,  so  enthält  die  Gerade  PQ, 

2  Puncte  E,  welche  in  Q  vereint  sind,  wenn  Q,  der  Linie 
jp^  —  0,  pi  =  0]  angehört,  dem  scheinbaren  Gontour  der  aus 
P  gesehenen  Fläche  (§.  53,  5) ; 
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a  Puncto  B,  welche  in  Q  vereint  sind,  wenn  Q  dem  Poly- 
gon (p(|  =  0,  pi  =  0,  P2  =  0)  angehörl; 

2  Puncte  Jt,  welche  in  Q  vereint  sind,  und  2  Puncle  E, 
welche  in  einem  andern  Punct  vereint  sind,  wenn  Q  dem 
Polygon  {po  =  0,  ^1  =  0,  zi'  =  0)  angehörl. 

Hier  ist  J'  die  Discriminante  der  Function  [n  —  2)leu 
Grades 

eine  Form  (2n  —  6)teii  Grades  der  p^,  .  .,  p„.  Das  Anfangs- 
güed  derselben  ist  theilbar  durch  Pa"""  "'i'«  — i"~'i  und 
PiP„—i  isl  eine  Form  von  ö  des  Grades  n  —  3  +  1 ;  also  ist 
J'  eine  Form  von  Q  des  Grades  (n  —  2)(n  —  3).    Folglich: 

Die  Fläche  nter  Ordnung  aus  P  gesehn  hat  einen  schein- 
baren Gontour  [p^  ^  0,  p,  =^  0)  der  Ordnung  n(Ti  —  1).  Auf 
demselben  giebl  es  n(n  — 1){n  —  2)  Puncte  Q  der  Art.  dass 
die  Geraden  jPG  die  Fläche  in  Q,  osculiren,  und  n{n  —  1] 
■(rt  — 2)(n  — :i)  Puncle  Q  der  Art,  dass  die  Geraden  PQ 
Doppellangenlen  der  Flache  sind.  Aber  die  Gerade  PQ, 
welche  die  Flache  in  Q,  und  in  Q'  berührt,  ist  nicht  verschie- 
den von  der  Geraden  PQ',  welche  die  Flache  in  Q'  und  in  Q 
berührt:  also  giebl  es 

Doppellangenlen  PQ,  und  der  scheinbare  Conlour  hal 

scheinbare  Doppelpuncte  Q,  in  welchen  er  von  der  Geraden 
PQ  nochmals  getroffen  wird.  Dem  scheinbaren  Gontour  KUge- 
rechnet  sind  die  mehrfachen  Puncte  der  Flache.  Mitgezählt 
sind  als  osculirende  Gerade  diejenigen,  welche  die  Fläche  in 
einem  mehrfachen  Puncl  2punctig  berühren;  als  Doppellan- 
genlen diejenigen,  welche  die  Fläche  in  einem  einfachen  Puncl 
2punclig  berühren  und  einen  mehrfachen  Puncl  derselben  ent- 
halten, sowie  diejenigen,  welche  2  mehrfache  Puncle  der  Fläche 
enlhalten.    S*.lmon  Geom.  of  3  dim.  245  ff. 
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10.  1.  Wenn  der  Puncl  /"  nicht  auf  der  gej^ebenen  Fläche 
liegt,  und  die  Gerade  PQ  2  vereiulo  Punete  ii  der  FliVche  enl- 
halt,,  so  ist  die  Gerade  PQ.  eine  Gerade  des  Kegels,  welcher 
aus  dem  Cenlrnm  P  der  Flache  umgesehrieben  ist,  und  den 
scheinbaren  Contour  der  aus  P  gesehenen  Flache  enthält.  Auf 
diesem  Kegel  liegt  der  Punct  Q,  wenn  er  der  Gleichung  J"^=  0 
genügt,  wo  J"  die  Diseriminante  der  Function  nten  Grades 
Pij  +  Pi  A  +  . .  ist.  Das  Anfaogsglied  der  Form  J"  ist  Iheilbar 
durch  ?'i"~ 'j"n_  i"" 'i  und  p^pff^^  ist  eine  Form  von  Q 
des  Grades  n  — 1  +1.  Also  ist  J"  eine  Form  von  Q  des 
Grades  «(n  —  1),  und  der  der  Fläche  umgeschriebene  Kegel 
z/"=r  0  hat  die  Ordnung  n{n-~\),  die  Ordnung  des  schein- 
baren Contonrs  der  Fläche.    Jow;himstkai..    Vergl.  §,  43,  16, 

11.  Die  Ebene  FQS,  von  welcher  die  Fläche  in  Q  berührt 
wird,  ist  zugleich  die  Ebene,  von  welcher  der  umgeschriebene 
Kegel  längs  der  Geraden  PQ  berührt  wird.  Wenn  nun  die 
Flüche  von  der  Geraden  PQ  in  Q  und  in  G',  und  daselbst 
von  den  Ebenen  PQ.S  und  PQ'S'  berührt  wird,  so  wird  der 
Kegel  längs  der  Geraden  PQ  von  den  beiden  Ebenen  PQH 
und  PQ'S' berührt.  Also  ist  die  Gerade  PQ  eine  Doppellinie 
des  Kegels;  die  Puncle  der  Doppellinie  sind  biplanare  Doppel- 
puncte  des  Kegels,  uniplanare  bei  vereinten  Q,  und  Q'  (|.  54,7). 
Daher  ist  der  einer  ordinären  Fläche  nler  Ordnung  um- 
geschriebene Kegel  Singular,  er  hatDoppelgerade,  und  zwar 
12  TM  biplanaror  und  6(3)  imiplanaror  Doppclpuncte ;  er  hat 
mehr  Doppelgerade,  wenn  die  Fläche  nter  Ordnung  singulär 
ist  d.  h.  mehrfache  Puncle  enthalt.  Ein  Planschnitt  dieses 
Kegels,  die  CentralprojecUon  eines  scheinbaren  Contours  der 
Fläche,  ist  eine  singulare  Linie  n[n  ^  -Ijter  Ordnung  mit  min- 
destens 12  (^)  Doppelpuncten  und  6^)  Spitzen,  mithin  (§.  43, 13) 
höchstens  der  Glasse 

,,(„-l)[,(.-l)-ll-24(»)-lSy)   -   »(--D- 
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ill.  Dieselbe  Classe  hal  auch  die  Fläche  nter  Ordnung 
und  der  ihr  umgeschriebene  Kegel,  Pomcelet  Grelle  J.  4  p.  30. 
Denn  die  Fläche  wird  von  einer  Ebene  der  gegebenen  Geraden 
PP'  in  Q,  berührt,  weun  Q  auf  den  ersten  Polaren  der  ge- 
gebenen Fläche  für  die  Puncto  P  und  P'  liegt,  also  dem 
Polygon 

(^0  =  0,   J9,  =  Ü,    p\  =  0) 

tingehörl.  Das  Polygon  hat  n[n  —  1)^  Puncto  Ci  der  Art,  dass 
PP'Q  eine  Ebene  der  Geraden  PP'  ist,  von  welcher  die  ge- 
gebene Flüche  berührt  wird.  Mitgezahlt  sind  dabei  die  un- 
eigentlichen Tangenten  ebenen ,  in  dem  Fall  dass  Q,  ein  mehr- 
facher Punct  der  Fläche  ist. 


g.  50.    Die  unebenen  Linien. 

1.  Durch  u,  V  werden  Functionen  des  Punctes  x];/ z  der 
Grade  k,   l   bezeichnet.     Die   Linie    («  ^  0,   o  =  0)  ist  der 

Schnitt  der  Fläche  fcter  Ordnung  «  ^  0  und  der  Fläche  aer 
Ordnung  v  ^  Q.  Mit  einer  Ebene  hat  sie  kl  Puncto  gemein, 
und  hat  demnach  die  Ordnung  kl  (§.  54,  1  und  2)-  Auf  der 
unendlichfernon  Ebene  hat  sie  hl  unendlichfernc  Puncte, 
nach  welchen  ebensoviel  Zweige  der  Linie  sich  erstrecken. 

Die  Linie  fw  =  0,  /^r  =  0)  ist  rcducibel,  und  besieht 
aus  den  Linien  (u  =  0,  /  =  0)  und  (w  =  0,  ^^0]  niederer 
Ordnungen.  Unter  einer  Linie  kiter  Ordnung  soll  der  ganze 
Schnitt  (die  Serie  aller  gemeinschaftlichen  Puncte)  einer  Fläche 
tler  Ordnung  und  einer  Fläche  ^er  Ordnung  verstanden  wer- 
den. Die  Linie  kiter  Ordnung  hat  mit  einer  Fläche  niter  Ord- 
nung klm  Puncte  gemein;  wenn  sie  mit  ihr  mehr  Puncte  ge- 
mein hat,  so  liegt  sie  ganz  oder  (wenn  sie  redueibel  ist)  zum 
Theil  auf  der  Fläche  mter  Ordnung  (§.  Ö5,  3). 

3.  Die  Linie  («  =  0,  u  =  0)  liegt  auf  dei-  Fläche  u  +  Iv 
^=  0  bei  allen  l,  und  wird  durch  je  2  Flächen  dieser  Serie 
bestimmt   (§.  55,  i).     Die    Serie  enthält  eine  bestimmte  Menge 
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singularer  Flachen  mit  mehrfachen  Pnnulen,  entsprechend 
dem  System  (§.  54,  6.  II) 

w,  +  Ipi  =0,  «2  +  i.V3  =-  Ü,  Vi  +  Xv-j  =  0,  Ui  +  i.n  =  Ü 
für  a:,  y,  2,  A.  Ausnahmsweise  kann  uüter  den  singulären 
Flachen  der  Serie  eine  redueibel  sein,  indem  z,  B  »,  +  X^v 
=  fg.  Dann  ist  die  gegebene  Linie  (u  ==  v,  v  =  0)  redueibel : 
sie  hat,  wenn  v  nicht  höhern  Grades  als  u  ist,  die  Doppelpuncte 
[u  =  0,/=  0,  (7  ^  0),  die  gemeinschaftlichen  Punete  der  beiden 
Linien,  aus  welchen  die  reducible  Linie  besteht.  Vergl.  unten  [5) . 
Wenn  insbesondere  /  linear  ist,  so  ist  die  Linie  ganz  oder  zum 
Theil  plan  oder  gerad. 

Die  beiden  Linien  (u  =  0,  /  =  0)  und  (w  =  0,  </  =  0), 
welche  das  Polygon  (a  =  0,/=0,^  =  0)  gemein  haben, 
liegen  auf  der  Flache  u  ■+■  Ifg  =  0  bei  allen  l. 

Wenn  insbesondere  eine  Linie  2.2ter  Ordnung  [auf  2 
Flächen  2ler  Ordnung  liegend)  einen  Kegelschnitt  enthalt,  so 
enthalt  sie  noch  einen  zweiten  Kegelschnitt,  der  mit  dem  erslern 

2  Puncte  gemein  hat,  die  Doppelpuncte  der  reduciblen  Linie 
2.2ter  Ordnung.  Monge  Corresp.  sur  VEcole  polyt.  t.  2  p.  321. 
Chasles  ebendas.  t.  3  p.  13.  Poncelet  Propr.  proj.  600.  Binet 
in  Lbhoy  Geom.  des  3  dini.  S06.  Magnus  Aufgaben  II  §.  69 
und  §.  79.-  Ueber  einen  besondern  Fall  dieses  Satzes  vergl. 
Stereom.  §.  5,  17. 

Wenn  die  Linie  2.2ter  Ordnung  eine  Gerade  enthält,  so 
enthält  sie  noch  eine  Linie,   welche  mit  einer  beliebigen  Ebene 

3  Puncto,  und  mit  jener  Geraden  2  Puncte,  die  Doppelpuncte 
der  reduciblen  Linie  2 .  2ter  Ordnung,  gemein  hat.  Hesse  1843 
Grelle  J.  26  p.  U7.    VergL  unten   [H). 

3.  Wenn  eine  Linie  mit  einer  Ebene  n  Puncte  gemein  hat, 
so  ist  sie  «ter  Ordnung,  aber  im  Allgemeinen  nicht  der  ganze 
Schnitt  von  2  Flächen.  Wenn  n  eine  Primzahl,  so.isj,  die  Linie 
nicht  der  ganze  Schnitt  von  2  Flachen;  denn  die  Ordnung  einer 
solchen  Linie  ist  keine  Primzahl.  Eine  Linie  3ter  Ordnung  ist 
ein  Theil  einer  Linie  2 .  2ter  Ordnung,  oder  einer  Linie  3 .  2ter 
Ordnung,  u.  s.  w.     Eine  Linie    nter  Ordnung    kann   ein  Theil 
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einer  reduciblen  Linie  kUer  Ordnung  sein,  deren  andrer  Theil 
eine  Linie  n'ter  Ordnung  ist,  so  dass  n  -i-  n'  =  kl. 

Die  Linie  AB  erster  Ordnung  hat  mil  L>inor  Ebene  AB 
mehr  als  einen  Punct  gemein,  und  liegt  auf  dieser  Ebene,  wie 
auf  allen  Ebenen  AB.  Daher  ist  die  Linie  ersler  Ordnung  plan 
und  gerad. 

Die  Linie  ABC •iwtiiiev  Ordnung  hal  niil  der  Ebene  ABO 
mehr  als  2  Punete  gemein,  und  liegt  entweder  ganz  oder  zum 
Theil  auf  dieser  Ebene,  Der  letztere  Fall  Irift  ein,  wenn  die 
Linie  zweiter  Ordnung  aus  2  Geraden  AB,  CD  besteht,  die 
nicht  auf  einer  Ebene  liegen.  Aber  die  beiden  Geraden  [p  =  0, 
q  ^  0)  und  {r  =  0,  s  =  0),  wo  p,  q,  r,  s  lineare  Functionen 
des  Punctes  cclyii  bedeuLeu,  sind  nur  ein  Theil  der  Linie  2  .  2lcr 
Ordnung  {pr  =  0,  qs  =  0). 

Der  Kegel  2ler  Ordnung  der  Geraden  12,  lU,  U,  15,  16 
hat  mit  dem  Kegel  2ter  Ordnung  der  Geraden  21,  23,  24,  25, 
26  eine  Linie  2 .  2ler  Ordnung  gemein ,  bestehend  aus  der  Ge- 
raden 12  und  einer  beslimmlen  Linie  dritter  Ordnung. 
Wenn  diese  Linie  31er  Ordnung  mil  einer  Fläche  2ler  Ordnung 
mehr  als  6  Puncte  gemein  hat,  so  liegt  sie  auf  ihr. 

i,  l.  Die  El)eneii,  welche  den  l'unct  A  einer  Linie  nler 
Ordnung  eothalten,  enihallen  je  n  -— ■  1  andre  Puncte  der  Linie. 
Darunter  sind  ausgezeichnet  eine  Serie  Ebenen,  welche  je  2 
Puncte  A  und  n  —  2  andre  Punele  der  Linie  enthalienr  die 
Ebenen,  welche  die  Linie  in  A  2punctig  beröhren,  und  eine 
bestimmte  Gerade  gemein  haben,  von  welcher  die  Linie  in  A 
2punetig  bertthrl  wird.  Darunter  ist  eine  bestimmte  Ebene  aus- 
gezeichnet ,  welche  3  Puncte  A  und  n  —  3  andre  Puncte  der 
Linie  enthält,  von  welcher  die  Linie  in  A  3punclig  bertihrt 
wird.  Diese  oseulirende  Ebene  ist  von  TixsEAU  1780  Mem.  pres. 
t.  9  p.  606  bestimmt  worden. 

Normal  zu  einer  Tangente  der  Linie  steht  eine  iNornuilen- 
ebene  der  Linie,  welche  mit  der  oscuiirenden  Ebene  die 
Hauptnormale  der  Linie  gemein  hat  (n.  principale,  Cauchy 
Applic.  XVI).  Die  Normale  der  oscuiirenden  Ebene  hat  den 
Namen   Binormale  erhalten    (Saint-Ven*nt    1844    J,    de  l'ltc. 


y  Google 


§.  36.    Die  unehenen  Linien.  475 

polyl.  Gah.  30    p.  17),  weil    sie   normal   ist  zur  Tangente   und 
zur  Hauptnoriiijile. 

II.  Wenn  Ä,  B,  C,  D  Piincte  der  Linie  sind,  welche  ver- 
schwindeude  Distanzen  von  einaüder  haben,  so  ist  die  Gerade 
AB  die  Tangente  der  Linie,  webhe  die  Richtung  der  Linie 
in  A  angiebl;  die  Ebene  ABC  ist  die  oseulirende  Ebene  der 
Linie,  welche  die  Stellung  der  Linie  in  A  angiebt;  das  Tetra- 
eder ABCD  =  DCBA  (§.  i6,  2)  ist  positiv  oder  negativ,  je 
nachdem  die  Linie  daselbst  links-gewunden  ist  oder  veehts- 
gewunden.  Die  Tangenten  der  Linie  erfüllen  die  der  Linie 
zugehörige  Developpable ,  welche  von  den  osculirenden  Ebenen 
der  Linie  berührt  wird  [§.  54,  11). 

Wenn  eine  Ebene  n  Puncte  der  Linie  enthüll,  so  hat  die 
Linie  die  Ordnung  n  (1).  Wenn  ein  Punet  m  oscuHrende 
Ebenen  der  Linie,  Tangentenebenen  ihrer  Developpablen ,  ent- 
halt, so  hat  die  Linie  und  ihre  Developpable  die  Classc  m 
(§.  54,  10  und  M).  Wenn  eine  Gerade  r  Tangenten  der  Linie 
schneidet,  so  hat  die  Linie  den  Rang  r,  ihre  Developpable  die 
Ordnung  r.     C*\lev  1845  Liouv,  .1.  10  p.  245. 

III.  Unter  den  Puneten  der  Linie  giebl  es  unbedingt  einen 
(mehrdeutig]  bestimmten,  in  welchem  die  Linie  plan  ist  (ohne 
Torsion,  ABCD  =  0),  und  einen  (mehrdeutig)  bestimmten 
Punet,  in  welchem  die  Linie  gerad  ist  (ohne  Flexion,  ABC 
=  0).  Diese  Puncte  sind  von  Monge  Mem.  pres.  1785  t.  10 
p.  542,  Applic.  §.  27  unterschieden  worden  als  einfache  oder 
doppelte  Inflexionen,  von  Tinsead  p.  604  desselben  Randes  als 
plane  oder  lineare  Inflexionen.  Cayley  a.  a.  0,  hat  die  oscu- 
Hrende Ebene  des  einen  Punctes,  die  Tangente  des  andern,  den 
Punet  seihst  stationär  genannt. 

5.  Nur  ausnahmsweise  kann  die  Linie  einen  mehrfachen 
Punet  mit  mehr  Tangenten  oder  mehr  osculirenden  Ebenen 
haben.  Wenn  jede  Ebene  des  Punctes  A  der  Linie  k  Puncte  A 
und  n  —  k  andre  Puncte  der  Linie  enthält,  so  ist  ^  ein  Hacher 
Punet  der  Linie  mit  einer  Mehrheit  von  Tangenten  oder  oscu- 
lirenden Ebenen.  Die  Linie  ist  singuUr,  wenn  sie  einen 
mehrfachen  Punet  hat,  ordinär,  wenn  sie  nur  einfache  Puncte 
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hat.     Die  Linien ,    aus   welchen   eine  reducible   Linie  ] 
haben    gomeinschafllichc  Puncte  (2),    welche  Doppelpuncle   der 
reduciblen  Linie  sind. 

Wenn  die  Flachen  u  =  0,  «  =  0  den  Puncl  -11010|0) 
gemein  haben  und  beide  daselbsl  von  derselben  Ebene  berührt 
werden,  so  ist  A  ein  mehrfacher  Punct  der  Linie  {u  =  0, 
V  =  0}.  Plückeh  1829  Grelle  J.  4  p.  359.  Vergl.  Salmon  Geom. 
of  3  dim.  128.   Wenn  nach  Formen  des  Punctes  x;]i/\i  geordnet 

u  ^  fi  +  fi  +fi  +  .  .,       V   =   f:  +  g2  +  93  +  .. 

so  ist  [§.  54,  5)  A  sowohl  ein  2facher  Punet  der  Planlinie  [u  =  0, 
/i  ^  0)  mit  den  Tangenten  [/,  =  0 ,  /^  =  0),  als  auch  ein 
2faeher  Punct  der  Planlinie  [i>  =  0,  /^  =  0)  mit  den  Tan- 
genten {/i  =  0 ,  ^^2  ^°  '^ )  •  ^^^  Punct  A  ist  zugleich  ein  Sfacher 
Punct  der  Flache  u  —  u  =  0  mit  dem  Tangentenkegel  f^  —  g^ 
=  0.  Die  Linie  (w  =  0,  u  =  0}  liegt  auf  der  Fliehe  ü  —  u  =  0, 
also  wird  sie  in  Ä  von  den  Geraden  (/,  =  0,  f^  —  ?.j  =0) 
berührt.  Daher  ist  A  ein  2facher  Punct  der  Linie  [u  =  0, 
ü  =  0)  mit  den  Tangenten  (/,  =  0,  /^  —  ff^  =  **)■ 

6.  Der  Kegel,  durch  welchen  die  Linie  klier  Ordnung 
(li  =  0,  u  =  0)  aus  dem  Centrum  P  projicirl  wird,  ist  fester 
Ordnung  (§.  53,  3).  W^enn  P  ein  einfacher  Punct  der  Linie  ist, 
so  hat  der  Kegel  die  Ordnung  kl  —  1 ;  denn  eine  Ebene  des 
P  enthält  den  Punet  P  und  kl  —  1  andre  Puncte  der  Linie, 
mithin  kl  —  1  Gerade  des  Kegels.  Wenn  P  ein  9facher  Punct 
der  Linie  ist,  so  hat  der  Kegel  die  Ordnung  kl  —  2;  denn 
eine  Ebene  des  P  enthält  2  Puncte  P  und  kl  —  2  andre  Puncle 
der  Linie,  mithin  kl  —  2  Gerade  des  Kegels,    ü.  s.  w. 

Die  Gerade  PQ  enthält  A;  Puncte  B  der  Flache  «  =  0  unter 
der  Bedingung  (§.  55,  7) 

Dieselbe  enthalt  l  Puncle  ,S'  der  Flache  ji  =  0  unter  der  ahn- 
lichen Bedingung 
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Die  Gerade  PQ,  enthält  einen  Punct  der  Linie  («  =  0,  i'  =  Ü), 
und  isl  eine  Gerade  des  projicirenden  Kegels,  wenn  einer  der 
Puncte  S  auf  einen  der  Puncte  Ä  fällt,  d.  h.  wenn  die  beiden 
Gleichungen  für  A  eine  gemeinschaflliche  Wurzel  haben,  also 
die  Resultante  D  der  beiden  Functionen  von  l  null  ist  [Deterni. 
§.  11,  i).  Demnach  isl  ü  =  0  der  projicirende  Kegel  klier 
Ordnung.    Salmon  Geom.  of  3  dim.  117,  7. 

In  der  Thal  haben  die  Formen  p^,,  p^,  . .,  p'o,  p'j,  .  .  des 
Punctes  G  die  Grade  k,  k  —  \,  . . ,  l,  l  —  i,  . . .  Nun  ist  D 
eine  Form  lien  Grades   der  p,,,    Pi,  ••   und  feten  Grades  der 

p'ff ,  p\, Ihr  Anfangsglied  ist  theilbar  durch  Po  p'i  ,  durch 

eine  Form  kHen  Grades  von  Q.     Also  hat  D  den  Grad  kl. 

7.  Es  giebt  eine  bestimmte  Menge  Gerade  eines  Punctes  P, 
Gerade  des  die  Linie  projicirenden  Kegels,  welche  2  Puncte  der 
Linie  enthalten.  Cavlev  1845  Liouv.  J.  10  p,  246,  Die  nähern 
Bestimmungen  sind  von  Sai.mon  Geom.  of  3  dim.  341  gegeben 
worden. 

Wenn  Q,  ein  Punct  der  Linie  ist,  und  wenn  die  Linie  von 
der  Geraden  PQ  nochmals  in  R  getroffen  wird,  sind  (6)  ^o, 
p'd  null,  und  die  beiden  Gleichungen  für  X  haben  eine  von  0 
verschiedene  gemeinschaWiche  Wurzel,  Daher  ist  die  Resul- 
tante D'  der  beiden  Functionen  von  A 


P,  +: 


.2 


der  Grade  k  —  1,  l — 1  null.  Die  Resultante  />' ist  eine  Form 
(l  —  1)ten  Grades  der  p^,  p^,  . .,  und  eine  Form  [k  —  1)ten 
Grades  der  p\,  p'^,  ...  Ihr  Anfangsgliod  ist  theilbar  durch 
V\  p'i  ,  durch  eine  Form  [k — \)[l  —  1)ten  Grades 
von  Q,.  Demnach  ist  D'  eine  Form  von  Q,  des  Grades 
{jt  —  \)[l —  1],  und  Q.  ein  Punct  des  Polygons 

(„  =  o,  r  =  ü,  ß'=0) 

der  Puncte,  welche  die  Linie  (x  =  0,  u  =  0)  mit  einer  be- 
stimmten Flache  [h  —  K)[l  —  l)ter  Ordnung  gemein  hat.  Das 
Polygon  hat  kl[k  —  \][l  —  i)  Puncte  Q  der  tinie  der  Art, 
dass    von     der    Geraden   PQ,    die    Linie   nochmals    in    /t ,    und 
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zugleich  von  def  Geraden  PH  die  Linie  nochmals  in  Q,  getrofien 
wird.  Also  hat  die  Linie  feiler  Ordnung  aus  einem  beliebigen 
Puncl  P  gesehn 


ikHk-,){l^t)   =   2(^)(J) 


scheinbare  Doppclpunele.  Nicht  mitgezählt  sind  dabei  die 
wirklichen  Doppelpuncte ,  welche  die  Linie  hat  in  dem  Fall, 
dass  die  Flachen  «  =  0  und  w  ^  0  in  einem  Punct  oder  in 
mehr  Puneten  sich  berühren  (5),  oder  dass  die  Linie  reducibel 
ist;    denn   die  gemeinschaftliche  Wurzel  0  war  ausgeschlossen. 

8.  Auf  dem  die  Linie  aus  P  projicirenden  Kegel  ß  =  0 
(6)  giebt  es  soviel  üoppelgerade  PQ.  mit  den  Tangenten- 
ebenen PQQ'  und  per',  als  die  Linie  scheinbare  Doppel- 
puncte und  wirkliche  Doppelpuncte  hat.  Dieser  Kegel  ist 
unbedingt  singulür,  und  wird  von  einer  Ebene  in  einer  sin- 
gularen  Linie  geschnitten,  welche  ebensoviel  Doppelpuncte  be- 
sitzt.    Vergl.  g.  55,  10.  11. 

Der  Planschnitt  des  Kegels  hat  die  Ordnung  kl  und  min- 
destens 2(„)(„)  Doppelpuncte,  während  eine  irreducible  Plan- 
linie derselben  Ordnung  {  ^  )  Doppelpuncte  haben  kann 
(§.  42,  1).  Die  plane  Centralprojeeiion  einer  ordinären  Linie 
klter  Ordnung  hat  also 

Cr') -K')a) --'""-'-" 

Doppelpuncte  weniger,  als  eine  irreducible  Planlinie  derselben 
Ordnung  haben  kann. 

Eine  Linie  2  .  2lei'  Ordnung  hat  2  scheinbare  Doppelpuncte, 
und  kann  keinen  oder  einen  oder  (wenn  sie  reducibel  ist)  zwei 
Doppelpuncte  haben.  Eine  plane  Centralprojection  dieser  Linie 
ist  keine  ordinäre  Linie  iter  Ordnung,  sondern  hat  2  oder  3 
ffder  4  Doppelpuncte.  Das  unbedingte  Vorhandensein  von  2 
Doppelpuncten  war  von  Ghaslks  Apercu  V,  51  ft'.  bemerkt 
worden. 
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9.  Zwei  Linien  nler  und  n'ler  Ordnung  haben  aus  einem 
Vuncl  gesehn  nn'  scheinbare  gemeinschaitliche  Punete. 
Wenn  eine  Gerade  des  P  die  eine  Linie  in  Q,  und  die  andre 
in  R  trifft,  so  ist  sie  eine  gemeinschaftliehe  Gerade  der  con- 
centrisehen  Kegel,  durch  welche  die  beiden  Linien  aus  P  pro- 
jieirt  werden.  Diese  Kegel  haben  die  Ordnungen  n,  n  (6), 
also  Tin  gemeinschafiliche  Gerade  [§.  53,  1).  Mitgezählt  sind 
die  Punete,  welche  die  beiden  Linien  gemein  haben. 

Eine  reducible  Linie  klier  Ordnung  besiehe  aus  den  ordi- 
nären Linien  l,  A' der  Ordnungen  m,  n\  so  dass  fH- n' =  kl. 
Die  beiden  Linien  haben  ««'scheinbare  gemeinschaftliche  Punete, 
darunter  d  gemeinschaftliche  Punete,  die  Doppelpuncte  der  ganzen 
Linie.  Wenn  die  Linie  l  aus  P  gesehn  h  scheinbare  Doppel- 
puncte hat,  so  giebt  es  auf  dieser  Linie  '^h  Punete  Q  der  Art, 
dass  die  Gerade  FCl  die  /  in  einem  andern  Punct  trifft,  und 
nn  Punete  Q,  der  Art,  dass  die  Gerade  PQ  die  l'  trifft.  Die 
Punete  Q.  derselben  Linie  l  der  Art,  dass  PQ.  die  ganze 
Linie  in  einem  andern  Punct  trifft,  sind  die  Puncto,  welche  die 
l  mit  einer  bestimmten  Fläche  [k  —  1)(/—  1)ter  Ordnung  ge- 
mein hat  [7) ;  die  Punete  Q  der  l  der  Art,  dass  PQ  die  ganze 
Linie  in  demselben  Punct  trifft,  sind  die  Doppelpuncte  der 
ganzen  Linie.     Also  hat  man 

2Ä  +  »n'  =  n{k--i){l—\)+d 

und  bei  h'  scheinbaren  Doppelpuncten  der  ^' 

2fi'+  nn    =  „\k-l){l-\)  +  d 
folgUch 

h-h'  ^   ^{n~-n'){k-\.){i-\) 

Wenn  /..  B.  eine  Linie  2 .  2ter  Ordnung  aus  einer  Linie  3ter 
Ordnung  und  einer  Geraden  besteht,  so  ist  A' =  0 ,  folglich 
Ä  =  1,  d  =  2,  Vergl.  SALMO^  Geom.  of  3  dim.  313.  Da  die 
Linie  3ter  Ordnung  einen  scheinbaren  Doppelpunct  hat,  so  ist 
ihre  plane  Centralprojection  keine  ordinäre  Planlinie  3ter  Ord- 
nung. Diese  letztere  Bemerkung  ist  von  Ohasles  a.  a.  0.  ge- 
macht worden. 
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10.  I.  Unler  den  unebenen  Linien  nter  Ordnung  sind  zu- 
erst die  barycenlrisfihen  Linien  [§.  44,  3  und  §.  42,  12) 
der  Untersuuhuno  zugänglich  gemacht  worden  durch  Möbius 
Baryc.  C.ilc.  §§.  95.  96.  98.  132.    Es  seien 

P  =   a„  +  a^t  +  .  ,  +  a^t" 
ö  =  6„  +  &,(  +  ..  ,      B  =  C||  +  c,(  +  . .  ,     S  -^  do  +  d,t  +  . . 

gegebene  Functionen  «ten  Grades  des  Parameters  (,  ohne  eineu 
allen  gemeinschaftlichen  Divisor,  nicht  ausdrückbar  durch  nie- 
dere Potenzen  eines  andern  Parameters;  insbesondere  sei  S 
keine  lineare  Form  der  P,  Q,  E,  und  rf„  nicht  null.  Wenn 
dann 

X  :  y  :  z  :  \   =   P  :  Q  :  B  :  S 

SO  entspricht  jedem  (  ein  hestimmler  Punct  x\y\z  einer  barj- 
eentrischen  Linie  nier  Ordnung.  In  der  That  hat  diese  Linie 
n  Puncte  der  Ebene 

ax  +  by  +  cz  +  d  =  ü 
entsprechend  den  Wurzeln  der  Gleichung 

aP  +  bQ  +  eB  +  dS  ^   0 

nten  Grades  für  (.  Die  n  unendlich  fernen  Puncte  der  Linie 
sind  durch  die  Gleichung  Ä=  0  gegeben.  Der  Punct  x\!/\z 
kann  durch  Lineal-Construction  gefunden  werden. 

IL  Das  System  J'—Sx  =  0,  Q  —  Sy  =  Cl,  Ä  — Ss  =  0 
hat  4n  -H  3  Coeffieienten,  deren  3  durch  die  Substitution 


null  werden  bei  bestimmten  a,  ß,  y.  Zur  Bestimmung  der 
übrigen  in  Coeffieienten  sind  ebensoviel  Gleichungen,  ajso  z.  B. 
2ji  gegebene  Puncte  der  Linie  erforderlich,  aber  nicht  unbe- 
dingt hinreichend.  Zur  Uestimmung  einer  barycen Irischen  Linie 
2ter  Ordnung  sind  4  Puncte  nicht  hinreichend.  Eine  barycen- 
Irische  Linie  3ter  Ordnung  ist  durch  6  Puncte  derselben,  deren 
nicht    i   auf  einer  Ebene  liegen,   bestimmt.     Zur  Bestimmung 
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einer  bai-yceutrischeii  Linii;  Her  Ordnung  sind  8  Puncle  der- 
selben erforderlich,  nur  Bestimmung  einer  Linie  2  .  2ler  Ordnung 
ebensoviel  (§.  55,  i  ff.).  Zur  Bestimmung  einer  baryeuTi Irischen 
Linie  6ter  Ordnung  sind  12  Puncte  derselben  erforderlich,  /nr 
Bestimmung  einer  Linie  3.2ter  Ordnung  15. 

HL  Wenn  x'  y'\z'  ein  Puncl  des  Kegels  ist,  durch  welchen 
der  Pnnct  x\y\z  der  barycentrischen  Linie  ans  dem  Centrnni 
a\h\c  projicirt  wird,  so  ist  (§.  53,  3) 

x'—a         x  —  a  P—  aS 


-bS 


l,E~cS)x'+  (aS  -  i')z'+  cP~aB  =  0 
{E-cS)y'  +  {bS—qy  +  eQ  —  l>Ti  =  0 
Dieses  System  giebt  nach  Elimination  von  t  die  Gleichung  für 
den  Punct  x'y'\z'  des  die  Linie  projicirenden  Kegels.  Wenn 
nun  z.  B.  /  =  0,  so  verhallen  sich  x'  :  y'  :  \  wie  Functionen 
wten  Grades  von  (,  d.  h.  der  Punet  x'-  y"\0  liegt  auf  einer  bary- 
centrischen Planlinie  nler  Ordnung.  Demnach  ist  eine  plane 
Gentralprojeelion  einer  barycentrischen  Linie  nter  Ordnung  eine 
barycentrische  Planlinie  derselben  Ordnung,  Die  letztere  hat 
I  „  1  Doppelpuncte  (§,  42,  12),  welchen  ebensoviel  schein- 
bare oder  wirkliche  Doppelpuncte  der  projicirten  Linie  ent- 
sprechen. Also  gehört  eine  barycentrische  Linie  zu  den  singu- 
iürsten  Linien  ihrer  Ordnung. 

IV.  Eine  barycentrische  Linie  Her  Ordnung  ist  gerud. 
Denn  das  System  P  —  So;  =  0,  a  —  %  =  0,  R  —  Sz  =^  ü 
für  a;,  y,  z,  t  giebt  2  lineare  Gleichungen  für  x,  y,  z. 

Eine  barycentrische  Linie  2ter  Ordnung  ist  plan.  Denn  sie 
hat  2  Puncte  der  Ebene  ax-\-by-^ez+d  =  0,  entsprechend 
den  Wurzeln  der  Gleichung  aP'\-h<X-\- cR-V(}8  ^  0.  Diese 
Gleichung  2ten  Grades  existirt  nicht  bei  3  linearen  Gleicliungen 
für  o  ;  J  :  <;  :  d,  welche  die  Ebene  der  Linie  bestimmen. 

Eine  barycentrische  Linie  3ler  Ordnung  ist  im  Allgemei- 
nen uneben,  und  liat  einen  scheinbaren  Dnppeipuncl   (vergl.9). 
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Wenn  sie  aus  F  gesehn  die  3  scheinbaren  Doppelpuncte  QÄ, 
Q,'R'  hat,  so  hat  sie  i  Puncle  der  Ebene  PQQ',  und  liegt 
ganz  auf  derselben.  Wenn  sie  einen  Doppelpunkt  hat,  so  wird 
sie  aus  demselben  durch  einou  Kugel  [.1  —  2)ler  Ordnung  pro- 
jieirt  (6),  und  ist  plan. 

11.  Eine  harycentrisehe  Linie  3ter  Ordnung  liegt  auf  2 
bestimmten  Flüchen  2lor  Ordnung,  welche  eine  Gerade  gemein 
haben,  Möbiüs  §.  132.  Vergl.  Joachimsthal  1859  Grelle  J.  56 
p.  44.  Die  baryeen  Iris  che  Linie  -hat  mit  der  Geraden,  welche 
auf  den  beiden  Flachen  liegt,  2  Puncte  gemein,  real  oder  nicht 
real  oder  vereint,  die  Doppelpuncte  der  redudblen  Linie  2  .2ter 
Ordnung  (2). 

Nach  der  Voraussetzung  hat  man  das  System 

«„  +  «,(  +  oifs  +  «3(3  —  6'«  =  0 

6o  +  61  <  +  ^t'i  +  63(1  —  Sy  =  0 

c„  +  C|  i  +  Cji*  +  CaP  —  Sa  ™  0 

(?  I  +  <7i ;  +  da  (2  +  rfj  (3  _  g  ^0 

homogen  lineai  lili  t",  /',  (^,  (■',  S.  Wenn  die  Determinante 
der  ersten  4  Colonnen,  nach  ihrer  ersten  Zeile  durch  («0  a,  a^  «3] 
bezeichnet,  nicht  null  ist  (10,  I),  so  hat  das  System  die  Lösung 

I  :  (  :  (2  :  (3  :  S  —  j)  :  3  :  r  :  s  :  (flo  a,  «2  «3) 

WO  p  =  [xoya^a^),  q  =  [a^x  a^  a-,),  .  .  gegebene  lineare 
Functionen  der  x,  y,  z  sind.  Die  Functionen  ^j^,  q,  >-,  s  bilden 
eine  geomelriseho  Progression,  also  hat  man  für  x,  y,  z 


d.  h.  die  barycentrische  Linie    liegt,  auf  3  l>estiirimten  Flachen 
2ter  Ordnung,  und  enthalt  die  4  F.clipuncte  des  Tetraeders 


Die  3  Flachen,    die  erste  ein  hyperbolisches  Hyperboloid, 
beiden  andern  Kegel,  haben  paarweise  die  Geraden 
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gemein;  jede  dieser  Geraden  eiilhiilt  2  Punete  der  barycentri- 
sehen  Linie. 

13.  Eine  Linie  2 .  2ter  Ordnung,  von  welcher  eine  Gerade 
ein  Theil  ist,  enthält  ausser  der  Geraden  eine  barycentrische 
Linie  3ter  Ordnung,  die  mit  der  Geraden  2  Pnncte  (real  oder 
nicht,  gesondert  oder  nicht)  gemein  hat.  Wenn  p,  q,  t  und 
p',  q',  r'  lineare  Functionen  des  Punetes  x,  y,  z  sind,  so  ist 
von  der  Linie  2 .  2ter  Ordnung 


gr  —  9 


rp 


Theil.    Wenn  nun 


so  hat  man  3  lineare  Gleichungen  [i  =^  1 


1  = 


Q.  :   R  :   S,- 


ä.  _  rf^f  =  0 

i  gegebene  Funclio- 


mithin  an 

neu  3ten  Grades  von  (. 

Auf  der  Linie  3ter  Ordnung  liegen    die  3  Paare 
geben en  Punclen 


p  =  0,     ii    =  ( 


■  —qr 


real  oder  nicht,   gesondert  oder  nicht,    durch  welche  die  Linie 
bestimmt  ist. 

Unebene  Linien,  von  welchen  auf  einer  Ebene  3  Puucte 
liegen,  sind  demnach  barycentrische  Linien,  und  wesentlich 
verschieden  gestallet  nur  insoweit,  als  ihre  unendUchferoen 
Punete  entsprechend  den  Wurzeln  der  Gleichung  S  =  0  nicht 
alle  real  und  nicht  alle  gesondert  sind.  Ueber  diese  Linien 
vergl.  FiEnLER-SiLMOH  Raumgeom.  11,  74-  ff.  &:intÖTER  Oberll. 
ä.  Or.  §.  31 — 34,  und  die  daselbst  angezeigten  Quellen. 

13.  Eine  barycentrische  Linie  4ter  Ordnung  hat  3 
scheinbare   Doppelpuncte    [10.  II),    und    gehört  daher   nicht  zu 
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den  ordinären  Linien  2 .  2ter  Ordnung,  welche  deren  nur  2  be- 
sitzen  C?).     Sie    ist  im  Allgemeinen    nicht   der  Schnitt  von  S 
Flachen    Ster    Ordnung,    sondern    liegt    auf    einer    bestimmten 
Fläche  Ster  Ordnung.     Denn  man  kann  die  Flache 
ax^  +  hy^  +  csä  +  d  +  %fyz  +  2gxz  +  Ihxy 
+  2lx  +  2m!/  +  2"2  =   0 

SO  bestimmen,  dass  die  Resultante 

rtP2  +  l,Q>  +  cR-i  +  dS^  +  2fQIi  +  IgPR  +■  -IhFq 
+  21F  +  2mQ  +  2nÄ  =  0 

d.  i.  «0  +  ß|(  -(-  . .  4-  «g(S  =  0,  nicht  existirl.  Die  9  Coeffi- 
cienten  «(, ,  ß, ,  . .  sind  lineare  Formen  der  10  Goefficienten 
ö,  6,  . . ,  Wenn  eine  der  Determinanten  9ten  Grades  des  Sy- 
stems «D  =  0,  ß,  ^  0,  ,,  nicht  null  ist,  so  ist  a  :  6  :  . . 
eindeutig  bestimmt,  d.  h.  es  giebt  eine  bestimmte  Fläche  2ter 
Ordnung,  auf  welcher  die  fearycentrische  Linie  liegt.  Wenn 
alle  Determinanten  9ten  Grades  null  sind,  und  eine  Determi- 
nante Sten  Grades  nicht  null  ist,  so  giebt  es  eine  bestimmte 
Serie  Flachen  Ster  Ordnung,  auf  welchen  die  barycentrische 
Linie  liegt.    U.  s.  w. 

Wenn  die  baryeentrischo  Linie  4ter  Ordnung  auf  einer 
bestimmten  Fläche  2tor  Ordnung  liegt,  und  nicht  eine  Linie 
2  .  2ter  Ordnung  ist,  so  ist  sie  z.  B.  ein  Theii  einer  Linie  3  .  Ster 
Ordnung.  Denn  sie  wird  aus  einem  auf  ihr  liegenden  Punct 
0  durch  einen  Kegel  3ler  Ordnung  projicirt  [6),  welcher  mit 
der  Fläche  2ter  Ordnung,  auf  welcher  die  barycentrische  Linie 
liegt,  eine  Linie  3 .  2ter  Ordnung  gemein  hat.  Theile  dieser 
Linie  sind  die  beiden  Geraden  der  FUlche  2ter  Ordnung,  welche 
den  Punct  0  enlhallen. 

14.  Eine  ordinäre  Linie  2  .  2ter  Ordnung  bat  2  schein- 
bare Doppelpuncte.  Sie  liegt  auf  einer  Fläche  9ter  Ordnung, 
welche  mit  ihr  9  Puncte  (mehr  als  4.2)  gemein  hat. 

Eine  Linie  2.2ler  Ordnung  mit  einem  Doppelpunct 
ist  barycen Irisch,  z.  B.  die  Linie  (5) 
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Durch  die  SuhsUliilion  y  =  Ix,  z  ^  ).ix  findet  man 

folglich  m  —  m'  =  0  für  X,  fi,    d.  n. 

o;a  +  i./,s  +  c  +  2fii  +  23?.  +  27»;./^   =   0 

Dieser  Gleichung  wird  nach  §.  12,  8  genügt  durch 

1  :  l  :  H  =  p  :  q  :  r 

WO  p,  q,  r  ])estimintc  quadratische  Fuuclioncn  von  t  sind. 
Hierniich  geht  mx  =  n  über  in  Tx  =  ps,  wo  s-  eine  quadra- 
tische, T  eine  bi quadratische  Function  von  t  ist.    Also  hat  man 

X  :  y  :  z  :   \   ^  ps  :  qs  :  rs  :   T 

Eine  Linie  2.2ler  Ordnung  mit  2  Doppelpunctcn 
ist  )>arycenlrisch  und  reducibel,  und.  besieht  entweder  aus 
einer  Geraden  und  einer  Linie  3ter  Ordnung,  oder  aus  2  Plan- 
linien  2ter  Ordnung. 

Zwei  Species  der  Linien  S.Sler  und  iter  Ordnung  sind 
unterschieden  worden  von  Salmon  1850  Cambr.  and  Dublin 
inalh.  J.  l.  5  p.  23,  Geom.  of  3  dim.  315;  sowie  von  SrmsiiR 
1856  Grelle  J.  53  p.  138,  insbesondere  nach  den  Developpablen, 
welche  von  den  Tangenten  dieser  Linien  erfüllt  werden.  Die 
Developpable  einer  barycenlrisehen  Linie  iter  Ordnung  hat  6 
Puncto  einer  Geraden  und  (i  Tangentenebenen  eines  Punctes; 
die  Developpable  einer  ordinären  Linie  2.2ter  Ordnung  hat 
8  Puncto  einer  Geraden  (Chasles  Apercu  V,  52)  und  12  Tan- 
gentenebenen eines  Punctes. 

Die  Developpable  einer  Linie  3ter  Ordnung  hat  4  Puncte 
einer  Geraden  (Chasles  Apercu  Note  33,  14)  und  3  Tangentcn- 
es  Punctes  (Schröter  Grelle  J,  56  p.  27). 
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Capitel  XI. 
Die  Flächen  2ter  Ordnung. 

§.  57.    Die  Species  dieser  Flttcheo. 

1.    Eine  quadnilische  Form  u  der  x,  >/,  z,  t  hat  10  Glieder 
ax^  +  bi/^  +■  «2^  +  df^ 
+  Ify^  +  Igxz  +  1%xy  +  llxt  +  Imyt  +  Inzt 

Sie  wird  nach  Formen  der  x,  y,  z  geordnet 

u   =   dt^  -^It^lx  +  my  +  nz)  +  ax^  +  . . 
Insbesondere  üaeli  den  linearen  Formen  der  x,  y,  z,  t 

Vit 


det«  ^  (Iet(i3,  q., 

\l    m    n    d\ 

Daher  sind  auch  x,  y,  z,   l  lineare  Formen  der  /;,  q,  >;  s,  und 
u  eine  quadratische  Form  derselben.    Vergl.  §.  33. 

Unter  der  Bedingung  u  =  0  liegt  der  Punct  -- 1  -■;  --  uuf 
einer  Flüche  2ter  Ordnung  {§.  54,  1).  Wenn  del«  nieht  null 
ist,  so  ist  die  Fläehe  u  :^  0  ordinär;  bei  detu  =^  0  ist  die 
FliSche  u  =  0  Singular  oder  reducibel. 


p 

= 

ax 

+  hy  +gz 

+ 

9 

= 

hx 

+  b,j   +fz 

+ 

r 

== 

gx 

+  fy    +CZ 

+ 

' 

= 

Ix 

+  my  +  nz 

+ 

2,  ' 

+ 

)   - 

+  rz  +  s 

\a     h     g 

\h    b     f 

'  \9    f     c 
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3.    Wenn  det«  ^  0,  so  ist  unbedingt 
l'li  +  m'q  +  n'r  +  d's  =   0 

Daher  ist,  wenn  z.  B.  d'  nicht  null,  s  eine  lineare  Form  der 
p,  q,  r;  folglich  sind  auch  x,  y,  z,  t  lineare  Formen  der  p,  q,  r, 
und  u  eine  quadratische  Form  derselben.  Also  ist  «  =  0  eine 
singulare  Flache  2ter  Ordnung,   ein  Kegel  mit  dem  Genirum 

(§■  53,  3} 

Der  Kegel  hat,  wenn  w  eine  definile  lernaro  Form  ist,  ausser 
dem  Centrum  keinen  realen  Puncl;  wenn  u  eine  indefinite  ler- 
nare  Form  ist,  so  ist  u  ^  0  ein  realer  Kegel.  Die  Transfor- 
mation der  gegebenen  Form  u  in  eine  temäre  Form  wird  da- 
durch bewirkt  (§.  33,  2),  dass  man  der  Reihe  nach  x,  y,  z,  t 
ersetzt  durch 


-'■i 


'3'       '~"r       '~' i' 


In  dem  Fall,  duss  d' =  0,  wird  der  Ket^cl  ein  Cylinder. 
i'  Trynsformution  von  u  genügt,  wenn  z.  U.  l'  inclit  null  isl, 


die  Subslilulion 

»-1% 


>V  '-'T 


Wenn  endlich  «  auf  eine  binare  Form  sicli  rcdiicircn  liissl, 
oder  auf  das  Quadrat  einer  linearen  Form,  so  isl  w  =  0  eine 
reducible  Fläche  2l6r  Ordnung,  bestehend  aus  2  Ebenen, 
welche  eine  reale  Gerade  gemein  haben,  oder  aus  2  vereinten 

Ebenen, 

3,  1.  Wenn  eine  Form  u  der  x,  y,  z,  t  durch  eine  lineare 
Substitution,  deren  Determinante  nicht  null  ist,  in  die  Form  v 
der  x,  y',  /,  t'  transformirt  worden  isl,  so  sind  die  Flachen 
II  =  0  und  V  :=  tj  collineare  Figuren  der  entsprechenden 
Puncle  x\y\t:\t   und  u:':y'\/\t'  (§.  32,6). 

II.  Die  ordinäre  quadratische  Form  u,  d.  h.  eine  Form, 
deren  Determinante  nicht  null  ist,  kann  auf  verschiedene  Arten 
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Cap.  XI.    Die  Käohfin  3tcr  Ordni 


I  i  Glieder  /usamineii^elasst  vverilen,    Quadrale   lim 
ICH  der  a:,  y,  e,    t   [§.  33,  5).     Wenn  u  /.  B.   durth 


ausgedrückt  worden,  oo  a-[,^^,;j,  (,  lineare  Formen  dera^, y,/,  (, 
so  ist  (§.  33,  4) 

<1bIC(.3;|2  +  ..)  =  dct(aa;2  +  ..)  deta(a:i,ji, «!,(,) 

Die  Form  der  cc,,  .,  hat  die  Determinante  <xßy^  desselben 
Zeichens,  wie  die  Delenninante  der  gegebenen  Form. 

111.  Wenn  eine  ordinäre  qnadra lischt  Form  der  x,  y,  e,  t 
sowohl  durch 

ö^i^  +  ßiii''  +  y^i"  +  i"i^ 
als  auch  dui'ch 

a'x-i'^  +  ß%'  +  y'z^^  +  ö'ti^ 

aUHgedrilckl  wird,  wo  :<■, ,  t/^,  z^,  i,  und  ^r^,  i/^,  z-,,  1.^  von  ein- 
ander unabhängige  lineare  Formen  der  x,  y,  z,  t  sind,  so  sind 
nicht  nur  die  DelermiDciiilen  aßyä  und  a'ß'y'Ö'  desselben  Zei- 
chens (II),  sondern  es  sind  auch  unter  den  Coefßcienten  a',  ß', 
y',  d'  ebensoviele  eines  bestimmten  Zeichens,  als  unter  den 
GoefBcienten  a,  ß,  y,  d  (§.  33,  6). 

4.  Demnach  kann  eine  gegebene  ordinäre  quadratische 
Form  u  oder  —  «  der  x,  y,  z,  (  durch  eine  der  3  Formen  aus- 
gedrtlckt  werden 

»1^  +   ?!*   +  ^i^   —  *1^ 

":,''  +  Hi^  —  "i^  —  <1^ 
WO  a^i,  y, ,  !j,  i,  lineare  Formen  der  cc,  y,  z,   (  sind. 

In  dem  ersten  Fall  ist  u  eine  definite  Form,  also  m  =  0 
eine  ordinäi-e  Flüche  2ter  Ordnung,  welche  keinen  realen 
Punct  hal. 

In  dem  zweiten  Fall  hat  ii  eine  negative  Delerminanle, 
also  ist  M  ^  0  eine  ordinäre  Flache  2ter  Ordnung,  deren 
Puncle  sümmtüch  elliptisch  sind  [§.  54,  9.  111),  eine  ellip- 
tische Flache  2ter  Ordnung. 
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In  dem  JriUen  Fall  hat  u  eine  positive  Determinante, 
also  isl  w  =  0  eine  ordinäre  Flache  2ter  Ordnung,  deren  Puncle 
sämmtlich  hyperbolisch  sind,  eine  hyperholische  Fläche 
2ler  Ordnung. 

Es  giebt  3  Species  ordinärer  Flüchen  2ler  Ordnung. 
Zwei  Flächen  derselben  Species  sind  eoUinear,  also  uwei  ima- 
ginäre Flachen,  zwei  elliptische  Flüchen,  zwei  hyperbelische 
Flächen.    Delemi.  §.  13,  12. 

5.  Wenn  die  quadratische  Form  w  der  x,  i/,  z,  i  ein 
Quadrat  ist,  so  besteht  die  Fläche  u  =  0  aus  2  vereinten 
Ebenen.  Wenn  m  durch  2  Quadrate  (ein  Product)  ausdrückbar 
ist,  so  besteht  die  Flache  u  =  0  aus  2  Ebenen,  welche  eine 
reale  Gerade  gemein  haben,  während  die  Ebenen  tlbrigens  nicht 
real  sein  können.  Die  beiden  Ebenen  können  parallel  sein, 
eine  derselben  kann  unendliehfcrn  sein. 

Von  der  ordinären  Form  m  kann  man  2  Quadrate  ablösen, 
eines  von  x,  das  andre  von  >/  nicht  unabhängig,  so  dass  man 
im  Allgemeinen  eine  quadratische  Form  v  der  z,  t  Übrig  be- 
hält. Wenn  nun  v  ein  Quadrat  ist,  so  ist  die  Fläche  «  =  0 
ein  Kegel.  Wenn  v  ein  Quadrat  nicht  ist,  so  kann  v  insbe- 
sondere ein  Product  sein  von  (  mit  einer  linearen  Form  der 
z,  t.  Demnach  findet  man  bei  i  =  1,  wenn  x,,  y, ,  a,  lineare 
Functionen  der  x,  y,  z  sind,  die  erste  von  x,  die  zweite  von 
y,  die  dritte  von  z  nicht  unabhängig,  eine  der  folgenden  6  Glei- 
chungen  ordinärer    Flachen    2ler   Ordnung  mit   realen   Coeffi- 


Die    erste   dieser   Flächen  ist  imaginär,    die    3   folgenden  sind 
elliptisch,  die  beiden  letzten  hyperbolisch. 
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6.  TMß  unendlich  fem  eil  Puncle  der  Flüche  2ler  Ordnung 
w  =  0  liegen  auf  dem  Kegel  2ler  Ordnung  (§.  54,  1) 

ax*  +  ly"-  +  cs=  +  2fyx  +  Igxi:  +  ihxy  —  0 

dessen  Cealrum  der  Nullpuiict  ist.  Die  unendhchterne  Mnio 
der  Fläche  u  =  0  ist  nicht  real,  real,  reducihel,  je  nach  dem 
Kegel,  welchem  sie  yngehört. 

Mit  einer  Ebene  hat  die  Hache  w  ^  0  und  der  Kegel  je 
eine  Linie  2ler  Ordnung  gemem,  mit  emer  parallelen  Ebene, 
welche  den  NuUpunct  enthalt,  hat  der  Kegel  2  Gerade  gemein: 
die  unendlich  fernen  Punete  der  beiden  Linien  2ler  Ordnung 
liegen  auf  den  beiden  Geladen  des  Kegels.  Die  Linien  der 
Flache  «  =  0,  welche  auf  parallelen  Ebenen  liegen,  haben  da- 
her gemeinschafiliche  unendhchferne  Punete,  und  sind  (§,  24,1] 
je  nach  der  Stellung  dei  paiallelen  Ebenen  entweder  Parabeln, 
oder  ahnliche  Elli]>sen,  oder  .ihnhche  Hvperbeln  in  perspecli- 
vischer  Loge,  oder  conjugiile  HYperbeln  Eine  der  Hyperbeln 
kann  aus  2  Goraden  bestehn,  welche  mit  den  Asymptoten  der 
andern  Hyperbeln  parallel  sind. 

Die  unendliehferne  Linie  ist  nicht  real  auf  den  Flachen  1 
und  II,  real  auf  den  Flächen  111  und  V;  auf  den  Flächen  IV 
und  VI  besteht  sie  aus  2  unendlichfernen  Geraden,  real  oder 
nicht,  welche  einen  realen  Punct  enthalten. 

A.  Bei  nicht  realer  unendlichferner  Linie  ist  die  Flache 
entweder  nicht  real  (1),  oder  elliptisch  [II),  In  dem  leUlern 
Fall  ist  dieselbe  eine  geschlossene  Fläche,  auf  welcher  reale 
Parabeln ,  Hyperbeln ,  Gerade  nicht  liegen ,  und  wird  ein 
Ellipsoid  genannt.  Zu  den  Elüpsoiden  gehüren  die  beiden 
Sphäroide,  das  platte  und  das  lange,  und  die  Kugel. 

B.  Bei  realer  unendlich  ferner  Linie  ist  die  Fläche  entweder 
elliptisch  (Hl)  oder  hyperbolisch  [V],  dem  Kegel  (und  dem 
Gegenkegel)  eingesehrieben  oder  umgeschrieben,  also  getheill 
durch  den  Kegel  oder  ungetheilt.  Solche  Flachen  heissen 
Hyperboloide,  das  elliptische  bestehend  aus  zwei  durch  den 
Kegel  (Asymptolenkegel)  gelrennlen  Feldern  (nappes,  sheets], 
und  das  hyperbolische  ungetheilt  ;"!  une  nappe.  Auf  den 
Hyperboloiden    liegen     Ellipsen,    Parabeln,     Hyperbeln;     reale 
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Gerade    liegen    auf    einem    hyperbolischen ,    iiieht    auf    einem 
elliptischen  Hyperboloid. 

G.  Bei  reducibler  unendliehfemer  Linie  wird  die  FliLehe 
ein  Paraboloid  genannt,  und  ist  entweder  elliptisch  (IV)  oder 
hyperbolisch  (VI).  Das  elliptische  Paraboloid  hat  einen  realen 
unendlich  fernen  Punct,  welchen  seine  beiden  übrigens  nicht 
realen  unendlicbfernen  Geraden  gemein  haben;  auf  dem  ellip- 
tischen Paraboloid  liegen  also  keine  Hyperbeln,  aber  Parabeln 
und  Ellipsen.  Das  hyperbolische  Paraboloid  hat  2  reale  un- 
endlichferne Gerade;  auf  demselben  liegen  keine  Ellipsen,  aber 
Parabeln  und  Hyperbeln. 

Die  verschiedenen  Species  der  Flächen  2ter  Ordnung  sind 
zuerst  von  Eulkr  1748  Introd.  Äppend.  c.  V  bestimmt  worden. 
Er  unterschied  Elliptoide,  elliptisch-hyperbolische,  hyperbolisch- 
hyperbolische, elliptisch-parabolische,  parabolisch-hyperbolische 
Flächen.  Die  jetzt  gebräuchlichen  Namen  Elhpsoid  (statt 
Elliploid) ,  Hyperboloid,  Paraboloid  wurden  durch  die  Ecole 
polytechniqne  (Biot,  Lacroix)  eingeführt.  Das  weniger  correcte 
Eilipsoide  war  von  Clairaut  1743  Figuro  de  la  terre  beilüufig 
statt  Sphöroide  elliptique  gebraucht  s'orden.  Die  obige  Ent- 
wickeluDg  der  einzelnen  Species  ist  von  mir  in  den  Leipz. 
Berichten  1873  p.  530  und  Delerm.  1875  §.  1^,12  angezeigt 
worden. 

7.  Die  Ebenen  (5)  :*■,  =  0,  y,  =  0,  2,  =  0  bilden  ein 
(im  Allgemeinen  nicht  orlhügonalos]  Tricder  der  Art,  dass  die 
mit  der  Kante  desselben  (ji  ^  0,  a,  =  0)  parallelen  Chorden 
einer  jeden  unter  den  6  Flächen  von  der  Ebene  ic^  =  0  halbirt 
werden:  die  Richtung  der  Geraden  und  die  Ebene  sind  con- 
jugirt.  Vergl.  §.  33,  10.  Denn  die  Gerade  (yi  =  ß,  ^i  =  y), 
welche  mit  der  Kante  (yj  ^  0,  ^j  ^  0]  parallel  ist,  hat  mit 
der  Fläche  die  Pnncie  (a:,  ^  =^  a'^,  y^  ==  ß,  ^\  ^=  y)  gemein, 
deren  Mille  auf  der  Ebene  a^j  =  0  Hegt.  Ebenso  sind  die 
Richtung  der  Kante  [e,  ^=  0,  a;,  =  0)  und  die  Ebene  j/,  ^  0 
conjugirt. 

Bei  den  Flächen  I,  II,  III,  V  sind  auch  die  Richtung  der 
Kante    (3^1  =  0,   y,  =  0)    und   die    Ebene    j,  =  0    conjugirt. 
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Gap.  XI.    Die  Flachen  ater  Ordnung:. 


Die  beiden  Punete  der  Flächen  (a:,  =  «,  ^i  =  ß,  si  ^=  7) 
und  {x^  =  ^ —  a,  y^  ^  — ß,  Sj  ^  — y)  sind  Gegenpunete,  der 
Punel  {x,  =  0,  y,  =  0,  2,  =  0)  ist  ein  Cenli'um  der  Flüchen. 
Ihi'o  dys  Coutrum  enlhullenden  Chorden  sind  Diamelor  der 
Flächen,  Die  Ebenen  a;j  =  0,  y,  =  0,  ^,  ^  0  bilden  ein 
Tricder  conjugirler  Diameterebenen  der  Flächen. 

Dagegen  enthalten  die  mit  der  Kanle  [a;,  ^  0,  j(|  =  0) 
parallelen  Geraden  je  einen  endUchfernen  Punct  der  Parabo- 
loide  IV  und  VI,  und  einen  unendlichfernen  Punct  derselben. 
Bei  den  Paraboloiden  sind  die  Richtung  dieser  Kanle  und  die 
unendlich  ferne  Ebene  oonjugirt;  das  Gentrum  dieser  Flächen 
ist  der  uneudHchferne  Punct  jener  Richtung, 


8.     Wenn   der  Puncl   x'.i/  z   der   Flache    «  =  0    an   dem 
Trieder  der  Ebenen  x^  =  0,  y,  ^  0,  s,  =  0  die  Goordinaten 
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a',,  jj,  e,  hal,  so  sind  die  lelülern  durch  die  Gluichuug  v  =  0 
Yerbunden,  welche  aus  k  =  0  dadurch  enlslehl,  dass  a:,  y,  » 
durch  lineare  Functionen  der  3:,,y,,z,  ersetzt  werden  (§.47,1 
und  2),  und  zwar  durch  bestimmte  Functionen,  weil  ic, ,  j/j,  Zj 
gegebene  lineare  Functionen  der  x,  y,  z  sind. 

Aus  den  verschiedenen  Gleichungen  für  den  Punut  a:^  \  y^  z^ 
an  dem  Trieder  x^  y^  z^  findet  man  ■  die  vorstehenden  Gestalten 
der  5  realen  Flächen  2ter  Ordnung,  indem  man  die  Linien 
zeichnet,  in  welchen  die  Flachen  von  Ebenen  geschnitten  wer- 
den, die  mit  den  coordinirten  Ebenen  parallel  sind. 

Wenn  an  dem  Trieder  x^t  der  Punct  a^J^il^,  der  Glei- 
chung V  ^  Ü  genügt ,  und  wenn  die  Function  v  der  a;, ,  j/j  ,  a, 
durch  eine  lineare  Substitution  in  die  Function  «  der  x,  y,  z 
übergeht,  so  sind  m  =  0  und  y  ^^  0  affine  Flächen  der  ent- 
sprechenden Punete  x\y\z  und  x^\y^\z^  (§.52,8).  Äffin  sind 
demnach  je  zwei  EUipsoide,  je  zwei  elliptische  Hyperboloide, 
u.  s.  w.    MöBius  Baryc.  Caleu!  §.  172  ff. 


§.  58.   Polaren  und  Pole. 

1,  Wie  §.  57,  1  ^^\  u  ^  px  ->r  qy  -\-  T z  -\-  st.  Wenn  in 
den  Puncten  P{x^  yr^il'i),  f^{^i\yi\H\h)  <^'*'  ^'^'™  P  ^'^ 
Werthe  p^,  p^  hat,  u.  s.  w. ,  so  hat  in  dem  der  Geraden  FQ 
angehdrenden  Punct 


die  Form  p    den  Werth  p^  4-  &p^,  u.  s.  w.     Also   hat   daselbst 
die  Form  u  den  Werth 

Um  die  Puncto  R  zu  finden,   welche  die  Gerade  PQ>  mit 
der  Fläche  k  =  0  gemein  hat,  setzt  man 

!(,  +  2«f  +  %f^  =  0 

zur  Bestimmung  von  *  durch  P  und  Q,,    Wie  §.  3i. 
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3.  Wenn  beide  £  null  sind,  so  fallen  die  beiden  Punele  R 
auf  P.  Die  Gerade  PO,  berührt  die  Flijche  in  P  unter  den 
Bedinf!ungen  m,  ^  0,  i-  =^  0,  d.  h.  wenn  Ü  auf  der  durch  P 
bestimmten  Ebene  w  =  0  liegt. 

Wenn  beide  £  unendlich  sind,  so  fallen  die  beiden  Punele 
R  auf  Q.  Die  Gerade  PQ.  berührt  die  Flache  in  d  unter  den 
Bedingungen  «^  =  0,.  u  =  0,  d.  h.  wenn  G  auf  der  Ebene 
1-  =  0  liegt.  Die  Planlinie  («^  =  0,  «  =  0)  enthült  die  Gon- 
tacle  der  Geraden,  welche  den  Punct  P  enlhalien  und  die 
Fläche  berühren:  sie  ist  der  scheinbare  Contour  der  aus  P 
gesehenen  Fläche  (|.  55,  9). 

Wenn  beide  t  gleich  sind,  so  sind  die  beiden  Punele  B 
vereint.  Die  Gerade  PQ  berührt  die  Flache  in  R  unter  der 
Bedingung  u,«^  — «2=0,  wobei  ti,-t-i'fi  =  0.  Für  einen 
Punct  G  des  Kegels,  dessen  Gerade  den  Punct  P  enthalten  und 
die  Fläche  berühren,  hat  man  u^u.^  —  p^  —  q.  Dass  «i'ij—  u'^ 
eine  quadratische  Form  der  x^,  y.^,  z^,  t^  ist,  deren  Determi- 
nante null  ist,  sowie  bei  (,  =  (^  ==  1  eine  quadratische  Form 
der  x^  —  x^,  y-^—y^,  ^-2  — 'n  ^^'•''d  wie  §.  34,  2  und  3  be- 
wiesen. 

Wenn  beide  e  contrür- gleich  sind  [v  =  0).  so  sind  die 
beiden  Punele  B  mit  den  Puncten  P,  G  in  Harmonie.  Daher 
sind  unter  der  Bedingung  u  =  0  die  Punele  P,  Q,  harmo- 
nisch mit  der  Flache  m  ^  0  d.  h.  mit  den  auf  der  Geraden 
PQ  liegenden  Puncten  der  Fläche.  Ebenso  sind  der  Punct  P 
und  die  Ebene  u  =  0  harmonisch  mil  der  Fläche,  d.  h. 
jede  Gerade  des  P  enthüll  einen  Punct  Q  der  Ebene  und  zwei 
Punele  R\  ß"  der  Flüche  der  Art,  dass  die  Paare  PQ,  R'r" 
in  Harmonie  sind. 

3.  Dieselben  Bemerkungen  gelten,  wenn  P,  Q,  R  nicht 
Punele  sondern  Ebenen  bedeuten,  wenn  also  «  =;  0  nicht  die 
Doppelserie  Punele  einer  Fläche  gier  Ordnung  ist,  sondern  die 
Doppeiserie  Ebenen,  welche  eine  Fläche  2ter  Classc  berühren. 
Die  Ebenen  P,  Q  sind  harmonisch  mit  der  Doppelserie  Ebenen, 
wenn  sie  harmonisch  sind  mil  den  beiden  Ebenen  der  Doppel- 
serie, welche  die  Gerade  PQ  enlhalien.     Bei  der  einen  Voraus- 
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Setzung  heisst  die  Ebene  u  =  0  die  Polare  des  Punctes  P, 
bei  der  andern  Voraussetzung  heisst  der  Punct  ii  ^  0  der 
Pol  der  Ebene  F.  Ein  Punut  und  seine  Polare,  eine  Ebene 
und  ihr  Pol  sind  in  Harmonie  mit  der  üoppelserie  Punete  oder 
Ebenen  m  ^  0. 

Wenn  der  Punot  Q  auf  der  Polare  des  Punctes  P  liegt, 
d.  h.  j',3^2  +  9iJ'2  +  '"i^2  +  ''i'2  =  0,  SO  ist  p^w^  -^q.^y^  +r^z^ 
+  Sji,  =  0,  d.  h.  P  liegt  nuf  der  Polare  des  Punctes  Q.  Von 
dem  mit  der  Flache  u  =  0  harmonischen  l'oor  PQ  Hegt  ein 
Punct  auf  der  Polare  des  andern.  Die  Polaren  der  l'uncle 
einer  Ebene  enthalten  den  Punct,  dessen  Polare  die  Ebene  ist. 
Die  Polaren  Am-  Puncto  einer  Geraden  haben  eine  Gerade 
gemein. 

4.  Wenn  der  Punct  P  auf  seiner  Polare  liegt,  d.  h.  p,  a;, 
-I-  9, !/,  +  j-,  £,  +  S|  i|  =  0 ,  so  ist  a,  =  0 ,  d.  h.  P  liegt  auf 
der  Fläche,  welche  daselbst  von  der  Polare  berührt  wird  (3), 
Die  Tangenlenebenen  der  Flöche,  welche  eine  Gerade  enthalten, 
sind  die  Polaren  der  BerUbrungspuncte ,  weiche  auf  einer  Ge- 
raden liegen:  die  Flüche  2ter  Ordnung  hat  2  Tangentenebenen 
einer  Geraden,  und  ist  2ter  Classe. 

I.  Die  Fläche  u  =  0  wird  in  dem  Punct  a-,  Ij/Js,  j/,  von 
der  Ebene  A\B\C  D  berührt,  wenn  Ax^  -t-  Zfy,  +  C:,  +  Df, 
=  0  und 

A  :  B  :  C  :   D  ^  Pi  :  qy  :  Ti  :  s, 
Daher  hat  man  wie  §.  3i,  H 

Ü  =  Ax,  +  Byi  +  t'a,  +  Dt, 
lÄ  =  axi  +  hyi  +  g^t  +  ^'i 
XB  =  hxy  +  by,  +■  /"s,  +  ml^ 
W  =  gx,  +  fy,  +  M,  +  nl, 
>.D  =  Ux     +  »>!/,   +  "2i  +  rf'i 


'  B     h       h      f 

\C     g       f       c 

'Dl       m     n 
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lUr  die  Tangeulcnebene  der  Fläohe  !(  =  0,  luilliiii  fUv  die 
Fläche  2(ei'  Classe,  deren  Enveloppe  die  Flache  w  =  0  ist. 
Die  quadratische  Form  der  A,  B,  C,  D  isl  die  Adjuncte  dei- 
Form  u  der  x,  y,  z,  t.  Wenn  det«  =  0,  so  ist  m  =  0  ein 
Kegel,  und  die  Adjuncte  ein  Quadrat  (g.  33,  3),  d.  h-  die  Tan- 
gentenebenen eines  Kegels  enthalten  einen  bestimmten  Piinct, 
das  Cenlrum  des  Kegels. 

II.  Wenn  V  =  aÄ'-  +  6ZJ^+,,  =  pA  +  qB+rC  +  sD 
eine  quadratische  Form  der  Ebene  A\B  C\D ,  so  sind  mit 
f/  ==  0  harmonisch  die  Ebenen  A^\B^  (7,|D,  und  A^\B^\C^  D.^ 
unter  der  Bedingung  p^A^-i-  q^B^-\-  r^C^-\-  s^D^  ^0:  die 
Ebene  A^  B,  C,  D,  hat  den  Pol  p,\q,'r^s^,  d.  h.  für  eine  Ebene 
A^' B^IC^ID^  dieses  Punctes  istp,.il2+  ■■  '^  ^• 

Daher  ist  der  Punct  ajj/  z^t  ein  Puncl  der  Enveloppe  von 
(7^0,  wenn  er  auf  der  Ebene  liegt,  deren  Pol  er  isl.  Man 
hat  also 


für  einen  Pnnct  der  von  der  Doppelserie  Ebenen  ü  ^  0  be- 
rührten Flache  2ter  Ordnung.  Die  gefundene  quadratische 
Form  der  x,  y,  z,  t  isl  die  Adjuncte  der  Form  U  der  A,  B, 
C,  D.  Wenn  delt/  =  0,  so  ist  f/  =  0  eine  singulare  Doppel- 
serie Ebenen  2ter  Classe,  die  Adjuncte  ein  Quadrat,  d.  h.  die 
Puncte  der  Enveloppe  liegen  auf  einer  beslimmlen  Ebene,  die 
Enveloppe  der  singuUiren  Doppelserie  Ebenen  ist  eine  plane 
Flitche  2ler  Ordnung.  Vergl.  §.  24,  8.  Diese  Enveloppe  isl 
die  von  Hesse  Raumgeom.  Vorl.  15  belrachtele  »GreuKllüche  21er 
Ordnung". 

5.  1.  Die  Gerade  (Ax  +  . .  =  ö,  A'-j!  +  . .  =  0)  und  die 
sie  enlhallende  Ebene  Ax  -h  .  .  +  ii{A'x  -t-  .  .)   =0  berühren 
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die  Flache  u  ^  0,  wenn  der  Berühr ungsp und  iC||y, |3,|(,  der 
Geraden  die  Polare  Ax  +  . .  +  fi{A'x-i- . .)  =  0  hat.    Dann  ist 


Ax,  +  By,  +  Ci: 

+  !)(,-=  0,     Ä'x 

+  B 

H,  +  C%  +  D' 

X{A  +  ^lA')  =  p„   k{B  +  !iB-)  = 

gi ,  .  . ,  folglich 

It      1}      A     B     C 

D 

0      0      A'    B'     C 

D' 

A    A'    a     h      g 
B    B'    h      b      f 

l 

=  0 

0     C    ff      f      c 

n 

D    D'    i      m     n 

d 

n.    Die  Eben 

e  Äx  +  ..  +  fi{A 

X  + 

.  .  ]  =  0   der 

l^a;  -t-  . .  =0,  A'^  +  . .  =  0)   ist  eine  Tangentenebene  der 
w  =.  0  unter  der  Bedingung  (i.  I) 


^  0.    Vergl.  §.  34,  16.    Dabei  ist 


\  D    B'    l       m     n 

Bei  einer  ordinären  Fläche  u  =  0  sind  die  beiden  Tangenten- 
ebenen  der  Geraden  vereint,  wenn  die  Gerade  eine  Tangente 
der  Fläche  ist.  Bei  einem  Kegel  w  =  0  enthält  jede  Gerade, 
auf  welcher  das  Contrum  des  Kegeb  nicht  liegt,  zwei  vereinte 
Ebenen,  auf  welchen  das  Gentrum  liegt,  uneigentliche  Tangen- 
lenebenen  des  Kegels. 


6.     Bei  der  Fläche  2ler  Ordnung 
ist  die  Polare  p\q\r^s  des  Puneles  xiy 


)dcr  2ter  Ciasse   u  ^  0 
z\t  oder  der  Pol  p\q,T^s 
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der  Ebene  x\y''z\l  unbestimmt,  wenn  daselbst  p,  9,  r,  s  null 
sind.  Ein  solcher  Punet  oder  eine  solche  Ebene  existirt,  wenn 
delM  =  0,  d,  h.  wenn  p,  q,  r,  s  nicht  unabhängig  von  einander 
sind,  wenn  w  =  0  ein  Kegel  2ter  Ordnung  oder  eine  Plan- 
fluche  2ler  Classe  (4).  Bei  einem  Kegel  2ter  Ordnung  hat  das 
Gentrum  desselben  (§.  57,  2)  keine  Polare;  bei  einer  singulären 
Fläche  2ter  Classe  hat  die  Ebene  der  Enveloppe  keinen  Pol. 

Wenn  aber  det«  nicht  null,  mithin  k  =  0  eine  ordinäre 
Fläche  2ter  Ordnung  oder  9ter  Classe  ist,  so  hat  ohne  Aus- 
nahme jeder  Punct  seine  Polare,  jede  Ebene  ihren  Pol.  Eine 
Mehrheit  von  Puncten  und  die  Polaren  dieser  Puncte  sind  reci- 
proke  Figuren,  weil  p,  q,  r,  s,  deren  Determinante  nicht  null 
ist,  von  einander  unabhängige  lineare  Formen  der  x,  y,  z,  t 
sind.    U.  s.  w.  §.  52,  11. 

7.  Auf  der  Polare  eines  beliebigen  Punctes  A  werde  der 
Punct  B  gewählt;  auf  der  Geraden,  welche  die  Polaren  der  A 
und  B  gemein  haben,  werde  der  Puucl  C  gewählt;  auf  der- 
selben Geraden  werde  der  Punct  D  so  bestimmt,  dass  das 
Paar  CD  harmonisch  ist  mit  w  =  0.  Dann  sind  harmonisch 
mit  der  Fläche  A  und  B,  A  und  C,  A  und  D,  weil  B,  C-,  D 
auf  der  Polare  des  A  liegen;  ferner  B  und  C,  B  und  D,  weil 
G  und  D  auf  der  Polare  des  B  liegen;  endlich  0  und  D  nach 
der  Voraussetzung,  Also  ist  ABCD  ein  mit  der  Fläche  har- 
monisches Quadrupel,  ein  iiSystem  von  i  harmonischen 
Polen  oder  Polaren«,  ein  »Pol-Tetraeder«,  d.  h.  von  den  4 
Puncien  sind  je  2  harmonisch  mit  der  Flüche,  die  Ebene  von 
je  3  derselben  ist  die  Polare  des  ilen,  eine  Ebene  ist  die 
Polare  des  Puncles  der  3  andern  Ebenen,  u.  s.  w.  Dabei  ist 
der  Puncl  A  3fach,  B  2fach,  C  Ifach  unbestimmt,  also  das 
harmonische  Quadrupel  6fach  unbestimmt.  In  der  That  hat 
man  für  die  12  freien  Coordinalen  der  i  Puncte  nur  6  Glei- 
chungen, welche  die  Paare  AB,  AC,  AD,  BC,  BD,  CD  ver- 
binden.   Vergl.  §,  3V,  4,  insbesondere  Hesse  a,  a.  0. 

8.  Unter  der  Voraussetzung 

x^  =  A.x  +  B^y  +  CfZ  +  D-t 
y.   =   Afx'+  B^/+  C.z'+  Dft' 
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fällt  bei  ä',-=  0  der  Punct  x'\y'\z\l'  auf  die  Ebene  Ä^  Wj-i^l^A" 
d.i.  a-f  ^  0,  Die  Puncle  ic|i/|£J(  und  x'.y'^z'.i''U.Bbeti  an 
dem  Tetraeder  a:,  =  0 ,  a^j  =  0 ,  a^^  =  0 ,  ar^  =  0  die  Coor- 
dinaten  x^,  x^,  x^,  a;^  und  y„  y^,  y^,  ?/.,j  "^^^  werden  durch 
X  und  y  bezeichnet. 

Wenn  nun  u  =  ß,  a:,  ^  +  ß^  a^^  ^  +  %  a;^  ^  +  «^  a;^  '^,  so  sind 
die  beiden  Puncte  x,  y  harmonisch  mit  der  Fliiohe  m  =  0  unter 
der  Bedingung 

«13^1^1  +  «^a^a!'!  +  «si^s^  +  ß4a'43/4   =   0 

wodurch  der  Punct  y  auf  die  Polare  des  x  beschränkt  wird. 
Daher  hat  der  Punct  (a;,  =  0,  a^  =  0,  a^g  =  0)  die  Polare 
y^  =  0  d.  i.  x^  =  I),  u.  s.  w.  Also  bilden  die  Ebenen  x^  ^  0, 
x^  =  0,  3:3  =  0,  a^^  =^  0  ein  mit  der  Fläche  2ter  Ordnung 

harmonisches  Tetraeder,  Vergl.  g,  34,  18.  Plücküh  1830  Grelle 
J.  5  p.  19.  Salmon  Geom,  of  3  dim.  1i6.  Die  Fläche  wird  von 
dem  Kegel  ö,«:,^  +  a^a^j^  +  oi^a^g*  =  0  berührt  längs  der 
Linie,  weiche  die  Fläche  mit  der  Ebene  a:^  =  0  gemein  hat, 
d.  i.  auf  dem  scheinbaren  Contour  der  aus  dem  Pol  der  F.hene 
0^4  =  0  gesehenen  Fläche. 

9.  Wenn  auch  u  =  a^x.^"^  +  a^^Xf^'^  -\-  u-x-^"^  -\-  a^x^'^,  so 
bilden  auch  die  Ebenen  a:^  =  0 ,  a^^  ^  0 ,  a^,  =  0 ,  ar^,  =^  0 
ein  mit  derselben  Fläche  m^O  harmonisches  Tetraeder.  Zwei 
mit  einer  Fläche  2ter  Ordnung  harmonische  Tetra- 
eder sind  8  Ebenen  der  Art,  dass  eine  von  7  derselben 
berührte  Fläche  2 ter  Ordnung  auch  von  der  8len  Ebene 
berührt  wird.  Hesse  -1840  Grelle  .(.  20  p.  296.  Raumgeom. 
16  und  17.     Denn  mau  hat 


bei  allen  x,  y,  z,  (;  folglich  (§.  3(i,  9) 
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a^A,^     +  ..  — «sA^     —  .  .  =  0 

ß,Aä     +  ..  -a^D,^     -,.   =   0 
(.,£,0',  +  ..  —  a^ßsCs  — ..   =   0 

a,A,Di+  ..  —a,^A.^D._  —  .,   ^   D 

4  Geichungen  für  die  Qui.drate  der  A,  B,  C,  D,  und  6  für  die 
Pro  du  et  e  ihrer  Paaru. 

Aus  diesem  System  folf^t,  dass  die  Determinante  der  8 
Zeilen  (Colonnenj 

1^5   B2   C2   ßä    BG    CA    AB    AD  +  XBD  +  /iCD, 
=   F  +  XG  +  ßH 

null  ist  hei  allen  k,  /i.  Also  wird  eine  von  7  unter  den  8 
Ehenen  a^^  =  0  berührte  Fläche  2ter  Ordnung  auch  von  der 
8len  Ebene  berührt.  Die  8  Ebenen  a;,-  =  0  sind  die  ge- 
meinschaftlichen Tangentenebenen  aller  Flächen  2tor  Ordnung 
F^  XG  -t-  fill  =  0,  also  die  Ebenen  [f  =  0,  0  =  0, 
7/  =  0) . 

Umgekehrt  schliesst  man:  Wenn  die  Determinante  8ten 
Grades  null  ist  bei  allen  k,  /i,  so  hat  man  8  Coefßcienten  a 
(Adjunclen  einer  Colonne)  von  bestimmter  Proportion,  der  Art 
dass  a^x^^+  ..  null  ist  bei  allen  x,  i/,  z,  t,  u.  s.  w.  Drei 
Flachen  2ter  Ordnung,  welche  nicht  eine'  Serie  gemeinschaft- 
licher Tangentenebenen  haben,  haben  8  gemeinschaftliche  Tan- 
gentenebenen: beliebige  4  derselben  und  die  übrigen  4  bilden 
zwei  Tetraeder,  welche  beide  harmonisch  sind  mit  einer  ein- 
deutig bestimmten  Flüche  2ter  Ordnung. 

10.     Ebenso,  wenn  a;,  i/  (8)  Ebenen  bedeuten: 
Die  Puncle  a;,  =  0,  a;^  =  0,  x^  =  0,  a;.,  =  0  bilden  ein  mit 
der   Fläche   2ter    Ordnung    [Doppeiserie   Ebenen]     a^x,'^  -h  .  . 
+  a^a:^'^  =  0  harmonisches  Telragon. 

Zwei  mit  einer  Flüche  2ter  Ordnung  harmonische  Tetra- 
gone  sind  8  Puncte  der  Art,  dass  eine  7  dieser  Puncle  ent- 
hallende  Fläche    ater   Ordnung  auch    den   8ten  Punct  enthalt. 
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Die  8  Punete  sind  die  genieinschaftlichen  Puncte  von  3  Flächen 
2ter  Ordnung,  welche  eine  Linie  nicht  gemein  haben. 

Wenn  voii  den  mil  einer  Flache  2ter  Ordnung  harmoni- 
schen Tetragonen  ABCD  und  EFGH  der  Puncl  E  auf  A 
fälll,  so  enthält  eine  Fläche  2ter  Ordnung  der  Puncto  A,  B,  C, 
D,  F,  G  den  Punet  H:  der  Kegel  2ter  Ordnung  der  Geraden 
AB,  AC,  AD,  ÄF,  AO  enthält  die  Gerade  AH.  In  der  That 
liegen  BGD  und  FGH  auf  der  Polare  des  A,  und  sind  har- 
monische Dreiecke  auch  mit  der  Linie  2ter  Ordnung,  welche 
die  gegebene  Fläche  2ter  Ordnung  mit  der  Polare  des  A  ge- 
mein hat.    §.  36,  10. 

Drei  Flächen  2ler  Ordnung,  welche  eine  Linie  nicht  ge- 
mein haben,  haben  8  Puncte  gemein:  beliebige  4  derselben 
und  die  übrigen  4  bilden  2  Telragone,  welche  beide  harmo- 
nisch sind  mit  einer  eindeutig  bestimmten  Fläche  21er  Ordnung. 
Hesse  a.  ii.  O. 

11.     Unter  der  Voraussetzung 

u'  =  p'x  +  q'y  +  t'z  -f-  s't 
p'  =  a'x  +  h'y  +  g'a  +  l't 

u.  s.  w.    ist    M  -I-  lu   =  0    eine    die    Linie    2 .  2ter   Ordnung 

[u  =  0,  u'  =  0)  enthaltende  Fläche  äter  Ordnung,  abhüngig 
von  dem  Parameter  l.  Diese  Fläche  ist  elliptisch,  hyperbohsch, 
ein  Kegel  je  nach  dem  Werth  von  det[«-i- /.«'),  einer  Function 
4ten  Grades  von  l  unter  der  Voraussetzung,  dass  detu'  nicht 
null.  Vergl.  |.  37,  6  ff.  Die  Gleichung  del{«-t-^"')  =  0  für 
l  hat  die  Wurzeln  ^| ,  ij,  . . ,  so  dass  u  +  ).^  u'  =0,  u  +  A.^m' 
=  0,  ,.  singulare  oder  reducible  Flächen  2ter  Ordnung  sind: 
es  giebt  4  Kegel  2ter  Ordnung,  welche  die  Linie  2.2ler 
Ordnung  enthalten.    LamE  Examen  p.  72. 

Wenn  den  verschiedenen  Wurzeln  /., ,  )..^  die  Ceiitren 
■*!  J/il^i  'i5  •^2^21^2''^  ^""  Kegeln  entsprechen,  so  hnl  man 
(§■  57,  S) 

Pl    +   ilP'i     =     l>  Pi    +   '-^P'-I     =     " 


I  =   Ü 


S2    +    ' 
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also  durch  Coiiiposilion 

p,Xi  +  qit/2  +  ..  +  >.,(p\ie2  +  q\vi  +  .. 

)  =  0 

P,^,  -^im  +■■  +  h{p'i^i  +  q'2Vi  +■■ 

)  =  0 

Nun   isl   Pi^a  +  ..  =  p^a;,  -t-  . .,    p^j  +  ■  ■ 

=  p' 

,  nicht  null,  so  ist 


i-Xp  t)x2  H 


d.  h.  die  beiden  Geniren  sind  in  Harmonie  mil  allen 
Flachen  u  +  Xu'  =  0.  Also  bilden  die  4  Cenlren  ein  har- 
monisches Tctragon  mil  allen  Flachen  der  Serie  u  +  ^w' =  0. 
Hesse  Raumgeom.  16. 

Ebenso,  wenn  die  Coordinaten  Ebenen  statt  Punete  be- 
deuten, wobei  die  Ebenen  von  planen  Flachen  2ter  Ordnung 
an  die  Stelle  der  Centren  von  Kegeln  2ter  Ordnung  treten. 

13.  Wenn  del[»  +  kti')  nieht  bei  allen  X  null  isl,  und 
wenn  die  Gleichung  del[u  +  Xu)  =  0  für  X  eine  complexe 
Wurzel    hat,    so    ergiebt    sich,    dass    die    quadratische   Form 

w  +  Au'  bei  allen  X  indefinit  oder  singular  ist.  Daher  hat  die 
Gleichung  det[ii  +  Xu']  keine  complexc  Wurzel,  wenn  eine 
der  ordinären  Formen  u  ■+■  Xu'  k.  B.  u'  definit  ist.  Weierstr^ss 
und  Kronecker.    Vergl.  Delerm.  §.  13,  14f.  §.  14,  13. 

Unter  Voraussetzung  einer  positiven  Form  it'  isl  X^  real, 
u  ■+■  Aju'  eine  Form  der  a;, ,  x^,  x^,  linearer  Formen  der  a:,  t/, 
z,  t,  also  u'  eine  Form  der  ar,,  aiji  ^3  ^'^^  einer  ilen  Vari- 
ablen. Weil  u'  eine  positive  Form  ist,  so  bleibt  von  ihr  nach 
Ablösung  des  Quadrats  einer  linearen  Form  ?/,  der  4  Variablen 
eine  positive  quadratische  Form  v'  der  x^,  x.^,  cc^  übrig.  Also 
hat  man 

u  +  ).ii'=  {X  —  ).,]u'+  u  +  i,»' 

-  {l-h){y,^  +  v-)  +  u  +  l,n' 

=    {}.  -  i.i)yy^  i-  V  +  W 

wo   II   ebenfalls    eine    quadratische   Form    der  a-,,  x^,  a:^  ist. 
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Wenn  v  +  Iv'  singulijr  ist,  so  ist  auch  u  +  ^u'  singuliir,  d.  h. 
die  Wuseln  der  Gleichung  det(w -j- ii^')  =  0  sind  Wurzeln 
der  Gleichung  äei[u  +  Xu']  =  0.  Daher  findet  man  in  gleicher 
Weise,  auch  bei  X^  =  i*., , 


und  endlich 

»' 

,v  +  lw'^  {X-}.,]iM^  +  {}.-l, 

,)!/>' 

folglich  überhaupt 

„  +  A»'=  {X-l,)i,r-  + ■.  +  {>— 

-kW 

wo  !/|,  y.2!  ■■    ''u*"»''"  Formen  der  x,  y,  s, 
gleichgüllig    ist ,    ob    die  Wurzeln    X,,  A^  ,  .  . 

t  sind, 

illlc    V 

wahrend  es 
on  einander 

verschieden  sind  oder  nicht. 

Wenn  unter  den  ordinären  Formen  w  +  iu'  keine  deliuit 
ist,  und  wenn  die  Wurzeln  der  Gleichung  del(u  +  Au')  =  0 
real  und  von  einander  verschieden  sind,  so  kann  u  +  Xu'  auf 
dieselbe  Art  Iransformirt  werden,  wie  a.  a.  0.  gezeigt  ist. 

Diese  Transformation  der  (juadr alisehen  Form  m  +  Xu'  giebt 
unmittelbar  zu  erkennen,  dass  die  Ebenen  J'i  ^  0,  . . ,  y,  ^  0 
ein  mit  den  Flachen  „  +  Xn'  =  0  harmonisches  Tetraeder 
iMlden, 

§.  59.    Centruni,  Diameter,  Axeii. 

1.  Der  Punct  C,  weither  in  Bezug  auf  die  Flache  2ter 
Ordnung  «  =  0  die  unendlichferne  Ebene  zur  Polare  hat,  ist 
das  Centrum  der  Flüche.  Denn  eine  beliebige  Gerade  des 
C  hat  mit  der  Fläche  die  Puncte  B',  R"  und  mit  der  unend- 
lichferneu  Ebene  den  Punct  a  gemein,  so  dass  R' ,  R"  mit 
C,  Q,  in  Harmonie  sind.  Nun  ist  Q  unendlichfern,  folglich, ist 
C  die  Mitte  der  Chorde  R'R",  eine  Gerade  des  C  ist  ein  Dia- 
meter der  Fläche. 

Die  Polare  des  Puucles  x^  'jA^^'M  ist  (g-  öS,  3)  die  Ebene 
Pi'jjlf,  iS|,  und  Kwar  unendlichfern,  wenn  ;f,,9,  .»'i  null  sind 
und  s,  nicht  null.  Das  System  p,  =  0,  (?,  =  0.  t-,  =  0  giebt 
(§■  57,  2)  ,       ,       , 
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In  dem  Puiicl  i'|ra'|«'|d'  ist 

nicht  null,  wenn  ?j  =  0  eine  ordinäre  Flache  2ler 
Also  hat  die  ordinäre  Fläche  u  ^  0  das  Cenlrum 
endlichfern,  wenn  d'  nicht  null. 

3.    Durch  die  Suhstilutiou 


u  ^  pa:  +  qy  +  rs  +  s 
=  oa;'*  +  fij-'ä  +  cz'i  +  2fy'i'+  2gxV+  Ihx'y' 
+  äji,T'+  22,y'+  2r^^'+  p^x^  +  q^y,  +  r,^,  +  s, 

Wenn  man  zum  Nullpuncl  der  mit  x,  y,  z  parallelen  Coordinalen 
a,'',  y',  z'  eines  Punctes  der  Fläche  u  =  0  das  Genirum  der 
Flache  wühlt,  so  hal  man,  weil  daselbst  pi,  g^,  r^  null  sind, 

ax'^  +  6j/'2  +  cz'^  +  2fy'z'+  2gx'z'+  2hx'y'+  -^T  —  0 

Die  un  endlich  fernen  Puncte  der  Flache  liegen  auf  dem  Kegel 

ax'-^  ■»-..  +  2hx'y'  =  0 

welcher  mit  der  Fläche  concentriseh  und  der  Asymptoten- 
ke  gel  der  Flache  ist.  Eine  Gerade  dieses  Kegels  enihält  3  ver- 
einte unendlichferne  Punete  der  Flache,  und  berührt  daselbst 
die  Flache.  Eine  das  Centrum  enthaltende  Ebene  hat  mil  der 
Flache  eine  Linie  2ter  Ordnung  gemein,  und  mit  dem  Kegel 
2  Gerade,  die  Asymptoten  der  Linie  2ler  Ordnung. 

3.  Das  Cenlrum  der  Flache  ist  unendliehfern  in  derKich- 
tnng  l"  m",n\  wenn  d'  ■=  0.  In  folge  dieser  Bedingung  ist 
der  Kegel 

ax'i  +  hy"^  +  cz"-  +  Ifyz  +  Igxz  +  Ihxy  =   0 

welcher  die  unendlichfernen  Puncte  der  Fläche  ?(  ^=  0  ent- 
halt,   reducibel.     Daher  ist  die  Fläche    «  =  0    ein  Paraboloid 
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(§.  57,  6).  Das  unendlich  ferne  Centrum  lies^l  an(  seiner  Polare, 
der  unendlichfernen  Ebene;  also  ist  die  unendlieliferne  Ebene 
eine  Tangentenebene  der  Fläche  (§.  58,  4)  Ein  Pdr.iboloid  hat 
ein  unendlichfernes  Centrum,  und  wird  daselbil  ^on  der  un- 
endlichfernen Ebene  berührt. 

4.  Die  Polare  eines  Poncles  P  der  unendlichfernen  Ebene 
ist  eine  das  Centrum  enthaltende  Diameterebene,  Eine  beliebige 
Gerade  des  P  hat  mit  der  Fläche  die  Puncte  E',  R",  und  mit 
der  Diameterebene  den  Punct  Q,  gemein,  so  dass  R'e"  und 
PQ,  harmonisch  sind.  Nun  ist  P  an  endlichfern,  also  ist  G  die 
Mitte  der  Chorde  R'R".  Die  Mitten  paralleler  Chorden  der  Fläche 
äter  Ordnung  liegen  auf  einer  Diameierebene,  der  Polare  des 
unendlichfernen  Puncles,  welchen  die  parallelen  Chorden  ge- 
mein haben. 

Der  unendlicbferne  Punct  P{a\ß\y\(i)  hat  die  Polare 

{aa  +  hß^gy)x  +  {ha  +  iß  +  fy)y  +  [ga  +  ..)s:  +  {la  +  ..)t   =  0 
d.  i.    i)H  +  g|3  +  ry  =  0 

welche  das  Centrum  (;?  ==  0,  5  =  0,  r  =  0)  enihäll.  Dem 
Diameter  CP  der  Richtung  a\ß.j  ist  eine  Diameter- 
ebene S  der  Stellung 

aa+hß  +  gy\ha  +  hß  +  cf  ga  +  fß  +  ey 
conjugirt,  der  Art  dass  die  mit  dem  üiameter  CP  parallelen 
Chorden  der  Fläche  von  der  Diameterebene  d  halbirt  werden. 

Der  unendlicbferne  Punct  P  und  seine  Polare  ^  sind  aber 
harmonisch  nicht  nur  mit  der  Fläche  u  =  0,  sondern  auch  mit 
dem  Asymplotenkegel  derselben  (2).  Eine  Parallele  des  Dia- 
meters CP  hat  daher  mit  dem  Äsymptotenkegel  die  Puncte 
S',  S",  und  mit  der  Diameterebene  3  den  Punct  a  gemein,  so 
dass  die  Puncle  S',  S"  mit  P,  Q,  die  Geraden  CS',  CS"  mit 
CF,  CQ  harmonisch  sind.  Also  sind  der  Diameter  CP  und 
die  conjugirte  Diameterebene  cf  harmonisch  mit  dem  Äsym- 
ptotenkegel der  Flüche,  der  Art  dass  CP  und  eine  Gerade 
CQ,  der  Diameterebene  harmonisch  sind  mit  den  auf  der  Ebene 
PCQ  liegenden  Geraden  CS',  CS"  des  Asymptoten  kegeis.  Vergl. 
§.  34,  10. 
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5.  Drei  Diametcr  einer  Flächi;  2ier  Ordnung  heissen 
conj  ugirl,  wenn  jeder  der  Ebene  der  beiden  andern  conjugirt 
ist,  wenn  demnach  ihre  iinendlichfernen  Punete  und  dys  Gen- 
irum, ihre  Ebenen  und  die  unendliehferne  Ebene  ein  mit  der 
Fläche  harmonisches  Quadrupel  bilden.  Wenn  der  erste  Dia- 
meler  den  unendlichfernen  Punet  P  hat,  so  liegt  der  zweite 
Diameter,  welcher  den  unendlichfernen  Punet  Q  hat,  auf  der 
Polare  des  P,  und  der  unendlichferne  Punet  des  dritten  Dia- 
meters ist  der  Pol  der  Ebene  PCQ..  Also  ist  das  Tripel  con- 
jugirter  Diameter  3fach  unbestimmt. 

Die  Richtungen  ß^.j^aJ  ^^^  "s^f^sM  ^'^^  zweiten  und  des 
dritten  Diameiers  sind  enthalten  in  der  Siellung,  welche  der 
Richtung  rr^^ß^  \  des  ersten  Diameters  conjugirt  ist,  ii.  s.  w. 
Also  hat  man 

(aai  +  Ä^i  +  3)B2  +  [hrr.^  +  bßi  +  f)f!.i  +  ga^  +  f A  +  c  =   Ü 

(oa2  +  ftft  +  S')o3  +  {h'Xi  +  bß.,  +  f)ß;  +  na-,  ^fß^  +  c^Ü 
3  lineare  Gleichungen  für  die  6  Grössen  «,  ß. 

6.  Zwei  Tripel  eenjugirler  Diameler  ÜL,  CM,  CN  und 
CL',  cm',  CN'  liegen  auf  einem  Kegel  2ter  Ordnung,  ihre 
Ebenen  berühren  einen  Kegel  2ler  Ordnung  (§.  58,  10).  Dieser 
besondre  Fall  des  allgemeinen  von  Hesse  1840  gegebenen  Salzes 
ist  von  Göpel  1844  Grunert  Archiv  4  p.  205  aufgeslelU  und 
direct  bewiesen  worden.  Ein  Kegel  2ler  Ordnung,  welcher 
die  eonjugirlen  Diameler  CL,  CM,  CN  einer  gegebenen  Flache 
2ler  Ordnung  und  den  Diameter  CL'  derselben  enthalt,  hat 
mit  der  dem  Diameler  CL'  eonjugirfen  Diameierebene  die  Ge- 
raden CM',  CN'  gemein,  der  Art  dass  CL',  CM',  CN'  conju- 
girte  Diameter  der  Fläche  Ster  Ordnung  sind. 

Bei  einer  Kugel  ist  jedem  Diameter  die  normale  Diameter- 
ebene conjugirt,  je  3  conjugirte  Diameter  sind  normal  zu  ein- 
ander. Daher  liegen  3  zu  einander  nonnale  Gerade  CL,  CM, 
CN  und  3  zu  einander  normale  Gerade  CL',  CM',  CN'  auf 
einem  Kegel  2ter  Ordnung,  die  beiden  Trieder  berühren  einen 
Kegel    Ster   Ordnung.    Steiner  Syst.  Entw.  60,  59.     Ein   Kegel 
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21er  Ordnung,  welcher  die  3  zu  eituiuder  noruiiilen  Geraden 
CL,  CM,  CN  und  die  Gerade  C//  enlhält,  hat  uiil  der  normal 
zu  CL'  geslelllen  Ebene  die  Geraden  CM',  CN'  j^emein,  der 
Art  dass  CL',  GM',  CA'' normal  zu  einander  sind.  Der  Kegel 
ist  ein  gleichseitiger  (§.  53,  8), 

7.  Ein  Diameler  a\[l]y,  welcher  normal  sieht  zu  der  con- 
jugirten  Diamelcrobene,  ist  eine  Axe  der  Flache  2ter  Ord- 
nung, seine  Endpuncte  sind  Scheitel  derselben  {§.  22,  3). 
Bei  orthogonalen  Coordinaton  ist  der  Richtung  a[ß  y  normal  zu 
der  conjugirlen  Stellung  (i)  unter  den  Bedingungen  (§.  i9,  7) 

aa_+  '*^_+  ffY   _  '_^+  f>ß  +  fy   _  !/"  +  fß  +  cy  ^ 
"a      ~  ß  y  ^ 

iür  a  :  ß  :  y  und  y,  d.  i. 

a{a  —  Q)  +  ßh  +  yri  =U        \a-Q     h  'j  1 

ah  +  ß(b  —  e)  +  rf  =  "        ''         f>  -e   f       !  =  0 

"ff  +ßf  +7{<^-Q)   =   0        I?  f  c^e  I 

Jede  Wurzel  dieser  cubischen  Gleichung  für  (/  bestimmt  eine 
Axe  der  Flache;  die  Fläche  hat  bei  3  verschiedenen  Wurzeln 
der  cubischen  Gleichung  3  eindeutig  bestimmte  Axcn.  Der 
Wurzel  e,  entspricht  die  Richtung  «,  ;?,  I/,   einer  Axe,  so  dass 

«1  :  ß,  :  y,  =   adj((i  — pi)  :  atljA  :  aiijif 

u.  s.  w.    Dabei  ist  p,  [a,a^  +  (^,(^2  +  Tir^] 

=   iaa  +  hß^  +  gy,)a2  +  {ha,  +  bß,  +  fy,)ß.  +  (g",  +  fß,  +  cY,)y-i 

Denselben  Werth  hat  e-jl«!«.; +/^|/^2  +  j'iJ'a),  also  ist 

Wenn  q^  —  (f^  nicht  null,  so  ist  a^a^  -f-  ..  ='  0,  d.  h.  die 
Richtungen  «ilftlj-,,  a^lßilYi  ™n  2  Axen  sind  normal  zu  ein- 
ander (§.51,  1).  lieber  die  Geschichte  der  die  Axen  einer 
Fläche  2ler  Ordnung  bestimmenden  cubischen  Gleichung  vergl. 
Delerm.  g.  U,  13. 
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8.  Die  cubiBchc  Fiinclion  von  (j 

I  «  — e  Ä        9       I 

^     =  ft  &_p       f  j     =     (p,  —  p)((l2  — (.)(P3  —  (,) 

!  3  f  c  —  (>  I 

ist  die  Determiiianle  der  quadniliseiien  Form 

ax"^  +  by'^  +  ce'  +  2fyis  +  2gxz  +  Ihxy  ^  e{x'^  +  y'^-*-z'^) 

Diese  Form  kiinii,   weil   x'^  +  y"^  +  z'^   definil  isl,   bei  iilieii  q 
ausgedrüclft  werden  (§.  ä8,  12)  durch 

(Ci-p)a>'2  +  {C2  — e)/^+  (Ca  — C)'^'^ 
■^'^  fii  P'ji  03  ''C'»l  sind,  und 

x'  ^  Ayx  +  ßiy  +  C,z 

2'  =   A^x  +  B^y  +  C'aZ 
linciire  Formen  der  a;,  ^,  z.    Also  iiiit  man  /.ugleicli 

aa^ä  +  .  .  +  -2fia:!/   --    p,  a:'^  +  p^i/'^  +  pj^'a 
^^  +  t(2  +  ^2  —   x'^  +  y'^  +  i'ä 

Zufolge  der  letzten  Gleichung  ist  bei  allen  x,  y,  z 

{A,x+  ..y-  +  {AiX+  ..)^  +  (AiX+  ..)^   =   ^2  +^2  +z2 

folglich 

AiÜi  +  A.Bi  +  A-^Bs  =^n.    yi,Ci  +  ^Cj  +  ^C,,  =  (I,    B,  C,  +  . .  =  u 

d.  h.  die  Ebenisn  ^' =  0,  y'=  0,  2' =  Ü   bilden   orthogonales 
Ti-ieder,  dessen  Kanten  Axen  der  Fläche  2tßr  Ordnung  sind. 

9.  Dass  die  Gleichung  J  =  0  für  q  reale  Wurzeln  hat, 
isl  direct  von  Cauchv  1829  Exercices  t.  i  p.  140  bewiesen  wor- 
den.   Vergl.  Jacobi  1835  Grelle  J.  12  p.  125. 

Ziinäehsl  hat  die  Gleichung  (h  —  e)(c  —  g)  -  /^  =  0  die 
realen  Wurzeln  A,  unler  6  und  c,  und  /.i,  tiber  6  und  c,  so  dass 

(&-p)(c-(>)  -p  =  [p_i,)(e-/'i) 
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Ebenso  ist 

Nun  ist  - 

d  =  («_(,)(6--p)(c-i.)-(a-e)r2 

also  bei  g  =  — =» ,  ^|,  ^i,  ^ 


A{ii,]  =   (ti,  —  b)g'  +  {H,  —  c)h^  +  'iY(/,\-b)(f,  —  c)gh 
=   yVl'i  —  l'  +  hV/it  —  cy 
J[»)  =  _« 

Diilier  hat  die  Gleichunf'  J  =  0  je  eine  Wurzel  zwischen 

d.  h.  3  Wurzeln  getrennt  dureli  X^  und  f*, ,  gelrennt  auch  durch 
X^  uüd  /(^,  und  getrennt  durch  l^  und  /I3. 

10.  Wenn  zwei  Wurzeln  der  Gleichung  J  ^  Q  einander 
gleich  sind,  Pj  ^  ßn  so  fallen  sie  zusammen  entweder  mit  /, 
oder  mit  fi; ,  entweder  mit  X^  oder  mit  fi^ ,  entweder  mit  X^ 
oder  mit  /I3.  Also  sind  die  zu  z/  gehörenden  Subdelerminanten 
Silen  Grailes 

{i-Q){<'-e)-f'''      («-?)(«-?)-?'.      (a-p)(?.-e)-fi* 

theilbar    durch    &  —  g, .     Denselben    Divisor    haben    auch     die 
übrigen  Subdelerminanten  2ten  Grades 


(a_p)f-3ft,      [i-^g)g-fk,     (c-e}h-fy 


Denn  i 
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und  JiQ,]  =  0,   folf^lieh 

{a-g,)f^gh    =   0,   U.  S.  \V. 

In  der  Thal  findet  man,  indem  man  «  —  q  diirdi  a  —  g, 
-t-  Pj  —  Q  erseizt,  ii.  s.  w. 

,j  =  (a_p,  +  6_p, +c_j,,)(p,_p)i  +  (p,_j,)^ 

d.  h.  ^  theilbar  durch  (p,  —  9)^. 

In  diesem  Kall  bleibt  von  dem  linearen  System  (7)  nur 
eine  Gleichung  übrig 

„,(„-p,)+^,Ä  +  3,,<,  =  0    <3.  i,    y-  +  J  +  ft    =  0 

d.  h.  die  Richtung  a^  ß^  '■  /,  ist  eine  beliebige  der  Stellung 
■T  —  -T-  -  Dubei  hat  man  a  —  f j  +  ö  —  fi  +  c  —  Pit  =  C,  also 
das  System 

—  Oa(6  — e.  +  c  — e,]  +  ßjh  +  J-3JF   =   0 
«jA  — /93(c— pi  +  a  — p,}  +  y^f  =   0 

folglich  «g/  =  j^3^  =  y^h  ftlr  die  Hichtung  a^^ ß^  J'3,  normal 

zu  der  Stelluns  -;  —  t  ■     Die  Fläche   ist   eine  Rotationsfläche 

s    f  \  g\h 

mit  einer  bestimmten  Axe,  die  beiden  andern  Äsen  können  auf 
der  normalen  Ebene  gewählt  werden. 

Wenn  p,  eine  3fache  Wurzel  der  Gleichung  ^  =  0  ist, 
so  fallt  sie  zustimmen  sowohl  mit  ^j,  als  auch  mit  ji,,  u.  s.  w. 
Daher  sind  c  —  6,  /,  c  —  o,  g  und  /;  null,  z/  ^  [a  —  g)*. 
Für  a,  ß,  y  exlstlrt  keine  Gleichung;  die  Fläche  ist  eine  Kugel, 
jeder  Diameler  derselben  ist  eine  Ase. 

lieber  die  von  Wbierstrass  und  von  Kronecker  bewiesenen 
Eigenschaften  der  Subdeterminanten  vergl.  Determ.  §,  14,  13, 

11,  Unter  Voraussetzung  rechtwinkeliger  Coordinalen  habe 
die  Fläche  ax"^  +  . .  +  ^hxy  +  (7=0  die  Axen  a;',  y',  2', 
und  a^ßfly^,  «jl/J^ij'^,  a^  ß^  y^  seien  die  Strecken  <i, ,  ö.j,  ri, 
der  Axen,  so  tlass 
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Wenn  nun  der  Punct  3:  y  z  die  mit  den  Äxen  parallelen 
Coordinaten  x\    y\    z    hat,    so    ist    x  =  a:'cosa?ie'-H  j/'uosa;)/' 

"*      «r,  *  *  <fä  ^  *  <t3 

Diese  Substitution  ist  es,  durch  welche  man 

a-x^  +  . .  +  "ihxy  =  q^x'^  +  Qiy'^  +  ps!?'^ 

findet.     Denn  ^  erhiilt  den  Coerficienlen 

(aa,  +  ..)«,  +  (Ab, +  ..)(?!  +  (ffi^i  +  ■■))'2 

und  2?-v-  erhalt  den  Coefficienten 

=  piöi«2  +  pift/^ä  +  pij'iys  =  0   (7) 

Für  den  Radius  OP  der  Fläche  ei3;'^  +  e2y'^  + Pa-^'^^  ^J 
=  0  hat  man,  wenn  seine  Gerade  durch  r  bezeichnet  wird, 


=  e,  +  (Pä  — Piic 

os^yV  +  (j'3-p,)c( 

)sSj^V 

-   e=-(C3-Pi)': 

0S  =  ^V--(p3-P2)m 

is'^V 

zur  Beurtheilung  der  Grenzen,  zwischen  welchen  OF'''  liegt. 

13.  Unter  der  Voraussetzung  sehicfwinkeliger  Coordinaten 
hat  die  Fläche  asfi  +  ii/^  +  rs^  +  d  =  0  auf  den  conjugirten 
Diametern  x,  y,  z  die  Radien  OK,,  OE^,  OEj,  so  dass 
a  .  OKj''  +  d  =  0,  u.  s.  w.  Die  Richtung  a\ß  y  ist  der 
Stellung  aa\bß\cy  conjugirt    [4),   und   normal   zu    ihr,   wenn 

(§.  i«:  -i) 
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Daher  hat  man  das  lineare  Sysiem 

a  cosary      +  ß{l  —  6p)  +  y  cosifz 
«  cossa;      + /?  cos j«      +>'(■  —  <'?)   ' 


cos;ei/       1  —  6p     cosya        ^^  0 
I  cos«x      cosya       1  —  «p  | 

Diese  eubisehe  Gleichung  für  q  hal  3  reale  Wurzeln  p, ,  pj,  ß^, 
wie  (8).  Durch  jede  Wurzel  wird  die  Richtung  a ß\y  einer 
Ase  der  Flüche  bestimmt.    Die  Entwickelung  giebt 

&\a^xvz        (iia^uz       sia'^zx       %m'^xy\ 


— j---  +  --  —  +       ^j-^   ■=  ?!('!  +  CiPa  +  e^Ca 

Wenn    die    Strecke    ci\ß\y    eine    Einheit  der  Axe   l   ist,    so 
hat  man 

u.  s.  w.    Wenn  auf  i  die  Strecke   OD{x\!/\z]   liegt,  so  ist 
X  :  y  :  2  :  OD   ■=   a  :  ß  :  y  :  \ 
OD  =  x<;<.iaxl  +  )/  nos.y?  +  s  coseZ  =   ^{aav) +  hßy¥CYz) 

Wenn  nun  D  auf  der  Flache  liegt,   so  ist  Oü^  =  —  od,  und 
auf  den  3  Axen 


Nun  ist  auf  den  conjugirlen  Diametern  —  </  :  «  =^  0  E,  ^ 
folglich 
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OEi^  +  OE^i  +  OEs^  =  OB,a  +  OD^"  +  OD,^ 
OE^Bli"  +  OE^E,"  +  OEiEji  =  OD5D32  +  OD^Di^  +  00,0^" 

Diese  Gleichungen  geben  den  Zusammenhang  zwischen  3  con- 
jugirten  Diametern  und  den  3  Axen  der  Fläche  2ter  Ordnung 
(vergl.  §.  35,  4),  und  sind  in  den  oben  §.  47,  5  angezeigten 
Relationen  enthalten.  Sie  sind  von  Livet  und  Binet  Gorresp. 
sur  l'^eole  polyl.  1  p.  29,  2  p.  323  bemerkt  worden.  Vergl. 
Magnus  Aufgaben  11  §.  46.  Salmon  Geom.  of  3  dim.  91  ff. 
Schröter  Oberflächen  2ter  Ordnung  §.  58. 

13.  Wenn  ax^  ■+■  bt/^  +  cz^  ■+■  ^fffz  ■+■  2ff^^  -t-  -ihxy 
Singular,  ihre  oben  (3)  durch  d'  bezeichnete  Determinante  null 
ist,  so  hat  die  Flache  ^f  =  0  ein  unendlichfernes  Centrum  und 
ist  ein  Paraboloid.  In  diesem  Fall  hat  die  die  Richtungen 
der  Äsen  bestimmende  Gleichung  [7]  die  Wurzel  q^  ^  0,  und 
man  findet 

«3  ■  ft  :  ft  =   adja  :  adjfi  :  ad\g 
für  die  nach  dem  Centrum  gerichtete  Axe  z'. 

Durch  die  Substitution  [\\)  wird  dann 

ax"  +  ..-♦■  Ihxy  =  Pi«'^  +  d'iy'^ 
u  ^  e,x'^  +  Q^y'^  +  2ia'+  2Mif'+  2Nz'+  d 

Nun  macht  man  (wie  §.  35,  7)  den  Scheitel  p\q\r  zum  Anfang 
der  mit  x',  y',  z  parallelen  Coordinaten  §,  r^,  L  durch  die 
Substitution 


r  +  t 


und  erhält 


indem  man  den  Seheitel  bestimmt  durch  das  System 

p,p  +  £  =.  0 ,     pi3  +  3f  =  0,      Qtp2  +  p53^  +  . .  = 
Die  dritte  Gleichung  giebl 

2Nr  =  —  +  -^  -  d 
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§.  60.    Oerade,  Kreise,  Focallinien. 

1.  Die  Flacheü  Sler  Ordnung  mit  einem  endliehfernen 
Centrum  haben,  wenn  die  Coordinaten  x,  y,  z  eines  Punctes 
derselben  mit  3  conjugirten  Diametern  parallel  sind  und  im 
Centrum  anfangen,  die  Gleichung  (§,  57) 

ax^  +  &y3  +  cz^  +  ,;,=  () 

Der  Punet  /;0|0  liegt  auf  der  Fläche,  wenn  al^  +  d  ^  0, 
Seine  Polare  ist  die  Ebene  al\0]<}\d,  d.  h.  alx  +  d=  0,  x ^  l, 
eine  Tangentenebene  der  Fläche.  Die  Fläohe  hat  auf  dieser 
Tangenten  ebene  die  Linie  iy^  +  cz'^^O,  bestehend  aus  2 
Geraden  des  Berühr ungspunctes. 

Ebenso  auf  jeder  Tangentenebene,    Dureh  die  Substitution 


■  +  Oiy  + 

'+Y2i  + 

i-ird  ax'^  +  b^^  +  i 

-..^  =   a'. 

r"^  +  b'y"- 

aa,a,  +  bß,ß^  + 

«OäBs  +  fijSjft  + 

cy2Yä   ™   0            003; 

[iernaeh  sind  auch   a^'  =  0 , 
aeterebenen.     Die  Gerade  (^' 

/=o,_ 

0   conjugirte  Dia- 
'^0)  hat  die  Richtung 

X  ■  y  :  ^  =   a,  :  ß,  :  Yi 

u.  s.  w.    Die  Richtung  x'{a^\ßfj^]  kann  frei  gewählt  werden. 

Die  Richtung  »/'(«jI/^jIj'j)  ist  dann  in  der  Stellung  aa^llß^leyi 

zu  wählen,  und  die  Richtung  «'(«glAjIj'ä)  ist  bestimmt. 

An  dem  Trieder  x'y'z    hat  die  Flache  die  Gleichung 

o'ar's  +  6V'^  +  c'^'^  +  Ä  =  0 

Der  Diameter  x'  enthält  den  Punct  m  ]  0 , 0  der  Fläche,  wo 
airfi  -i-  rf  =  0,  und  m  real  ist  bei  negativem  ad.  Die  Fläche 
wird  daselbst  berührt  von  der  Polare  des  Punctes  mjOlO,  also 
von  der  Ebene  n'm^^'^d  d.  i.  amx'+  rf  =  0,  x  =  m.  Daher 
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hal  die  Fläche  auf  ihrer  Tangentenebeiie  x' =  m  die  Linie  2ter 
Ordnung 

SV'^  +  c'a'^  =   0 

und  auf  der  parallelen  Ebene  s'  =  ra  +  n  die  Linie  2ter 
Ordnung 

b'y'^  -t-  eV"  +  a'n[2m  +  n)   -=  0 

mil  den  Asymploten  fi'y'^  ■+■  '^'^"^  =^  f*-  Wenn  die  Flilehe 
elliptisch  ist,  so  ist  die  Determinanle  a'b'c'd  negativ;  wenn  die 
Flache  hyperbolisch  ist,  so  ist  a'b'o'd  positiv.  Nun  ist  ad 
negativ  bei  realen  Bertlhrungspuncten ,  also  h'e  in  dem  ersten 
Fall  positiv,  in  dem  zweiten  Fall  negativ.  Kine  Fläche  2ter 
Ordnung  hat  mit  ihren  Tangentenebenen  redueible  Linien  2ter 
Ordnung  gemein,  bestehend  aus  2  Geraden  (osculirentfen  Tan- 
genten der  Fläche),  welche  nicht  real  sind  auf  einer  ellip- 
tischen Flache,  real  auf  einer  hyperbolischen  Fläche. 
Die  Geraden  eines  hyperbolischen  Hyperboloids  enthalten  je 
einen  unendlichfernen  Punet  der  Fläche,  und  sind  parallel  mit 
je  einer  Geraden  des  Asymptoten  kegeis. 

Die  Centren  der  parallelen  Flächenschnitte  liegen  auf  dem 
Diameter,  welcher  die  Berührungspuncte  der  parallelen  Tan- 
gentenebenen enthält,  und  der  parallelen  Diamel«rebene  eon- 
jugirt  ist, 

3.  Wenn  ax"^  -i-  iy^  -i-  2:  =  0,  so  liegt  der  Punct  x\y\z 
auf  einem  Paraboloid.  Die  Kante  z  des  Trioders  xyis  enthält 
das  unendlichferne  Centrum  der  Fläche.  Der  Nullpunct  liegt 
auf  der  Fläche,  und  hat  die  Polare  o;Ojl|0  d.  i.  z  =  0.  Also 
wird  die  Fläche  von  der  Ebene  2  =  0  berührt;  sie  hat  mit 
ihrer  Tangenten  ebene  die  aus  2  Geraden  bestehende  Linie 
aa;^  +  by'^  =  0  gemein.  Den  Richtungen  x,  y  der  Tangen- 
tenebene conjugirt  sind  die  Diameterebenen  3/2,  xz. 

Durch  die  Substitution 
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wird  ax'^  +  6y^  +  2z  =  a'a:'^  +  b'i/"^  ■+■  %z'  unter  den  Be- 
dingungen 

aa^iOi  +  bytßt  +  yi    =  0  aai=  +  i^,^  ==  a' 

aaioa  +  hßyß^  =  0  a^i^  +  6j,a  +  2s,    =0 

Die  letzte  Bedingung  fordert,  dass  der  Anfang  der  neuen  Coor- 
dinalen  aiil^Ji,  ein  Punct  des  Paraboloids  sei.  Dieser  Punet 
hat  die  Polare  ax^\by^  \\z^,  die  Ebene,  von  welcher  die  Fläche 
in  dem  Punct  ar,  [y,  1 2^  bertlhrt  wird. 

Die  Gerade  [x'  =0,  y  =  0)  hat  die  Riehtiing 
x  —  Xt   :  y  —  yi  ■■  m  —  x,   =  Ü  :  ll  :  1 

und  ist  daher  ein  mit  der  Kaiitc  z  paralleler  Diameter  der 
Fläche,  -Die  Gerade  [y'  =  0,  z'  ^  0)  hat  die  Richtung  ß||(S|iy, , 
die  Gerade  (j:'=0,  z'=0]  hat  die  Richtung  «j!/?^!^^- 
Zufolge  der  beiden  ersten  Bedingungen  sind  die  Richtungen 
•^ilßil/i  ^""^  ^ilß^'/i  '"  ^^^'  Stellung  axf\byy  \  enthalten, 
welche  die  Fläche  in  dem  Punct  ic,|y,'2|  hat.  Die  Richtung 
«i|/3, 'y,  kann  in  der  angegebenen  Stellung  frei  gevyJihlt  wer- 
den; die  Richtung  (x^' ßi\'fi  '^^  zufolge  der  dritten  Bedingung 
zugleich  in  der  Stellung  aa,i6/9,|0  enthalten,  welche  der  Rich- 
tung fi\ß{\y\    conjugirt  ist. 

An  dem  Trieder  x'y'z'  hat  das  Paraboloid  die  Gleichung 


und  wird  in  dem  neuen  Anfangspunct  von  der  Ebene  z' =  0 
berührt.  Das  Paraboloid  hat  auf  dieser  Tangenten  ebene  die 
Linie  a'x"^  +  h'y"^  =  0,  und  auf  der  parallelen  Ebene  z'  ==  m 
die  Linie  a'x"^  +  iy'^  4-  2nj  =  0  mit  den  Asymptoten 
a'x''^  •+■  6'i/'^  =  0.  Nun  sind  a'b'  und  ab  desselben  Zeichens, 
u.  s.  w.  Also  gehn  durch  jeden  Punct  eines  Paraboloids  2  der 
Flache  angehörende  Gerade,  nicht  real  auf  einer  elliptischen, 
real  auf  einer  hyperbolischen  Fläche.  Die  Geraden  eines  hyper- 
bolischen Paraboloids  enthalten  je  einen  unendlich  fernen  Punct 
der  Flüche,  und  sind  parallel  die  einen  mit  einer  lübene,  die 
andern  mit  einer  andern  Ebene. 

Die  Cenlren  der  parallelen  Flächenschnitte  liegen  auf  dem 
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Diamet«r  des  Puncles,    in  welchem   das  Paraboloid  von  einer 
parallelen  Ebene  berührt  wird. 

3.  Die  Geraden  einer  FlUehe  2ter  Ordnung,  real  auf  den 
hyperbolischen  Flächen,  bilden  2  Serien  (Regeischaaren).  Vergl. 
§.  54,  3.  MosGE  J.  de  Tee.  polyt,  Gah.  1.  Möbius  Baryc.  Galcul 
§.  111.  BoBii.LiER  Quetelet  Corresp.  t.  4.  Die  Function  ax^  •+■  by"^ 
+  cj^  +  d  von  2  positiven  und  2  negativen  Gliedern  kann 
durch  pq  —  rs  ausgedrückt  werden,  so  dass  p,  q,  r,  s  von 
einander  unabhängige  lineare  Functionen  der  x,  y,  z  sind.  Also 
ist  pg-  —  rs  =  0  die  Gleichung  eines  hyperbolischen  Hyper- 
boloids. Diese  Gleichung  kann  ersetzt  werden  sowohl  durch 
das  System 


als  auch  durch  das  System 


Den  realen  Wertlien  des  Paranielers  /,  entsprechen  die  Geraden 
einer  ersten  Serie,  welche  das  Hyperboloid  erfüllen  (erzeugen, 
Generatricen) ;  den  realen  X  entsprechen  die  Geraden  einer 
zweiten  Serie,  welche  dasselbe  Hyperboloid  erfüllen. 

Unter  den  Geraden  einer  Serie  sind  nicht  3  mil  einer 
Ebene  parallel;  die  Fläche  würde  die  unendlichferne  Gerade 
der  Ebene  enthalten,  also  ein  Paraboloid  sein.  Unter  den  Ge- 
raden einer  Serie  haben  nicht  2  einen  Puncl  gemein.  Denn 
dem  System 


dessen  Determinante 


:  =<«-"a'-^) 


nicht  null  ist,  genügen  nur  ;i  =  0 ,   5  =  0,   , 
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Dabei  würden  aber  alle  Geraden  der  Serie  einen  Punct  ge- 
mein haben,  und  die  Fläche  ein  Kegel  sein,  gegen  die  Voraus- 
setzung. 

Dagegen  hat  eine  Gerade  x  der  einen  Serie  mit  einer  Go- 
raden l  der  andern  Serie  einen  Puncl  gemein,  bestimmt  durch 
das  System 

p  :  q  :  r  :  s   ^  xt.  :  i   :  >.  :  X 

Jede  Ebene  einer  Geraden  erster  Serie 

p^^r  +  X{xa  —  s)  =  0    d.  L.    i>  —  Xs-i-ii{).q  —  r)  =  ii 

enthält  eine  bestimmte  Gerade  zweiler  Serie.  Die  beiden  Ge- 
raden sind  parallel  bei  einer  bestimmten  linearen  Gleichung, 
welche  k  mit  x  verbindet,  hier  x  -t-  X  =  0.  Die  Ebene  der 
beiden  Geraden  ist  in  jedem  Fall  eine  Tangentenebene  der 
Fläche.  Denn  pq  —  rs  hat  die  Fluxionen  g,  p,  — s,  — r;  also 
hat  an  dem  Tetraeder  j>=0,  ?  =  0,  r=0,  s  =  0  der 
Punct  y.m\l\y.  die  Polare 

l\it).\—x\^i     d.i.    p  +  xXq  —  xr  —  is^O 

4,  I,  Durch  3  Gerade  «,  x',  x"  der  einen  Serie  ist  die  andre 
Serie,  also  das  Hyperboloid  bestimmt.  Wenn  auf  /."  die  Puncto 
ä",  B",  ..  liegen,  so  haben  die  Ebenen  xA"  und  v.'A",  xB" 
und  k'B",  ..  die  Geraden  der  andern  Serie  gemein,  welche  x 
ia  A,  j5,  , .,  und  x'  in  A',  B' ,  . .  schneiden.  Das  Doppelver- 
haltniss  der  Puncte  A,  B,  C,  D  ist  das  Doppelverhältniss  der 
Ebenen  ■a"A,  '/."B-,  y."C,  v."D,  und  dieses  wiederum  das  Doppel- 
verhältniss der  Punete  A',  B',  C,  D'.  Auf  2  Geraden  einer 
Serie  werden  daher  von  den  Geraden  der  andern  Serie  eolü- 
neare  Figuren  abgetheilt,  und  4  Gerade  einer  Serie  werden  von 
jeder  Geraden-  der  andern  Serie  nach  demselben  Doppelver- 
hältniss geschnitten.  Steiner  syst.  Entw.  51,  111.  Chasles  Apercu 
note  9. 

Tl.  Durch  3  Gerade,  welche  nicht  mit  einer  Ebene  par- 
allel sind,  und  deren  nicht  2  einen  Punct  gemein  haben,  wer- 
den 3  Paare  paralleler  Ebenen  bestimmt,  also  ein  Parallelepipcd 
auf  der  Basis  ABCD,    dessen  Gegenpunete  A   und  A',    B  und 
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B\..  sind.  Die  Geraden  AB,  CA',  B'C  liegen  au(  einem 
Hyperboloid ,  welclies  concentrisch  ist  mit  dem  Parallelepipcd, 
und  die  Geraden  [zweiter  Serie)  BC,  A'B',  CA  enthält,  wes- 
halb das  Sechseck  ABCA'B'C  hyperboloidisch  genannt 
wird. 

An  dem  eoncentrisehen  Trieder  xyz,  dessen  Kanten  mit 
AB,  CA',  B'ü'  parallel  sind,  werden  diese  Geraden  gegeben 
durch  die  Systeme 

Die  Ebenen 
z  +  c  —  X{y  —  b)  =   U    der    AB,     z~e  —  ß(x  +  a)   =  0    der    CA' 
baben  eine  Gerade,  welche  auch  B'C  schneidet,  wenn 

j  +  i^  +  26A   =   0     und    j  — c  — 2a^  =   0 
also  unter  der  Bedingung  a/i  +  öA  +  c  ==  0,  d.  i. 

x+a  y—h  ~ 

ayz  +  bxz  +  cxy  +  abc  =   I) 

Der  Punct  x\y\z  einer  Geraden,  welche  die  3  gegebenen  Ge- 
raden  schneidet,   liegt   auf  einer  Fläche    2ter   Ordnung.     Der 

Asymplolenkegel  der  Flache 


ist  real  und  concentrisch  mit  dem  Parulleiepiped.  Die  Glei- 
chung der  Fläche  ist  auch 

{ay  +  bx)(az  +  cx)-bc(x^-a'')   =   0 

und  bleibt  unverändert,  wenn  a,  b,  c  durch  — a,  — b,  — c 
ersetzt  werden.  Also  ist  die  Fläche  das  oben  beschriebene 
hyperbolische  Hyperboloid.  Vergl.  Magnus  Aufgaben  11  p,  277. 
Fiedlee-Salmon  Raumgeom.  I,  114. 

111.    Im  Allgemeinen  liegen  4  Gerade,   deren  nicht  2  einen 
Punct  gemein  haben,  nicht  auf  einem  llyperbeloid.    Eine  Gerade, 
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weiche  die  3  gegebenen  Geraden  o,,  a^,  03  schneidet,  liegt  auf 
dem  Hyperboloid  «,«2 "3-  Eine  Gerade,  welche  die  4  gegebe- 
nen Geraden  a^,  a^,  «3,  g  schneidet,  enthält  einen  gemein- 
schaftlichen Punct  B  des  Hyperboloids  und  der  Geraden  g. 
Nun  gehn  durch  den  Punct  //  die  Geraden  a^,  b^  des  Hyper- 
boloids, a^  zu  der  Serie  a,,  «2>  «3  gehörig,  und  64  zu  der 
andern  Serie  gehörig,  folglich  «,,  a^,  «3,  3  schneidend.  Daher 
werden  4  Gerade,  deren  nicht  2  einen  Punct  gemein  haben, 
von  ä  bestimmten  Geraden  64,  6,  [real  oder  nicht  real,  oder 
vereint)  geschnitten.  Die  Schnittpuncte  einer  der  4  Geraden 
liegen  auf  dem  Hyperboloid  der  3  andern  Geraden;  die  Hyper- 
boloide a^a^a-j  und  a^a2S  haben  die  Geraden  64,  65  gemein, 
so  dass  fl, ,  Ö4,  «2,  ^5  ein  unebenes  Viereck  bilden.  Vergl. 
MöBius  Baryc.  Galc.  §.  24b  und  246,  Statik  §.  99.  Steiner  syst. 
Entw.  57.    Schröter  Oberfl.  2.  Or.  g.  U. 

Wenn  g  auf  a^  fällt,  so  sind  die  4  Geraden  hyperboloidisch, 
einer  Serie  angehörig,  und  werden  alle  von  jeder  Geraden  der 
andern  Serie  geschnitten.  Hyperboloidisch  sind  z.  B.  die  Höhen 
eines  Tetraeders.     Vergl.  Slereom.  §.  6,  9.    Schröter  a.  a.  0. 

5.    Das  hyperbolische  Paraboloid 

S-S  — » 

«nthält  sowohl  die  Serie  von  Geraden 

-_?.=    ;(,  ^   +    l    ^    - 

als  auch  die  Serie  von  Geraden 

-  +  ^  _  A,       -5  _  ^-  -  -^ 

Die  Geraden  der  ersten  Serie  sind  parallel  mit  der  Ebene 
~  —  ^  =  0,  die  Geraden  der  zweiten  Serie  sind  parallel  mit 
der  Ebene  —  +  ?  =  0.  Die  unendlichfemen  Geraden  dieser 
Ebenen  sind  es,  aus  welchen  die  unendliehferne  Linie  des  Para- 
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boloids  besteht.     Auf  2  Geraden  einer  Serie  werden   von  den 
Geraden  der  andern  Serie  ähnliche  Figuren  abgetheill. 

Die  Seiten  eines  unebenen  Vierecks  AB  CD  liegen  auf 
einem  bestimmten  Paraboloid,  welches  die  unendlichferne  Ge- 
rade ff  einer  Ebene  enthält,  mit  welcher  die  Seiten  AB,  CD 
parallel  sind,  und  die  unendliehfenie  Gerade  h  einer  Ebene, 
mit  welcher  die  Seiten  BC,  DA  parallel  sind.  Auf  dem  Para- 
boloid ABCD  liegen  die  Geraden  erster  Serie  in  der  Stellung 
{AB,  CD],  welche  die  Geraden  ff,  BC,  DA  schneiden,  sowie 
die  Geraden  zweiter  Serie  in  der  Stellung  [BC,  DA),  welche 
die  Geraden  k,  AB,  CD  sehneiden. 

6.  Ein  Kegel  2ter  Ordnung  hat  mit  den  Ebenen  von  2  l)e- 
stimmten  Stellungen  reale  Kreise  gemein.  Dasselbe  gilt  von 
den  ordinären  Flächen  2ter  Ordnung;  ausgenommen  das  hyper- 
bolische Paraboloid,  welches  auf  jeder  Ebene  reale  unendlich- 
ferne Puncte  hat.  Zwei  Kreise  einer  Flüche  2ter  Ordnung, 
deren  Ebenen  nicht  parallel  sind,  haben  2  Puncte  gemein, 
welche  den  beiden  Kreisebenen  und  der  Fläche  angehören; 
deshalb  liegen  die  beiden  Kreise  auf  einer  Kugel.  Bei  einer 
Rotationsfläche  sind  die  beiden  Siellungen  der  Kreisebenen  ver- 
eint, normal  nur  Axe;  bei  einer  Kugel  ist  die  Stellung  der 
Kreis  ebenen  unbestimmt. 

Diese  Kreise  eines  Kegels  2ter  Ordnung  waren  den  grie- 
chischen Geometem  bekannt.  Apollokius  Con.  I,  5.  Die 
Kreise  eines  EUipsoids  sind  von  D'Alembert  Opusc.  t.  7  p.  163, 
die  Kreise  der  Flächen  2ter  Ordnung  in  der  polytechnischen 
Schule  bemerkt  worden.  Chaslf-s  Apercu  V  §.  46.  Die  Aus- 
nahme des  hyperbolischen  Paraboloids  wurde  von  Klüiiül  1808 
Math.  Wörterbuch  3  p.  328  erwähnt. 

7.  I.  Wenn  a<b<c,  und 


folglich  bß^ 


yGoosle 


522  Cap-  XI.    Die  Flächen  ater  Ordnuns. 

!*  =  ax^  +  bff'  +  cz^ 
=  «(«a  +  ya  +  ^s)  +  y^y^  +  ß^z^ 
=  h{x''  +  y'^  +  sß)  —  y''x'i+  a^^ 
=   ^(a;a  +  j/2  +  ^2)_^2^5_„äy. 

Hier  ist  —  ^'"■'it^  +  ß^^^  ein  reales  Product,  während  y'^-y''  +  ^^s^ 
und  — /j-a;^  —  a*y^  nicht  reale  Producle  sind.  Die  Gleichung 
u  +  (i  ^  0  ist  daher  ersetzbar  sowohl  durch  das  reale  Syslciu 

h{x<'-\-y^  +  e'^)-trd—)c{yx  —  az')  =   0,      yx  +  a«  =  x 

als  auch  durch  das  System 

IL  An  dem  orthogonalen  Trieder  aii/z  hat  die  Fläche  2Ler 
Ordnung  u  +  d  =  0  die  Axen  x,  y,  z.  unter  welchen  y  die 
mittlere  Axe  lieisst,  weil  j/*  den  mittlem  Coefficienten  b  hat. 
Die  Fläche  enthält  den  Kreis,  welchen  die  Kugel 

h{x'  +  yi  +  zi)+d~x{YX  —  ae)   =  0 

bei  gegebenem  k  mit  der  Ebene  yx  +  ae  =  y.  gemein  hat. 
Dieser  Kreis,  dessen  Ebene  die  Stellung  j'jOi«  hat,  und  die 
Richtung  der  mittleren  Axe  enthalt,  hat  sein  Centrum  auf  der 
Ebene  y  =  0  der  beiden  andern  Axen.  Das  hiernach  be- 
rechnete Kreiscentrum  ^m  "^  1 T^  ^'"S''  ^^^  '^^■"  Diameter  der 
Fläche  w  +  (^  =  0,  dessen  Richtung  cj-IOIa«  conjugirt  ist  der 
Stellung  acy'{i\cact  d.  i.  der  Stellung  y\ü\«  der  Kreisebene, 
wie  nach  (1)  zu  ei-warten  war.  Die  zweite  Stellung  von  Ebenen, 
welche  reale  Kreise  der  Fläche  enthalten,  findet  man  durch 
Vertauschung  von  a,  x  mit  — a,  A.  Ebenen,  welche  mit  den 
andern  Axen  parallel  sind,  enthalten  bei  bestimmten  Stellungen 
nicht  reale  Kreise  der  Fläche. 

III.  Die  den  beiden  Stellungen  von  Kreisebeneu  eonju- 
girten  Diameter 


haben  mit  der  Flache  «  +  d  ^  0  die  Puncie 


y  Google 


g.  fiO.    Gerade,  Kreise,  Focallinien. 


ab    ß^' 


"  0, 


gemein.  Nun  sind  x'^  und  2^  bei  einer  liyperbolischen  Fläche 
a  +  d  =  0  negativ,  liei  einer  elliptischen  Fläche  positiv.  Also 
liegen  auf  den  beiden  Diametern  4  Puncte  der  Flache,  Eck- 
puncte  eines  Reetangels,  nicht  reale  Puncte  einer  hyperboli- 
schen Fläche,  reale  cyclische  Puncte  |g,  54,  9)  einer  ellip- 
tischen Fläche. 

Der  Kreis  x  erster  Serie  liegt  auf  der  Kugel 

6(a;ä+.,)  +  ^  — x(j'j;  — Bj)~A[j'3;  +  B2  — ä)   =  0 
Der  Kreis  Jt  zweiter  Serie  liegt  auf  der  Kugel 

b[x'+  ..)+d-}.{YX  +  a^)—x{ya:  —  az  —  X)   =  0 
Also  liegen  die  beiden  Kreise  auf  der  Kugel 

b(x''+  ..)  +  d  —  x(yx  —  az)  —  X(yx  +  a!:)  +  xA  —  0 

Die  bei  der  Fläche  u  +  d  =  0  gefundenen  Stellungen  der 
Kreisebenen  sind  auch  die  Stellungen  der  Kreisebenen  bei  dem 
coneentrischen  Asymplotenkegel  u  =  0 ,  sowie  bei  den  con- 
centrischen  Flachen  m  +  Ä  -t-  ftix"^  ■+■  t/'-' +  2^)  =  0.  Denn 
K,  (3,  Y  bleiben  unverändert,  wenn  man  a,  b,  c  um  fi  ver- 
ändert. 

Wenn  unter  den  Differenzen  «2,  ß"^,  y^  eine  null  Ist,  so 
hat  die  Fläche  nur  eine  Serie  realer  Kreise,  und  ist  eine  Rota- 
tionsfläche. Wenn  2  derselben  Differenzen  null  sind,  so  ist  die 
Fläche  eine  Kugel, 

8.    Wenn  b  <C  c,  so  ist 

bx^  +  (c  — 6)£= 
cx^^{c  —  b)y^ 

Bei  gleichen  Zeichen  dor  6,  c  ist  entweder  — bx'^+  (c  — 6)2^ 
oder  — cx^ —  [c  —  b)y'^  ein  reales  Product;  bei  verschiedenen 
Zeichen  der  h,  e  ist  weder  das  eine  noch  das  andre  Binomium 
ein   reales    Product.     Also    giebt    es   auf   dem    hyperbolischen 


,  _  ^f' 

i(i"+i("+^")  + 

cli'  +  ,'  +  t>)  + 
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Paraboloid  keine  realen  Kreise;  auf  dem-  elliptischen  Paraboloid 
giebt  es  2  Serien  Kreise,  und  2  cyclische  Puncte,  deren  Gegen- 
puncte  unendlichfern  sind. 

9.  Wenn  der  PuneL  P  von  einem  gegebenen  Punct  F.  von 
2  gegebenen  Ebenen  und  von  ihrer  Geraden  n  die  Distanzen 
FP,  LP,  MF,  NP  hat,  und  FF^  :  LP.  ÄtP  gegeben  ist,  so 
liegt  P  auf  einer  bestimmten  Fläche  2ler  Ordnung,  von  welcher 
eine  Axe  mit  n  parallel  ist.  Die  Fläche  hat  auf  der  Ebene  Fn 
eine  Linie  2ter  Ordnung,  fllr  welche  F  ein  Brennpunct  und 
n  die  zugehörige  Directrix  ist.  Der  Kegel,  dessen  Centrum  F 
ist,  und  dessen  Gerade  die  Fläche  2ler  Ordnung  berühren,  ist 
ein  Rolationskegel,  dessen  Axe  auf  einer  zu  n  normalen 
Ebene  liegt.  Vergl.  Salmon  Geom.  of  3  dim.  136.  144.  Schröter 
Oberfl.  2.  Or.  §.  68. 

I.  Dass  der  Punct  P  auf  einer  Fläche  2ter  Ordnung  liegt,  er- 
kennt man  daraus,  dass  das  gegebene  Verhaltniss  FP^  :  LP.  AIP 
eine  quadratische  Function  des  Punctes  P  ist.  Wenn  ins- 
besondere P  auf  der  Ebene  Fn  liegt,  so  bilden  die  Geraden 
NL,  NM  mit  NP  gegebene  Winkel,  also  sind 

LP:  NF,       MF:NP,       LP.MF-.NFi,       FI'"'  :  NP^ 

constant.  Folglich  liegt  P  auf  einer  Linie  2ler  Ordnung,  welche 
den  Brennpunct  F  mit  der  Directrix  n  hat  [§.  23,  14). 

II.  Das  orthogonale  Trieder  xj/x  wird  so  gerichtet,  dass 
eine  seiner  Kanten  z.  B.  x  mit  der  Geraden  n  parallel  ist,  und 
dass  die  Ebenen  xz,  yz  parallel  sind  mit  den  Ebenen,  von 
welchen  die  Winkel  der  gegebenen  Ebenen  halbirt  werden. 
An  diesem  Trieder  seien  bestimmt  die  Puncte  F(y|3|r), 
P[x\y\z],  die  Gerade  n(x  ^ /,  y  =  g],  und  die  Ebenen 
Ln,  Mn 

y-g-„,[:c~f)   =   0,      ,j~g  +  m{x-n  =   0 

folglich   [§  ä1,  ö) 

LP.MP  ^  t(y_^)i_^.(^_f)2j  (^2  +  1) 
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Also  hat  man  die  gesuchte  Fläche  äler  Ordnung 

Die  Äxen  der  Fläche  sind  mit  den  Kanten  x,  y,  z  parallel. 

III.  Der  der  Fläche  aus  dem  Punct  F  umgeschriebene 
Kegel  wird  nach  §.  58,  %   gefunden.     Zur  AbkÜrKung  werden 

^—P,      y  —  Ü-      ^  —  r,      x  —  f,      y  —  g 

ersetzt  durch  x,  y,  z,  x-^a,  >/  +  ß,  wo  a  =^  p  — /,  ß  =  <i  —  g. 
Dann  erhalt  man  den  umgeschriebenen  Kegel 

-{A«{w  +  a)-Bß{y  +  ß)Y   =   0 

d.  i.     {^Aa'i  —  Bß^){x-i  +  y^  +  z')  -  AB{ßx-ny)^  =   0 

Dieser  Kegel  ist  nach  g.  5H,  8  ein   Rolationskegel,   dessen  Axe 
die  Richtung  ß\  —  a'ii  hat. 

10,  I.  Unter  den  Kegeln,  welche  eine  gegebene  Linie  2ter 
Ordnung  projiciren,  giebt  es  Rotationskegel.  An  dem  ortho- 
gonalen Trieder  xyz  ist 

[{x-p)i  +  {y-g)i  +  {^-r)^]ä-[a{x-p)  +  ß{y~q)  +  y{z-r)]^  =  n 


3l,  welcher  das  Cenlrum  S[p\q\r)  hat,  und 
dessen  Axe  die  RichtiinE;  o|/S|j'  hat.  Derselbe  enthält  die  Linie 
91er  Ordnung 


nicht  ohne  die  Bedingung  aß  ^  0.  Bei  «  =  0  ist  die  Axe 
des  Kegels  normal  zur  Kante  x,  bei  ^  ==  0  ist  sie  normal  zur 
Kante  y. 

In  dem  Fall  «  =  0    ist    zunitchst  ji  =  0    erforderlich    zur 
Uebereinstimmung  der  beiden  Gleichungen.     Die  Linie 

ist  eongruent  mit  n'^x'^  +  m'^y^  —  m'^n'  =  0  unter  den  Be- 
dingungen 
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=  S,      Ani2  =.   (f  — ,92,     also     i(n=  — «1=)  - 
-Sq  + ßH  + ßr'-  ^   ^'     <ä-  '■     ßyr   ^   Im 


Nun  ist  /?g  +  y>- 


=  ^,    folglich 


In  dem  Fall  fj  =  0  ist  j  =  0,  und  man  findet  nach  Ver- 
tauschuDg  von  g  mit  p  und  von  m  mit  n 


II.    Demnach  ist  ein  die  Linie  2ter  Ordnung 

projicirender    Kegel    ein    Rotationskegel,    wenn    Si 
S{p\q\r]  entweder  auf  der  Linie  2ter  Ordnung 

oder  auf  der  Linie 


liegt.  Bei  m  >  n  ist  die  erste  Linie  nicht  real ;  sie  enthält 
(r  ==  0)  die  nicht  realen  Brennpuncte  der  gegebenen  Ellipse, 
welche  der  kleinen  Äxe  derselben  angehören.  Die  andre  Linie 
der  Puncte  5  ist  eine  Hyperbel;  ihre  Scheitel  (r  =  0)  sind  die 
auf  der  grossen  Axe  der  Ellipse  liegenden  Brennpuncte  der 
Ellipse,  während  die  Brennpuncte  der  Hyperbel  die  Scheitel 
der  Elhpse  sind. 

Dabei  findet  man,  dass  die  Hyperbel  in  S(p|0|r)  von  der 
Axe  des  die  Ellipse  aus  dem  Centrum  S  projieirenden  Rota- 
tionskegels berührt  wird. 
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III,  Zugleich  hat  man  für  die  Distanz  des  Punctes  F(a;;ylO) 
der  Ellipse  von  dem  Punct  15(^101  r]   der  Hyperbel 

in2 «!  7n^ 

SF^  =  {x-p)^  +  y^  +  r^  =  „___,,2_2y^+  ^—-^^ 

SP  ^  fx--^-,       f  =  l^^"--.^' 

Wenn  5'  und  S  auf  demselben  Zweig  der  Hyperbel  liegen,  so  ist 

S'P  ^  IX  — ^,      S'F  -SP  ^  P^iA 

Wenn  T  auf  dem  andern  Zweig  der  Hyperbel  liegt,  so  sind 
p'  und  p  nicht  eines  Zeichens,  und  man  hat 

SP sx  --r^-,        TP  —   £X~  ^- 

SP+  TP  ^  ^-r-J"- 

Und  wenn  P'  auf  der  Ellipse  liegt,  so  ist 

SP' =  sx'—^,      SP—SP'=  b{x--x) 

Mithin  haben  2  Puncte  S  und  T  verschiedener  Zweige  der 
Hyperbel  die  Eigenschaft  von  Brennpuncten  der  Ellipse,  wäh- 
rend 2  Puncte  P  und  P'  der  Ellipse  die  Eigenschaft  von  Brenn- 
puncten der  Hyperbel  haben. 

IV.  Der  Rotationskegel  (1)  enthält  die  Parabel 

3=0,      y2_  2hx  =  0 

nicht  ohne  die  Bedingung  aß  =  Q.  Bei  et  =  0  ist  J  =^  0,  der 
Rotalionskegel  plan  mit  unbestimmtem  Cenlrum.  Bei  /^  =  0 
ist  die  Linie 

[{x—p)^-i-(y-q)^  +  r^]S-[aix-p)-yrf  =  0 
mit  y^  —  ^hce  =  0  congruent  unter  den  Bedingungen 
J  —  «2  =  0,      öq  ^  0,      j-r  +  «A  =  0 

d.  i,    j,2  + ^i_(p  — A)2  =   0,       r2  ^2h{^h~p) 


y  Google 


528  Cap,  XI.    Die  Flächen  äter  Ordnung. 

Also  ist  der  die  Parabel  projicirende  Kegel  ein  Kotalionskes^el, 
wenn  sein  Centrum  p\q\r  auf  der  Linie 

3=0,      *•'  =  2h(lh  —  p) 

liegt,  auf  einer  Parabel  der  Ebene  xz.  Die  beiden  Parabeln 
sind  congruent,  ihre  Diameter  haben  conträre  Richtungen,  der 
Scheitel  der  einen  ist  der  Brennpunct  der  andern.  Die  zweite 
Parabel  wird  in  S(p|Olr)  berahrt  von  der  Axe  des  die  erste 
Parabel  aus  S  projicirenden  Rolationskegels.  Dabei  ist,  wenn 
P(a;j^!0)  auf  der  gegebenen  Parabel  liegt, 

SP2  =  {x~p)^  +  9^  +  r-^  =  (a:— j))'  +  2hx  +  h^-2hp 

=  [-c^p  +  ky 

SP  ^  j:  -p  +  h.     S'P  ^   x  —  p'  +  h 

SP—S'P  =  p'  —  p 

eine  conslante  Differenz  für  2  bestimmte  Puncte  der  einen  und 

jeden  beliebigen  Punet  der  andern  Parabel. 

V.  Demnach  hat  eine  Ellipse  und  eine  Hyperbel  uieht  nur 
2  reale  und  2  nicht  reale  Brennpunete  auf  ihren  Axen,  sondern 
eine  Serie  realer  Brennpunete  [Focalpunele)  und  eine  Serie  meht 
realer  Brennpunete  auf  den  Centralebenen ,  welche  normal  zu 
den  Axen,  gestellt  sind.  Die  Puncte  der  beiden  Serien  erfüllen 
S  Linien  2ler  Ordnung,  eine  real,  die  andre  nicht  real,  die 
beiden  Focallinien  der  gegebenen  Linie  2ter  Ordnung. 
Die  Ellipse  hat  eine  reale  Focalhyperbol,  die  Hyperbel  hat 
eine  reale  Focalellipse,  die  Parabel  hat  eine  reale  Focal- 
parabel. 

Die  realen  Focallinien  der  Linien  äter  Ordnung  sind  von 
DupiN  entdeckt  worden.  Corresp.  sur  l'ecole  polyt.  1813  l.  2 
p.  43i,  Applications  1822  p.  209.  Dieselben  ergeben  sich  geo- 
metrisch mit  Hülfe  der  beiden  Kugeln,  welche  den  Botations- 
kegel  und  seinen  Planschnilt  berühren  (§.  22,  4).  Vergl. 
QuETELET  M6m.  de  Bruxelles  1832  p.  löl. 

Dieselben  Foeallinien  sind  von  Steiner  1827  Crelle  J.  2 
p.  192  bemerkt  worden.  Vergl.  .Ucobi  1834  Grelle  J.  12  p.  138 
und  73  p.  220.  Chasles  Apercu  Note  31  art.  27.  Magnus  Auf- 
gaben n  p.  298  ff.     Schröter  Oberflachen  2.  Or.  §.  65. 


y  Google 


$.  60.     Gerade,  Kreise,  Focallmien.  529 

Eine  Tangente  eines  Kegels  2ter  Ordnung  enthält  eine  Serie 
Plansehnitte  des  Kegels  (§.  53,  4).  Die  Brennpuncte  dieser 
Planschnitle  erfüllen  eine  Linie,  welche  die  Focale  der  Serie 
Linien  2ter  Ordnung  genannt,  worden  ist  von  Ql'etelkt  Disser- 
tatio  de  quibusdam  locis  geomelricis.  Gand  1819,  Vergl. 
Dandelin  M^m.  de  Bruxelles  1822  p,  171.  Chasles  Apercu 
note   4, 

11.  -L  Wenn  u  =^  ax^  4-  hy''-  +  cz'-  +  <'  in  dem  Punet 
sc,  jy,  |z|  den  Wert h  «,  hat,  so  liegt  der  Puncl  a:^  1^2 1^2  auf  dem 
Kegel,  dessen  Gerade  den  Punct  a^(|yi|s,  enthalten  und  die 
Flüche  u  =  0  berühren,  unter  der  Bedingung  (§,  58,  2) 

<1.  i.     Am^  +  By.,"^  +  Cs^s  -4-  IFy^s^  +  IGz-^a;^  +  illx^ij^  +  .  .   =   II 

wo     A    =    au,   -  «'a:,^  F ScjiÄ, 

B  =  bu,—b-iy{i  (i   =   —cazyx., 

C  =  c«,  — c23|2  //  =  —i>hx,y, 

Unter  Voraussetzung  rechtwinkeliger  Coordinaten  ist  der  Kegel 
Ax.^^  +  . .  =  0  ein  ßotalionskegel  (§.  53,  8),  wenn  die  Form 
Ax2^  +  . .  +  i/fx^y-i  durch  eine  orthogonale  Substitution  in 
die  Form  A'x^'^  ■+■  A'y^^  +  C^.^^  gebracht  werden  kann.  Als- 
dann ist  (§.  59,  10) 


(B  —  A'){C—A')  —  F^  =  0,.  . 

Die  ersten  Bedingungen  fordern,  dass  zugleich 

{B~A)FG^{F-i  —  Gi]H  =   (I  u,{_b  -  a)abc^x,y,x,'^  =  0 

{C  —  A)HF-{F-i  —  m)G  =   0  u,{<^-a)ab^cx,y,^zt    =  0 

sei.  Bei  w,  =  0  würde  der  die  Fläche  u  =  0  berührende 
Kegel  plan  sein;  bei  a  =  S  =  c  würde  die  Fläche  eine  Kugel, 
mithin  jeder  dieselbe  berührende  Kegel  ein  Roiationskegel  sein; 
also  ist  entweder  x.   oder  y.   oder  z,   null. 
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II.  Bei  «1=0  sind  G,  H  null,  folglieh  A'  =  A,  so  düss 
yj,  «I  nur  noch  der  Bedingung  [B  —  A]{C —  A)  —  F'^  =  0 
unterworfen  sind.     Man  findet 

B^  Ä   =   (6  — «)«,  —b^!/,^  C—A   =   {e  —  a)u,  —  e^si^ 

iilso  für  das  Centrum  S{x^  \y,\z,]  eines   die  Flüche  u  =  li  be- 
rührenden Rüliilionskegels 


und  ebenso 


z,    =   ( 


h[a~c)  ^  a(h-'e)  ' 


Wenn  wie  oben  (7)  a  <Cb  <^  c, 

«'.  =  c-i,      ^^  =  c 
so  h;il  man  die  ,1  Linien 


■■  d  2,2 


III.  Die  Geniren  S  der  die  Fläche  ü  =  0  berührenden 
Rotationskegel  werden  wie  oben  Brennpuncte  (Focalpunote)  der 
Fläche  äter  Ordnung  genannt.  Diese  Brennpuncte  liegen  auf 
3  Linien  2ler  Ordnung,  den  Focallinien  der  Fläche  2ler 
Ordnung,  Die  Ebenen  der  Focallinien  sind  die  Axen-Ebenen 
der  Fläche.     Eine  Foeallinie  und  der  auf  ihrer  Ebene  liegende 
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g.  60.    Gerade,  Kreise,  Kocallinien.  531 

FläehenschniU  sind  confocal  (§.  24,  3),  k.  B.  die  erste  Focallinic 
und  by'^  +  ci^  +  (i  =  0,  weil 


-i.\-^)- 


Eine  der  Fowillinien  ist  nieht  real,  eine  andre  ist  eine  Ellipse, 
die  dritte  ist  eine  Hyperbel. 

Wenn  S  ein  realer  Punct  einer  t'ocallinie,  so  wird  die 
Focallinie  in  S  von  der  Axe  des  Rotationskegels  berührt,  auch 
in  dem  Fall  dass  der  Rotationskegcl  selbst  nicht  real  ist.  Ein 
realer  Punct,  welchen  die  Fläche  mit  einer  ihrer  Focallinien  ge- 
mein hat,  ist  ein  eyclischer  Punct  der  Fläche  (7). 

Von  den  Focallinien  einer  Rotationsflache  2ter  Ordnung 
liegt  eine  ganz  auf  der  Rotalionsaxe  (wie  §.  24,  8),  eine  andre 
ist  ein  Kreis,  real  oder  nicht  real. 

Die  Focallinien  eines  Kegels  [d  =  0)  bestehn  jede  aus 
2  Geraden,  von  welchen  ein  Paar   (die  Focalhyperbcl)  real  ist. 

IV.  Wenn  u  =  ax^  ■+■  by"^  +  2z  in  dem  Punct  x^  |i/,  |^,  den 
Werlh  M,  hat,  so  liegt  der  Punet  X2\yi\z^  auf  dem  Kegel,  des- 
sen Gerade  den  Punct  a^ily,]«,  enthalten  und  das  Paraboloid 
M  ^  0  berühren,  unter  der  Bedingung 

Ui(ax^^  +  byi'^+1zi)  —  {aXiX-i-\-iyiy-i  +  z-i  +  ^i)''  ^  0 
(I.  i.    Ax-i^  +  Bt/^i  +  C^^a  +  2Fij223  +  iGz^x^  +  ^Ux^y-^  +.  .   =   0 
wo    A  —  awi  —a^Xj}  F  =  —  6^i 

B  =  Swi  —  S^i/i^  G  =  —  ai) 

C  =  —  1  W  —  —ahxyg, 

Unter  Voraussetzung  rechtwinkeliger  Coordinaten  kann  der  Kegel 
nur  dann  ein  Rotationskegcl  sein,  wenn 

tii{b  —  ii)abxiyi  =-  I)    und    Uia''b'^3^,yi^  ■=  0 

also  x^  oder  y^   null  ist. 

Hei  a^i  =  0  sind  G,  H  null,   folglich  A'  =  A,  und  y,,  z^ 
der  Bedingung  [B  —  A)  {C—  A)  —  J'^  ^  o  unterworfen,  d.  i. 
[(S_o)„,  — £5^,ä](l+owi)  +  6^j/,ä  =   0 
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Bei  y,   =  0    sind   F,  H  null,    A'  =  B,    und   a;, ,  ^|    dui'tl] 
die  Gleichung    [C  —  B]{A  ~  B]  —  G^  ^  0    verbunden,    d.    i. 


-G-i)U-0 


Das  Paraboloid  liul  demnach  3  Foeallinien,  Purabeln  der  Ebenen 
i/z  und  xz,  confoeal  mit  den  Parabeln  bi/'-  +  Sa  =^  0  und 
aa:^  -1-22  =  0  des  Paraboloids. 

V.  Die  Foeallinien  einer  Fläche  2ter  Ordnung,  auf  welchen 
die  Centren  der  der  Fläche  umgeschriebenen  Rotationskegel 
liegen,  sind  von  SrEiiraR  1 826  eingeführt  worden  [zunächst  eine 
der  drei)  Grelle  J.  1  p.  47.  Vcrgl.  Jacobi  1834  Grelle  J.  12 
p.  137,  Magnus  Aufgaben  II,  g.  64.  Weitere  Aufschlüsse  hat 
Ghasles  Apercu  Note  31  tlber  die  Foeallinien  (,,excenlrisehe 
Kegelschnitte,  Focalke  gelschnitte"]  gegeben.  Vergl.  Salwon 
Geom.  of  3  dim.  137  ff.  Reye  Geom.  d.  Lage  II,  23.  Schröter 
Oberfl.  2.  Or.  §.  ü1— 65.  Geber  die  Foeallinien  eines  Kegeis  2ler 
Ordnung  Magnus  1826  Gergonne  Ann.  16  p.  33,  Aufgaben  II 
p.  170.    Salmon  Geom.  of  3  dim.  c,  XI, 

Restimmte  Puncte  der  Axen  einer  Fläche  2ter  Ordnung  haben 
für  die  Krümm ungslinien  der  Flüche  die  Eigenschaft  der  Brenn- 
poncte  eines  Kegelschnittes,  und  sind  deshalb  Focalpuncle  der 
Fläche  2ter  Ordnung  in  besonderem  Sinn  genannt  worden. 
IIeilermann  1809  Grelle  .1.  56  p.  345.  Vergl.  Schröter  Oberfl. 
2.  Gr.  §.  70. 

13.  I.  Wenn  x,  y,  z  die  rechtwinkeligen  Coordinaten  eines 
Punctes  sind,  /  ein  Parameter,  c^  ■<  &•'  <  a^,  und 


so  ist  M  =  0  eine  Fläche  2ter  Ordnung,  deren  Axen  die 
Kanten  des   orthogonalen  Trieders  xyz^   und  deren  Foeallinien 

von  «  unabhängig  sind.  Daher  erhalt  man  entsprechend  allen 
realen  k  eine  Serie  confocaler  Flächen  2ter  Ordnung 
II  =  0  (mit  gemeinschaftlichen  Foeallinien).    Vergl.  §.  24,  3 ff. 
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Berichtigungen  und  Naelitrage. 

Zu  lesen  p.  14  Z.  12  v.  U.  g.  3,  3.  p.  53  Z.  13  v.  ii.  )837.  p.  56  Z.  3. 
OAi.  p.  60  Z.  t  V.  u.  g.  IS,  1.  p.  77  Z.  18.  (748.  p.  83  Z.  I.  der.  p.  83 
Z.  8.  eine.  p.  9ä  Z.  7.  «j  statt  o; .  p.  98  Z.  8.  Kepplor,  p.  fOi  Z.  17. 
nicht  vereint  statt  vereint,    p.  133  Z.  lä.  w^  statt  «,    p.  134  Z.  16  k'  statt 

i'.  p.  136  Z.  16.  -OPästott  +.  p,  206  Z.  13.  g.  13,  lä.  p.  239  Z.  7.  7i  sin  ß. 
p   408  Z.  4  V.  u.  y  =  6  —  ,     p,  443  Z.  13  v,  q.  —  statt  =  . 

p. S4  unten  zu  citiren;  Maclau rin  Tractatus  g.  28.  p,  95  unten:  da.1 
Wort  Ellipse  kommt  bei  Archimedes  nicht  vor.  p.  348  Z.  4.  Eulcr 
Nova  Acta  Petrop.  9  p,  13ä,  p,  354  zu  citiren:  Hesse  4  Vorlesungr^n  über 
analyt,  Geom,  1S66  Vorl.  ä  und  Serret. 

p.  367  Z.  13  ff.  Die  Stelle  soll  heissen:  „bestimmt  durch  die  Gleicbiinji; 
R31  ^>  0  oder  (wenn  Ag,  bei  x  =  xt  unbedingt  null  ist)  durch  die  Glei- 
chung U'=  0.  Der  Sfachen  oder  4racben  Abscisse  Xf  entsprechen  3  oder 
4  Ordinalen,  welche  der  Gleichung  ^,  =  0  oder  (wenn  diese  nicht  existirt'i 
der  Gleichung  «  =  0  genügen."  Die  Bedeutung  mehrfacher  Wurzeln  der 
resultirenden  Gleichung  fi,g  =^  0  war  I8SD,  als  diese  Stelle  gedruckt  wurde, 
noch  nicht  vollsttiDdig  aufgeklart.  Vergt.  unten  g.  40  und  die  Tile  Aullage 
meiner  Determinanten  1881. 

p.  380  Z.  14  soll  heisseni  ,,wenn  die  Functionen  f,  g  der  x,  y  in 
Functionen  der  p,  q  tranaformirt  werden,"  p.  SS3  unten;  Eine  der  Spitze 
nahe  Tangente  des  Bogens,  welchem  der  andre  Bogen  seine  concave  Seite 
zukehrt,  schneidet  diesen  Bogen,  und  hat  mit  der  Linie  4  oder  mehr  Hunetc 
gemein,  p.  387  Z.  3  hinzuzufügen;  oder  auf  der  iinendlichlemen  Geraden, 
p.  31S.  Bei  art.  4  sind  die  folgenden  art.  8  und  11  zu  beachten,  p.  318 
Z.  10.  Plücker  1839  Grelle  J.  4  p.  32fi.  p.  3ä1  art.  11.  Vei^l.  Coyley 
Grelle  J.  64  p.  369. 
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